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KAPITOLA VI

VYJADRENI REGULARNICH FUNKCT POMOCI RAD.

§ 58. Rady v komplexnim oboru. Budi Oy =0,+if,n=0,1,2,...,
posloupnost komplexnich disel; jeji pomoci miZeme vytvorit fadu

D, =ay +a;+a +... +a, +... (1)
a=0

Oznalme jesté ay +a, + ... +a, = s, Cdstelné soudty fady (1).

Definice. Rada (1) je konvergentni, existuje-li koneéns limita

lims, = s,
t. j. pro libovolné malé kladné ¢islo ¢ > 0 Ize nalit takové kladné é&islo
Nz N(s) Ze pro fréechna n> N jie
|s — 8. < e

Cislo s nazyvame souétem r?zzy' (1). Neexistuje-li soutet, nebo je-li
roven o0, fikdme, Ze Fada dwerguye (je divergentni).

Na.sledupcl véta prevad.l theorii fad s komplexnimi ¢leny na theorii
fad s redlnymi éleny. Jeji pomoci snadno pfeneseme znamé vysledky
7 theorie ¥ad s reilnymi éleny do komplexniho oboru;

Véta [1]. Rada (1) je tehdy a jen tehdy konvergenmini, konverguyz It

fady
oo + oy o ot B FB A+ +ﬁ,, @)

#_redngmi deny. |

Dikaz. Oznadme oy + o, +... + & =0, fo +5 +... + 8=
=1, pak s, = o, +ir, a

lims, = limo, +ilimt,.
Odtud ihned plyne nase véta. Pomoci véty [1] dokaZeme na pf. snadno:
konverguje-li fada (1), pak je
lim |a,| = 0.

n—ao.

Podobné jako pro fady s realnymi cleny definujeme:
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Definice. Rada (1) se nazyvi absolutné konvergentni, konvergu-
jodli fada _

l2] + 1o + oo+ lan] .. (3)

~ PYenechidvime Gtendii aby dokazal, Ze absolutné konvergentni fada
konverguje a Ze ma vlastnosti zndmé z analysy reilné proménné (na
PE. je mozZno libovolné prestavét jeji cleny).

Budiz f,(z), » = 0,1, 2,..., posloupnost libovolnych funkci komplexnf
proménné. Pomoci této posloupnosti snadno utvoiime fadu

Z_Ofn(z)=f0(z) —|—f1(2) +... +fn(z) +... (4)
Bude-li v kazdém bodé z, n&jaké oblasti D pfisluiné fada s koi;-

stantnimi &leny > f.(z,) konvergentni, budeme fikat, 7e fada (4)
n=0 13

jé >_konvergentni v oblasti D. V tomto ptipadé jeji soucet definuje

v_oblasti D jistou funkei F(z).

Vznikaji otazky béZzné v theorii fad: bude funkce F(z) spojita
v oblasti D, budou-li v této oblasti spojité vSechny funlkece f,(2)?
Kdy je mozné fadu (4) derivovat a integrovat &len po &lenu? Jako
v theorii fad s redlnymi éleny i zde formulujeme pfislidné véty pomoci
pojmu stejnomérné konvergence.

Definice. Rada (4) konverguje stejnomérné v oblasti D¥) k funkei
F(z), jestlize lze pro libovolns malé kladné é&islo ¢ > 0 najit takové
éislo N = N(e), Ze pro viechna » > N a pro v8echny body z
oblasti D plati_ !

|F(z) — Fa(2)] <e, (5)
kde
Fo(z) = folz) +11(2) + ... +fal2). (6)

Smysl této definice je tento: Konvergence fady (4) v bodé z, ndm
zaruduje existenci limity ].i.triF,,(zo)‘= F(zy), t. j. ke kaidému libo-

L]

volné malému ¢ > 0 lze najit takové ¢islo N = N(g), Ze pro viechna
n > N plati nerovnost (5). Cislo ¢ ndm ud4va, jak rychle fada (4)

*) ProloZenim jsme zduraznili, e naSe definice se vztahuje k celé oblasti.
Pojem stejnomérné konvergence v jednotlivém bod& nemé smysl.
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konverguje k uvedenému souétu. Zvolime-li nyni pevné &islo ¢ a mé-
nime-li bod z,, budou se ménit i dleny nadi fady a obecné muZe byt
dslo N(e), pro néZ je splnéna nerovnost (5), v bodé z, vétsi nez v bodé
2,. Vidime tedy, Ze ¢islo N(e) nezavisi jen na volbé ¢isla g, ale Ze
z4visi t6Z na bodé z: N = N(e, 2).

Volme pevné &slo ¢ > 0 a budiz 2, 2,, ..., 2, nékolik bodu oblasti
D. Cisla N, ,pro né% je splnéna nerovnost (5) v téchto bodech, budtez
N,=DN(e,z), Ny=N(gz,), ..., N, = N(c, 2;). Budeme-li nyni chtit miti
zarudeny jisty spad konvergence fady (dany éislem ¢) pro v3echny
body 2, soucasné (stejnomérng), vidime, %e sta¢i vzit nejveétsi
z &isel Ny, Ny, ..., Ny — N*(e) = max (N,, N,, ..., Ny) —a pek je
nerovnost (5) splngha pro vSechna n > N*(¢).

Rozsifime-li nyni tento pozadavek na celou oblast D, muZe se
nam stat, ze aé budou existovat éisla N{g, z) v jednotlivych bodech =z
oblasti D, nebude existovat jejich maximum. To vyplyva z toho, Ze
nekoneéna ¢iselnd mnoZina nemusi byt vidy shora ohranifend.

Existuje-li takové maximum ¢&isel N(e, z) v oblasti D, je zfejms
nerovnost (5) splnéna pro vSechna n > Max(N (e, z)) a pro viechny
body oblasti D. V tom spoéiva pojem stejnomérné konvergence,
zavedeny nasi definici. Misto oblasti D uvedené v nasi definici miZeme
té% uvarovat kfivku L nebo uzavienou oblast D nebo jakoukoliv
jinou nekoneénou bodovou mnozZinu; definice se pfenisi na tyto pii-
pady bez jakychkoliv omezeni.

Jelikoz naSe definice souhlasi s obdobnou definici pro fady s reél-
nymi ¢leny, je moino bez zmény pfenést viechny véty o stejnomérné

zdrzovat ani jejich formula.01 ani jejich dukazy

§ 59. Véta Welerstrassova. Znam4i véta o derivovani fad pripousti
v komplexnim oboru podstatné zesileni. Jak znamo, fadu s redlnymi
proménnymi &leny miizeme derivovat &len po &lenu, je-li dana fada
konvergentn{ aspoii v jednom bodé uvaZovaného intervalu a je-li fada
derivaci stejnomérné konvergentni v tomto intervalu. Jak se snadno
nahlédne, plyne odtud okamf?ité, Ze je pak i dani fada stejnomérné

*) NejdaleZitdjsf jsou v8ty o spojitosti soudtu, o moZnosti integrace &len po
&lenu a konetn¥ dostateiné podminka stejnomdrné konvergence.
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konvergentni v celém intervalu. S druhé strany vidime, Ze stejno-
mérnd konvergence dané fady v uvaZovaném intervalu nestaéi, neni
tim jeSt® zajiSténa stejnomérnd konvergence fady derivaci.

V komplexnim oboru plati véta, kterou prvni dokazal Weierstrass:

Véta [2]. Necht jsou fo(2), f1(2), .- funkce reguldrni v jisté oblasti D
a_mechf fada ‘ '

fo@ +h() + .o 1) A+

v této oblasti konverguje a md soucet
F(z). Konverguje-li nade fada v li-
bovolne uzavfené oblaslz D* leFict
uvnitf D steynomerné’ pak 1. F(z)
je reguldrni v oblasti D, 2. derivace
F®™(2) vdech fddu obdriime, bu-
deme-li derivovat fadu (4) élen po
Slenu vzniklé Fady jsou opét stej-
nomé'l‘né’ konvergentni v libovolné
uzaviend oblasti D*, leici uwmitf
oblasti D.

Nejprve dokdZeme, Ze F(z) je reguldrni. BudiZ z libovolny bod ob-
lasti D, D* libovolns uzaviend oblast leZici i se svou hranici v D a
obsahujici bod z, budiz C* hranice D* a bod ¢ budiz libovolny bod
kiivky C* (obr. 96). Rada

FQ) _ fo®) | HO Fall).

{—z (—2z (— ¢ —
stejnomérnd konverguje na hranici C* a muZeme tedy integrovat
¢len po ¢lenu (pro jednoduchost délime obé strany éislem 2zi):

1 F@@de 1 fol8)
27 {—z 2ni C —z

L e
f,.(C)

.ProtoZe funkece f,(z) jsou podle predpokla,du regulirni v D, existuje
podle Cauchyho integralni véty funkce

Obr. 96.

+ A

1 (%)
¢ + 2mi ﬁcl_de—}—

+ ot 5

2m
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2m g« fol2) + hi(2) + ... + fa(2) . = F(2). U

Funkce F(z), ktera je definovdna jako soudet stejnomérné konver-
gentni fady reguldrnich funkei, je na hranici C* spojit4, a tedy integral
vlevo v (7) je typu Cauchyho. Je tedy funkce F(z) representovina
integralem typu Cauchyho a tedy podle véty § 52 je regularni v D*
a tedy i v bodé z. ProtoZe bod z byl podle predpokladu libovolnym
vnitfnim bodem oblasti D, je F(z) regularm viude v oblasti D. Tim
jsme dokézali prvou éast nasi véty.

Abychom dokézali druhou &ist, zvolime si libovolnou uzavienou
oblast D* a sestrojime libovolnou uzavienou kiivku C, lezici mezi
hranicemi oblasti D a D*. Budi% d nejmensi vzdalenost mezi body
oblasti D* a kfivKkou C, budiz z libovelny bod oblasti D* a ¢ libovolny
bod na kfivce C. Rada

PO fold) fi(8) falt)
=2t ~ Tt T Ty T T g T

kde k je libovolné célé ¢islo, konverguje stejnomérné na C. Tedy

F({) k! fol0) [ X8
27“5{; Tt T framr i zmﬁg Toapm
c

k! fn@ )

2mi
c

a podle vzorce pro derivace analytickych funkei (§ 53)

FO(z) = f9(=) + /) + .. + 1¥@) + ... (8)
Dostaneme tedy derivace libovolného ¥i4du funkce F(z) derivovinim
fady (4) élen po élenu. Zbyva dokazat, Ze fady (8) stejnomérné kon-
verguji pro libovolné celé k.

Protoze je fada (4) podle predpokla,du stejnomérné konvergentni
na C, Ize k libovolnému dostateéné malému &> 0 zvolit éislo N =
= N(e) tak, Ze pro n > N plati pro viechna {

Q) —F D) <e -
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[kde F,(f) je ¢4steény soudet Fady (4)]. Kromé toho pro vSechna ¢
plati
|t —2l=d
a podle véty o odhadu integrilu mame (§46) pro viechna n > N
F(L) — F,(0) el
2 1§ z)""‘1 <

|F(k)(z) __Fu:)(z)l = < 2n dk+1 ,

kde I je délka knvky C.- Protofe na%e merovnost plati pro v¥echna
k&

n> N a pro viechny body oblasti D* a oo JoF

= ¢, je libovol-
’
né, dokizali jsme tim stejnomérnou spojitost Ffady (8) v oblasti

D*, a timi i celou vétu [2].

§ 60. Potendni Fady. Potencni (mocninnou ) fadou nazyvame fadu typu

2 Calz—a)" = ¢ +-01(z—a) +exz—af +... +cq(z—a), (9)

amQ
kde z je komplexni proménna a ¢, a a konstanty. Konstanty c, se
nazyvaji koeficienty fady (9) a konstanta a jejim stfedem.

Zakladni vétou theorie potenénich fad je Abelova véta.

Véta [3]. Konverguje-li fada (9) v bod€ z,, pak konverguje a,bsolutné’
v celém krubu |z — a| < |2, — al. V kafdém uzavieném kruhu [z — a| <
g q, kde g < |2, — a|, konverguje stejnomérné.

Podle predpokladu konverguje fada

@ R
Z cn(zo - a)"
n=0 N

a tedy lim c,(z, — a)* = 0. Posloupnost ¢,(z, — a)* konverguje a je

normo

tedy podle § 7 ohranifend; existuje tedy &islo M tak, Ze

_ lea(zo —a)*| < M

pro viechna n.

* V uzavieném krubu |z — a] < ¢ tedy plati
n n

z—af M( 9 ) _

Zg—a| = 2o — a|

lea(z — a)"| = lealzo — a)"|
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V kruhu |z —a| < ¢ jsou &leny fady v absolutni hodnoté mensf

17
|20 — al
¢ < |2y — a]. Pak geometricka fada konverguje a podle znamé véty
o majorantnich faddch Fada (9) konverguje stejnomérné viude v kruhu
|z —a| < |z, — a]. Tim je véta dokazina.

nez éleny geonietrické fady s kvocientem < 1, pokud

Dusledek. Diverguje-li ¥ada (9) v bodé z = zo, je divergenini 1 ve
vech bodech, pro néZ |z—a] > |zo—a[

Dukaz. Kdyby fada (9) konvergovala v néjakém bodé z’, pro néjz
|#" — a] > |z, — a|, pak by podle Abelovy véty konvergovala i v bod&
24, COZ jo spor.
© Ptiklad 1. Geometrickd Fada

1 +z4+22+...+20 +..
absolutn konverguje v kruhu |2| <1. V lzbovolnem uzavieném kruhu
2| £ q, kde g < 1, konverguye stejnomérné. Pro |z > 1 diverguje.
Dikaz plyne ptimo z Abelovy véty, uvazime-li, Ze fada konvergu]e
pro viechna redlnd z =g, kde 0 <'q < 1, a diverguje pro g = 1.
Pro ¢ = 1 fada diverguje, nebot lim 2, + 0. Pfenechdviame ¢tendii,

a->o

aby si dokdzal, Ze pro |2| < 1 plati
l14+z4+22+...422+... =
Piiklad 2. Potenéni fada
1 42z42122 4 ... +nlzn4 ...
konverguje jen v bodé z = 0. Dukaz: I‘)ro libovolné reilné z = z

n
n-m n' z e

L}

a odtud podle D’Alembertova kriteria pro fady s kladnymi é&leny
plyne divergence fady pro viechna z #+ 0. Podle Abelovy véty ne-
miZe tedy konvergovat pro Zidnd komplexni z +.0.

Piiklad. 3. Potendni fada
142 +2,+ + +

konverguje podle D’ Alembertova kriteria pro vdechna komplezni z + .
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Pfi vySetfovini oboru konvergence libovolné fady (9) mohou nastat

jen tyto tfi pfipady: 1. fada konverguje jen ve svém stedu, 2. fada

konverguje_pro viechna koneind z, 3. fada konverguje pro urdité
koneéns z a pro ostatni diverguje. VySe uvedené tii piiklady ukazuji,
%e se viechny t¥i pfipady skuteiné vyskytuji. Probereme si podrobné
posledni piipad. Necht fada (9) konverguje v bodé z, a diverguje
v bodé z,. Pak podle Abelovy véty konverguje pro vSechna z, pro
kterd plati |z—a| < |z, —a| = R,, a diverguje pro viechna z, pro
néZz |z —a| > |2, —a| = R, (ziejmé R, < R,). Je-li R, = R,, po-
lozime R, = R, = R a fada (9) konverguje pro viechna z uvnitf
kruhu |z — a] < R a diverguje pro
vSechna z vné tohoto kruhu.

Je-li R, + R,, sestrojime bod z, =
= }(R, + R,)= R,. Konverguje-li fada
(9) v tomto bodé, konverguje i v kruhu
|z — a] < R,, diverguje-li v tomto bods,
diverguje i ve vech bodech vng kruhu
|z —a] = R,.

V obou piipadech se mezikruZi,
v némz je tfeba jeSté urdit konvergenci
resp. divergenci fady, ziZi na polovi-
nu. Na takto sestrojené mezikruzi opét
aplikujeme na$§ postup a v limité ob-
drzime takové é&islo R, Ze Fada (9) konverguje viude uwnit¥ kruhu
|z — a] < R a diverguje viude vn& tohoto kruhu. Konvergence fady
na kruZnici |z— a| = R ziistdvéd nevyfefena. Cislo R téchto vlast-
nosti budeme nazyvat polomérem konvergence fady (9) a kruh
|z —a| < R jejim oborem konvergence. )

Pokud se tyka pfipadu 1., budeme povaZovat za polomér konver-
gence ¢islo R = 0 a v piipadé 2. ¢islo R = 0.

Tim jsme dokézali vétu. '

Obr. 97.

Véta [4]). Kaddd potenéni ¥ada (9) md konebnyj nebo nekoneényj polomér
konvergence.

V kadém uzavieném kruhu [z —a| < R’ < R konverguje fada (9)

pg@l;;&b‘eilrafryivétyr st@jnomé;'né: Odtud a z véty Weierstrassovy
Plyne, Ze fada
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fey=1¢ t+elz—a) +ez—a) +... +eulz—a) +... (10)

definuje svym souétem funkei reguldrni uvnit¥ jejiho oboru konver-

gence. Déle podle Welerstrassovy véty pla,tl.pro kazdy bod z vnittku
konvergenéniho kruhu

F@) = ¢+ 2c(z—a)+... +nc,,(z—a)"-1 +...
1'(2) = 2¢4 +3.2(z—a) +... +n(n—1)c,(z—a)"-2+...(11)
[P(2) = nlen +(m + 1) Cpyslz —a) + ...
Dosadime-li v (10) a v (11) z = @, dostaneme

f'(a) f")(a)

Go=f(a), Clzfl(a)> Cy = ,..-.,G,. oy ,... (12)
a fadu (10) miZeme psat ve tvaru
o) = fa) + LD e —a) 4 T e oy 4
" _(13)
+ l‘% (z—a)+ ...

Radu (13) nazyvime Taylorovou fadou funkee f(z). Tim jsme dokézali
daldi vétu.

Véta [5]. Soulet potenéni fady (9) je requldrni uvnitf konvergenéntho
krubu a fada (9) je Taylorovou fadou svého souctu. _

Z véty [5] plyne: af obdriime rozklad nsjaké funkce v_potend&ni
fadu jakymkoliv zpusobem je tato fada vidy Taylorova.

§ 61. VyjadFeni regularnich funkci pomoci Taylorovy Fady. Budi%
f(z) funkce reguldrni v kruhu |z —a| < R. Vybereme dvé libovolné
¢iSla R,, R, tak, Ze 0 < R, < R, a oznaéime C kruinici |z —a| =
Pak podle Cauchyho integrilni véty (§ 51) je pro viechna z z kruhu

|z—a| <R,
1 flg)
"z>=.§;i3€¢_z .
odkud ¢
_ 1L f(d) d
fz) = 2::13g € — —(z—a,) = 2nij¢—-a ,_z—a’ (14)

{—a
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Predpokladejme, Ze bod z lezi v kruhu li—al < R,. Protoze bod ¢{
lezi na C, je

z —al R,
C—:—a <R—2<1.

Odtud plyne, %e v kruhu e —a|] < R, koilverguje stejnomérné fada
1 z—a z —a\’ z—a\"
_z—a ‘1+(c—a)+(c—a) +"'+(c—a) L

t—a

(viz pt. 1 § 60). Dosazenim tohoto vyrazu do (14) a integrovianim &len
po &lenu (coZ miZeme ulinit v disledku stejnomérné konvergence)
dostaneme

_ 1 fQd¢ | z—a [ f()dL
f(z)—'ﬁjc_a-F o §(c__a)2+...+
c

(z—ar { fO&
+ 27l ff; ( te
c

C . a,)"“

(16)

Koeficienty potendni fady funkce f(z) jsou

_1 {(9K:18 _
Cp = 2ni§ € —apet’ n=20,12,...
e R (16)
PouZijeme-li vzorce (38) § 52, je moZno
piepsat fadu (15) jako fadu Taylorovu

) = fla) + @) (e —a) + 1 (o —ap 1

R )
[ +...—|—%(z—a)"+... (13)

QObr. 98.

a vztah (16) udéva integrilni tvar koeficientd Taylorovy fady.

Poznamenejme jeité, e jsme ve své Givaze mohli volit &islo R,
libovolné blizko &slu R, takZe rozklad v fadu (13) plati pro viechny
body z krubu |z — a| < R. Kroms§ toho za kruh |z — a| < R mtZeme
vidy volit nejvétsi kruh se stfedem v bodé a, v jehoZ vnitfku je funkce
1(z) regularni. Tim jsme dokézali tuto vétu:
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Véta [6]. KaZdd funkce reguldrni v bodé a maZe byt rozvinuta v Taylo-
rovu fadu (13). T . Tato tada konverguje v negvé’t&%m Feruhu |z — a| < R,
v né’mz je 7ea"té’ funkee f(z) reguldrni.

Poznimka. Funkce f(z) nemlZe byt reguldrni ve vSech bodech
kruZnice |z— a| = R. Dikaz: Necht je ve vSech bodech kruZnice
|z2—a| = R funkce f(z) reguldrni. Pak pro ka%dy bod ¢ kruZnice
|z — a| = R existuje takova kruZnice |z — {| < r, se stfedem v bodé
{, Ze [f(z) je uvmiti této kruZnice reguldrni. BudiZ r > 0 nejmensi
z téchto r, (od dikazu, Ze takové nejmendi 7, existuje, upoustime);
pak je f(z) regulairni v8ude uvnitf kruhu |z—a| < R 4 r a podle
véty [6] by fada (13) konvergovala i v tomto kruhu, coZz je proti
predpokladu.

Neni-li funkce f(z) regularni v bodé z = a, ale je regulérni v libo-
volném okoli tohoto bodu, nazyvame bod a singuldrnim bodem funkce
12) (viz vyde § 48).

Rada Taylorova tedy konverguje vSude uvnitf kruhu, ktery ne-

obsahuje Zadné singulirni body dané funkece a procha,z1 singularnim
bodem, nejbliz§im ke stfedu konvergence.

Podle vét [5] a [6] muzZeme vyslovit novou definici regula,nty funkce
{(z) v bodé z = a, ekvivalentni s definici § 14: Funkce f(z) je reguldrni
v bodé z = a, da-li se v jeho okoli rozvinout v Taylorovu fadu. Z této
definice by bylo moZno odvodit vﬁechny vlastnosti regu.la.rnfch funkei.

Rady

e? —1+Z+ + + (17)
- (38 2 4
sinz=z—%+%+---; cos2=1—%+%— (18)

3’ 5
sinhz=z+%—|—%|-+...;coshz—1—|- + -|— . (19)

konverguji pro vSechna koneéna z a funkce jimi definované jsou re-
guldrni v celé koneéné roviné. Hlavni hodnota logaritmu In(1 + 2z) je
regularni v8ude kromé bodu z = — 1 a muZeme ji tedy rozvinout
v Taylorovu fadu

22 2t

1n(z+1)=z—%z—{—§——

ey (20)
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konvergentni v kruhu |2| < 1. ProtoZe se di4 obecnd exponenciilnf
funkce definovat pomoci logaritmické funkce (§ 32), plati i pro jeji
hlavni hodnotu rozklad

m(m — 1)

Q42" =1+ mz+ 51 Zz—l—m(m—l)(m—z)z

30 3 ... (21)

a fada konverguje pro |z| << 1*) (m je libovolné komplexni &islo).

Rozklady (17)—(21) dostaneme ihned ze vzorce (13), dosadime-li
a = 0. Nelisi se od rozvoju znamych z analysy fun.kcl reé,lné proménné

v komplexnim a relném oboru j J§9u tedy shodné.

§ 62. Nulové body reguldrnf funkce. V&ta o jednozna&nosti. De-
finice. Bod z = a se nazyvé nulovy bod funkee f(z), je-li f(a) = 0.

Budiz f(z) funkce regulirni v bodé z = a, ktery je jejim nulovym
bodem, a necht neni identicky rovna nule v Zadném okoli bodu z = a.
Pak nejsou viechny koeficienty Taylorova rozvoje rovny nule (nebof
pak by byla funkece f(z) = 0 v nékterém okoli bodu z'= a) a Taylorova
fada ma tvar

f@) = calz— @) + Cpprlz —a)" + .., (22)
kdec, £ 0an>1. Cislo n nazyvime fddem nulového bodu.
Ze vzorce (22) plyne: Rdd 1 nulového bodu 2 = a se rovnd Fddu proni
nenulové derivace v bodé z = a.
Podle (22) mize byt regularm funkce v okoli svého nulového bodu
vyjadfena ve tvaru

12) = 2 — )" (@), (23)
kde

9(2) = Cn +Cpralz—a) +...; (@) = c, + O.

Funkce ¢(z) je spojitd v bodé a, nebof fada, kterou je definovana,
konverguje v jistém okoli bodu a (a je téZ reguldrni jako soudet po-
tenéni fady) a je lim ¢(z) = ¢(a). Podle pfedpokladu ¢(a) =c, + 0

Z—®

a tedy i v jistém okoli bodu a ¢(z) + 0.

¥) Bod z = — 1 je regularnim bodem funkce (1 + z)™ jen tehdy, je-li m
celé kladnsé &islo nebo nula. V tom pfipads m4 (21) jen koneény poéet élend.
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Dikaz: Zvolme ¢ = |c2,,| 3V dﬁsledku spojitosti existuje pak takové

okolf bodua |z —a| < é, v nemz lp(z) —@a)] < & t.]. |o(z) —c,] <

]—"—'-, a tedy v okolf [z — a] < 6 bodu z = @ je funkece ¢(z) razna

od nuly.
Odtud a z (23) plyne dal3i véta:

Véta [7]. Necht je f(z) reguldrni v bodé’ a a nech? nent idedticky rovna
nule v Fddném okolz bodu a. Je-li bod a nulovym bodem funkce f(z),
vzdyclcy existuje takové okoh bodu a, v kterem je funkce f(z) riznd od
nuly.

Z véty 1] plyne

Dusledek. Je-li 1. funkce f(z) requldrni v bodé z = a a 2. existuje-li
posloupnost nulovych bods konvergujici k bodu a,.pak f(z) = O v jistém

okoli bodu a.
Dukaz: Ze spojitosti funkece f(z) v bod& a plyne f(a)"= lim f(a,) = 0,
t.j. bod a je nulovy bod funkce no®
f(z), a predpoklad, Ze f(z) + O
v jistém okoli bodu e, je ve sporu
s vétou [7].
Z v&ty [7] plyne jesté du.lemta,
véta: .

Véta [8]. Jsou-li },(2) a f,(2) dvé
funkce regulamz v oblastz D a jsou- -

li jejich hodnoty steyné _pro jistou
bodovou posloupnost konvergujici
k bodua, ktely je vmitinim bodem Obe. 9.
oblasti, je - '
i) = f(2)

viude uvnitf této oblasti. ‘

Dikaz. Utvoime funkei f(z) = f,(2) — f.(z). f(z) je regulirni v D
a body a, jsou jejimi nulovymi body. Odtud z disledku véty [7]
plyne, Ze f(z) = 0 v jistém okoli |z— a| < r, bodu a. Zbyvi jen do-
kézat, Ze f(z) = 0 v celé oblasti D. BudiZ z, libovolny bod oblasti D..
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Spojime bod z, s bodem a libovolnou. kfivkou L, ktera leZi celd v D
(obr. 99). Oznaéme b, libovolny bod kiivky L leZici v okoli |z — a| < r;
bodu a. ProtoZe je v tomto okoli f(z) = 0, jsou vSechny koeficienty
Taylorova rozvoje

fz) = (b)) + —~

roviy nule. Tato fada definuje funkei f(z) v jistém nejvétiim kruhu
{z2—by| < 7, ktery leii cely v D, a zfejmé viude v tomto kruhu
f(z) = 0. Bod b, volime co nejblize kruznici |z — a| = r,, takie kruh
|z—b,] < r, padne zcela urdité dasteéné mimo kruh |z —a| < r,.
Nyni zvolime na kiivee L bod b, v kruhu |z — b,| < 7, a cely postup
opakujeme. Snadno zjistime, Ze funkee f(z) = 0v celém kruhu|z — b,| <
< 14, ktery opét padne ¢dstedné mimo kruh |z —b,| < ;. Po koneg-
ném poétu krokii padne koneéns bod z,*) do kruhu [z —b,| < 7, a
bude tedy f(z,) = 0.

Poznimka. Z véty [8] plyne, Ze funkce reguldrni v jisté oblasti
je plné definovana svymi hodnotami v v bodech jisté bodové posloup-
nosti konvergujici k bodu a. Otidzka existence funkce, pfijimajici
apriori dané hodnoty v bodech takové posloupnosti, neni tim oviem
nikterak “vyfeSena zrovna tak jako methoda skuteéné konstrukce
takové funkce. Témito otdzkami se zabyvaji rdzné interpolaéni

theorie. N

fby) (bl) (2

-f(n)
120 (e

—b) 4 ... +

§ 63. Analytické pokracovani. Pojem analytické funkce. Nechf dvé
oblasti D, a D, maji spolednou &ast, kterou oznaéime oblast 4. Maji-li
oblasti D, a D, vice spole¢nych ¢asti (obr. 100b), budeme uvaZovat
jen jednu z nich. BudiZz déna v oblasti D, reguldrni funkce f,(z) a
v oblasti D, téz regularni funkece f,(z). .

Definice. Nabyvaji-li funkee f,(2) a f,(z) v oblasti 4 t&chze hodnot,
nazyvame funkei f,(z) analytickym pokratovinim funkce f,(z) v oblasti
D, pres oblast 4.

Pro dané. oblasti D,, D, a A4 je analytické pokracovani funkce
f1(z) v D, definovino jednoznaéné, coz plyne okamzité z véty o jed-

"*) Nebudere zde uvadst presny dikaz toho, Ze mi¥eme skuteén¥ doséhnout
bodu 2, koneénym poétem kroki.
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noznacnosti [8] predeSlého paragrafu. Maji-li oblasti D, a D, vice
spolednych &isti, mize byt analytické pokradovani funkee f,(z) pres
oblast A riizné od analytického pokradovéni té%e funkee Ppies oblast
A’ (v téze oblasti D,, viz obr. 100). Ujasnime si to na piiklads.

Budi? dan Fetézec oblasti D,, D,, ..., D, tak, Ze ka?dé dvé za sebou
nésledujici oblasti D, a D, ,, maji spoleénou ¢ast 4,. Vkazdéz oblasti
D, je ddna regularni funkece f;(2)

Definice. Nabyvaji-li funkce fi(z) a f.+:(2) pro kazdék =1, 2,
3, ...,n — 1 stejnych hodnot v obla,st1 Ak, na,zyva se fn( z) ana _ytwkym

pokracovamm funkce f1 2) v obla.stl D, ptes fetézec oblastl {D,,}

Obr. 100.

Pro pevnd D, D,, ..., D, a 4,, 4,, ..., 4, je analytické pokradovani
jednoznadné uréeno. Zménime-li jakymkoliv zpisebem élanky v fe-
tézu nebo spoleéné oblasti A, muze dojit i ke zméné a,na.lytlckeho
pokra.covam Muzie se stat, Ze prvni a posledni glen Yetdzce jsou
shodné (viz obr. 101); pak miZe byt analytické pokradovani f,(z)
v oblasti D, které dostaneme prob&hnutim celého fetézce kolem do-
kola, rizné od vychozi funkece f,(z). Objasnime si to na konkretnim
piipadé. Budiz dan krubh |z— 1| < } a oznadme tuto oblast D,.

V D, budiZ déna regulirn{ funkece f,(z) = f %z’ kde L je cesta spoju-
7
1
jici libovolny bod této oblasti s bodem 1. Pak
f1(z) = Inz = Inlz| +iargz,
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pfi ¢emZ argz znaéi hlavni hodnotu argumntu a nabyvdi v horni
poloroviné kladnych a v dolni poloroviné zipornych hodnot. Budiz
dale D, g D} oblasti zobrazené na obr. 102 a budiz D, jejich spoleéna
&ast. Analytickym pokratovénim funkde f,(z) = Inz v oblasti D, resp.
D7 budou

o= [ & s pre = [ %
i 2

L, ? -4
1

kde L, resp. Ly jsou cesty spojujici bod 1 s bodem z, ledicim v D, resp.
v D}. Tyto funkee jsou té% rovny Injz| 4iargz, ale argument pro

Obr. 102.

prvou z nich nabyva jen kladnych hodnot, pro druhou z nich jen
zépornych hodnot. V oblasti D, definuji tyto dvé funkce dvs rozlidna
pokradovéani analytické funkee f,(z) = Inz, nebot je na pf. f,(— 1) =
=i a fy(— 1) =—azi. Z naSeho prikladu vidime, Ze analytické
pokrafovani ‘muze byt zavislé na volbé fetézce oblasti.

N43 piklad ndm dovoluje vyjasnit jeité dalsi pomeéry, o nichZ se
jiz mluvilo. Necht je oblast D tvotena body oblasti D, a D}; pak m4
s oblasti D, spoleéné dvé navzijem nesouvislé dasti 4 a AF (obr. 102).
Analyticks pokradovani funkce f,(z) = Inz z oblasti D, do oblasti D
pres oblast A resp. oblast A¥ se navzéjem lifi. Pro prvé z nich nabyva
argz v Inj2| +iargz hodnot kladnych, pro druhé z nich hodnot zi-
pornych. Sestrojme je§té analytické pokratovani funkee f,(z) z ob-
lasti D; do oblasti D, pomoci Fetdzce D,D,D;D,. Ob& dvé funkce se
budou lisit o konstantni hodnotu 2xi. '

212



Zavedeni pojmu analytického pokradovani ndm dovoluje zformulo-
vat obecny pojem analytické funkce, o kterém bylo jiZ mnohokrit
hovoteno (§§ 25, 30, atd.). BudiZ f,(z) v oblasti D, analytickym po-
kra¢ovanim funkce f,(z) z oblasti D,. Zahrneme-li body oblasti D, a D,
do jedné oblasti D, budeme se divat na funkece f,(z) a f,(z) ]a,ko na
]edlnou funkei v oblasti D, danou rovnicemi

oy 1@ Jeti ¢ Dy
—\/2 je-li zeD,.

“Maji-li oblasti D, a D, jen jednu spoleénou dast, pak funkee f(z)
podle toho, co bylo vyse Fedeno, je jednoznatni a regularni v D.
Maji-li oblasti D, a D, nékolik spoleénych ¢asti, miZe mit analytické
prodlouZeni funkce f,(z) pfes rizné tyto céisti v oblasti D, rtizné
hodnoty. Funkece f(z) se miZe stit mnohdznaénou. V obou’ pfipadech
ji viak budeme nazyvat analytickou. o '

V obecném piipadé analytického prodlouZeni funkee f,(z) z oblasti
D, ptes fetézec oblasti D,, D,, ..., D, do oblasti D, miZeme té% body
v3ech D, zahrnout do jedné oblasti D a povaZovat f,(2) za jedinou
funkei definovanou rovnicemi

@) =filz) pro zeD,, k= 1,_ 2,...,m

Definice. Funkce f(z), kterd je analytickym pokratovénim regu-
larni funkce do oblasti D, se nazyvé analytickow v oblasti D.

Jak jsme jiz fekli, mize byt tato funkce jednoznacni nebo téZ
mnohoznaénd. V prvém piipadé bude reguldrni.

Dile se umluvime uvaZovat i fetézec oblasti D,, D,,..., D, jen
o jednom &lanku D,. To ndm umozni nazyvat kazdou funkei reguldrni
v jisté oblasti analytickou v této oblasti.

" Definice. Budiz ddna v oblasti D jednoznatnd reguldrni funkce
f(z). Sestrojme viechna mozné analytickd pokracovani této funkce
ve vSech moZnych fetézcich v roviné z. Shrneme véechna, takto
ziskana. prodlouzéni v ]e&mou, obecné nekonecne mnohoznaénou

funkcl F(z), budeme ji nazyvat #“plnou analytwkou funket.

Regularni funkce sestrojené jako analytické pokradovéni v riznjch
&astech roviny budeme nazyvat jejimi regularnimi vétvemi.
}
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Viechny funkce o kterych jsme hovofili v kapitole III, byly ana-
Iytické.

Principialné velmi prosty zpisob konstrukce analytické funkce po-
chizi od Weierstrasse. Jako zdklad konstrukce vezmeme potencm

fadu Z ¢.(z — a)* = f(z) s nenulovym polomérem konvergence — t. zv.
n=0

requldrni element analytické funkce.
ProtozZe f(z) je regularni v§ude v kruhu
|z—a|] <7, lze ji v okoli bodu a,,
ktery nalezi do tohoto kruhu, rozvi-
nout v Ta,ylorovu fadu

f1(z).= Z f( d a1 —a)".

Takto konstruovand fada je jisté

. konvergentni v kruhu se stfedem v bodé

Obr. 103. a,, pokud cely tento kruh leii jeité

v kruhu |z —a| < r. MiZe se v3ak stat,

Ze tato fada konverguje i ve vet&um kruhu, a pak definuje analytické

pokragovéani funkee f(z), nebot ve spolecne ¢asti obou kruht (édrkovano

na obr. 103) fl(z) = f(z). Pro body kruhu |z —a|. < 7, leZici v kru-

hu |z —a| < r to plyne okamiZité z konstrukce funkce f,(z) a pro
ostatni z jednoznaénosti rozvoje.

Tuto konstrukei miZeme libovolné opakovat, vybirajice za stiedy
konvergenénich kruznic Taylorovych fad vidy regulirni body pfed-
chazejici funkce (elementu). V zdvéru obdriime dplnou analytickou
funkci obecnd mnohoznadnou. Jednotlivé elementy (t. j. soudty
jednotlivych potenénich fad) budou tvofit jeji reguldrni vétve.

Potenéni fady*) pfedstavujici elementy @plné analytické funkce
konverguji, pokud jejich konvergenéni kruZnice neobsahuji néktery
ze singuldrnich bodt funkce (§ 61). Singuldrni body budou tedy tvofit
hranici oblasti, na kterou je mozno prodlouZit tu kterod funkei (exis-
tencm oblast fumnkce). Ta.to hranice miZe byt tvofena uzavienymi
kr1vka.m1 (t ZV. p'rzrozem hmmce), oblouky knvek nebo téZz jednotli-

vymi bo body

%) Dalsi vyklad md ]en mformatwni popisny charalkter; presnj dukaz
zévéru § .63 je mimo rdmec nasf knihy.
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Pro jednodussi-funkce je jejich existenéni hranice tvofena jednotli-
vymi isolovanymi singuldrnimi body. Singularni body maji jedno-

je v dostatetné malém okoli jednozna¢énd ¢i mnohoznaénd. Tak na
PE. singulérni bod jednoznadény je singularni bod z = 0 funkce w =%
(v bodé z = 0 ma funkce %nespo’jitost). Podrobné se budeme témito

body zabyvat v § 65 a dalsich.
Mnohoznaénym singuldrnim bodem - &astji takové singu]z'u‘hi

”
body nazyvime body rozvétveni — je bod z = 0 funkce |z (derivace

c—ié neexistuje v tomto bodé). Dali piklad poskytuje funkee Lz

v bodé z = 0 (funkce je tam nespojitd). Obecnou diskusi téchto bodu
se nebudeme v nasich tvahich zabyvat. :

Z jednotlivych konvergendnich kruhii elementd analytické funkce
miZeme sestrojit Riemannovu plochu, na niz bude naSe funkce jedno-
znaénd. KdyZz pf pokrafovini elementu néjaké analytické funkce
pomoci jistého Yetdzce konvergenénich kruhti padne novy konver-
genéni kruh na jeden z pfedchazejicich, musime si ho myslet umistény
na drubhém listé Riemannovy plochy, lezicim nad ¢éi pod listem, na
néms lezi predchazejici kruhy fetézce. Obecnou konstrukei listd
Riemannovy plochy analytické funkce se zde nebudeme zabyvat, jen
Stenafi pfipomeneme, aby si zopakoval strukturu Riemannovy plochy

funkei |/z & Lnz, jak byla vyloZena v kap. III.

§ 64. Laurentovy Fady. BudiZ f(z) reguldrni v jistém mezikruzi
K :r < |z—a| < R. Sestrojime jeité mezikruii K': v < |z —a| <
<R a K":7r" <|z—a|] < R" tak, Ze mezikrui{ K’ leZi uvnitt K
a K" uvnitf K’ (obr. 104). Funkee f(z) je reguldrni v uzavieném mezi-
kruzj K’ a mozno ji tedy vyjadfit Cauchyho integralem:

_ Y4 fg)de 1 f(¢) d¢
ﬂz)_2nic T —z _Iﬁc I—z°

(24)
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kde Cp, a C,~ jsou kruZnice tvofici hranici mezikruZi se sttedem v bodé a
(viz § 51). Pfedpoklidejme, Ze bod z leZi v mezikruZi K”. Pak v prvém

4 ihtegré,lﬁ (24) je Z_%Z < % = ¢, < 1 a zlomek v integrandu je
moZno rozloZit v geometrickou fadu '
.11 1 1 z—a. (z—a)?
t—z C',—a'l_z—'a_t—a+ C—af T E=apt
(z—a) /
T =g T

ktera konverguje stejnomérné pro
viechna { na kruZnici C,.. Dosa-
dime do prvého z integrali (24)
a. integrujeme d&len po élenu. Do-
staneme
1 ¢) d¢

?1(2) = om fé(. —

=\ Cr! )
= 6o+ ez —a) + oz —a) +
. + ... F ez —a)* 4 ..., (25)
Obr. 104. ' kde T

_ 1 ffeyas
LI 27-tic ' ¢ __a)n+1’

n=0,12 ... (26)
h Poznamenejme viak, e zde neni moZno v (26) vyjadiit koeficierity
f™(a)

nl
V druhém z integrila (24) je

nebot f(z) neni v bodé z = a regulé,rni;
{—a '

’
— < = =gy <1, a tedy
1 1 1 1 t—a

r

¢, ve tvaru

t—z z—a . t—a  z—a (z—a)

z2—a

\ C—ap _  _ (f—ap

(z—a)®* 7 (z —a)
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geometrickd Fada, kterou jsme obdrZeli, konverguje stejnomérné pro
‘viechna { na kruZnici C,.. Dosadime do druhého z integrild (24),
integrujeme ¢len po élenu a dostaneme

1 [f0d _ g
fz(Z) 2311 C —2z o ¢
N .o (@
- C_q C-y C_p
Tia T e T T e T
kde — S e
Com = ff/(c ) (¢ —ay-1dl, n=1,2,3, (28)
i g' PR e

Zaménime nyni je$té index — » ve vZorcich (27) a (28) indexem =,
probihajicim hodnoty — 1, —2, — 3, ...; a midme koneény vysledek

@

f(z) = f1(2) + fol2) = Z (2 —a) + Z (7——a)-_=
$n=0 =t (29)

; Z Calz —a)™.

Dile je moZno podle (13) § 47 zaménit v (26) a (28) integradni cestu
libovolnou kruZnici, leZici v mezikruzi K’. Pak — po z4méné indexu
— n na n v (28) — je moZno psat (26) a (28) jako jediny vzorec

1 (&) dg _
cﬂ_%%(}pw, n—O,:tl,:l:2,... (30)

ProtoZe je moZno volit polomery r" a R” libovolné blizko polomerum
r a R a podle (30) koeficienty c, nezdvisi na volbs téchto polomeru
plyne z toho hned, Ze rozvoj (29)'plati v celem mezikruzi K.

Definice. Rada (29), jejiz koeflclenty ]sou dany vztahem (30), se
nazyva Laurentovou fadouw funkce f(z) v mezikruzi K. Rady (25)
resp. (27) se nazyvaji normdini resp. hlavni dasti Laurentovy Fady.

Normilni ¢ast Laurentovy fady

@

. fi(z) = D colz —a) (25)

n=0
je obycejnd potenéni Fada. Z konvergence této fady v mezikruzi K
plyne jeji konvergence v celém kruhu |z —a| < B a podle § 61 mii-
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zeme konvergenéni kruZnici rozsifit aZ k nejbliz§imu singulérnimu bodu
funkce. ,
Hlavni ¢ést Laurentovy fady

@ /

hie) = 3 —==2o (27)

no1 (2 —a)®
je pofenéni fada pro proménou Z = ﬁ Podle predpokladu kon-
verguje v.mezi.k_mii% < |Z| < % a podle Abelovy véty konverguje

tedy v kruhu |Z| < -:7, t. j. konverguje pro viechna z vng kruhu

|z — a] < r. Polomér konvergence miizeme zmengovat, pokud nepad:-
ne na hranici konvergencmho kruhu néktery ze singuldrnich bodi
funkee.

Mezikruzi K, ve kterém'konverguje Laurentova fada, je tedy maxi-
malmm mez1kruz1m v kterem je funkece regu.larm ana ka¥dé z obou
jeho hranic leZi aspoii ]eden singularni bod funkce. Pfi tom se miiZe

mezikruzi K rozi¥it a7 na kruh s vyjmutym stfedem, 0 < |z — a| < R,

vIv

po piipadé se miize vné rozsifit aZ na cely vnéjsek kruhu s vyjmutym
bodem z =00 : r < [z —a| <.

Z Abelovy véty jesté plyne, Ze uvnitt kazdého uzavieného mezi-
kruZ{ patiiciho do mezikruzi K konverguje Laurentova fada stejno-
mérng.

Vysledky obsahuje véta:r<

Véta [9]. Kazdou funkei reguldrni v mezikrusi K: r < |2 —a| < R
mdifeme rozvinout v Laurentovy fadu

@

)= 2 eafz—a)y, (29)

- gy ———— e —

kde se koefwzenty Cn vyyadn pomocz (30) mezzkruzz K 9e pfitom mazxi-

rady Iconverguye vé’ude v [z—a] < R a hlmmz dst viude oné kruhu
1z — a] < r. Laurentova fada kom;erguye stejnomérné v kazdém uzavie-
'ném mezzkruzz r <J_— al < < R, jeZ pat#i do K.
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Poznadmka. Z (30) plyne podle véty o odhadu mtegra,lu § 46 pro
koeficienty

1 f(£) d¢
ﬁj(é‘_{z)n+l <

= 27zg"+1 = E
e

Y4

.2 .
M.2m M o511 4.,

Icnl =

kde M je maximum |f(z)| na kruznici C, a ¢ jeji polomér. Neroviosti
|c,,|<f[n—-0:|:1:i:2 (31)

se nazyvaji Cauchyho odhady pro. IcoefzczentgL Laurentovy fady.

Necht je nyni ddna libovolna fada v kladnych a zapornych moeni-
nach (z — a):

@

> ez —a).
k=—m

Podle toho, co bylo d¥ive fééeno, se snadno preswéddéime, Ze ta Cast
fady, ktera obsahuje jen positivni mocniny (z — a), konverguje
v jistém kruhu |z —a| < R a &ist obsahujici jen negativni mocniny
(z — a) konverguje vné jistého kruhu |z — a| > r. Bude-li r < R, pak
naSe fada konverguje stejnomérné v kazdé uzaviené oblasti patiici
do mezikruzi K: 7 < |z—a] < R. Qznadme f(z) jeji soulet, ktery:
podle pravé feteného existuje viude v mezikruzi K a je tam i vSude
regularni (vétaWeierstrassova § 59). Budiz C, kruZnice [z —a| = ¢
lezici v K; v disledku stéjnomérné konvergence fady
na kruZnici C, miZeme integrovat &len po &lenu podél této kruznice.
Podle (31) § 50 bude z integralt na pravé strané rizny od nuly jen

integral pro b —n—1=—1, t. j. k = =n.
Jako vysledek jsme dostali >
" far
. (—C —a,)"“",l = 27'516,,
c?

a tim je dokdzina tato véta:
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‘Véta [10]. Libovolnd fada typu
!
\ : Z Ck(Z. - a’)k:

konvergentni v jistém mezzkruzz r < lz — a,] < R, je v tomto mezzkmzz
Laurentovou mdou funkce definovand jejim soudtem.

Z véty [10] ihned Plyne, Ze jakymkoliv zpisobem ziskany rozvoj
funkece f(z) podle positivnich a negativnich mocnin (z — a) je jejim
Laurentovym rozvojem. o

Piiklad. Funkce °

1
16 = —he—3

je reguldrni v ,,mezikruzich* (I): |z] < 1,
(I1): 1 < |z] < 2, (III): 2 < |z|. NeZ bu-
»deme hledat jeji Laurenttw rozvoj, napi-
geme si ji ve tvaru

1. 1
z2—2 z—1

fz) =

V mezikruzi (I) pro |2| < 1 konverguji
geometrické Fady.

1 1 1 1 z 2%
R P vl §(1+T+T+”')
) . (32)
Py e e S D AN
a fada Laurentova pro funkei f(z) je obyCejnd potendéni fada
1 2 ; ™
foy = —g\1+5+ 7+ "')+(1+z+z2+~..)=
\ -
1 3 1. 3
=—2——|—-4—z.+-§'22+... !

Tento rozvoj je zfejmé spravny, ‘nebot bod z = 0 nent singularnim
bodem.funkce f(z)
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V mezikruzi (II) prvni z fad (32) plati dile, ale druhy z rozvoja je
tfeba nahradit rozvojem

1
z—1

1

1 1 1
=;b+;+§+rl

1
zl_l
z

konvergujicim pro viechna |2] > 1. Odtud je ihned vidét, ze v mezi-
kruzi (II) m4 f(z) rozvoj '

f(z)———(1+ +——+ ) (+ 4= +)

V mezikruzi (III) je tieba nahradit prvou z fad (32) fadou

-1 1

z2—2

1 2 4

w |~

1 —

w | b

konvergentni pro véechna |2] > 2, zatim co'rozvoj pro ~ Z mezi-

—1
kruzi (II) plati i v mezikruzi (III), funkce f(z) ma v mezikruzf III
TOZVOj

1 1 1
f(z)-( + + +. )—(_z_+z_2+§?+'") + + .
/ .

-Objasnime si je3té souvislost mezi Fourierovymi fadami znadmymi
z analysy funkei reilné proménné a fadami Laurentovymi.*) Necht je
funkce f(z) reguldrni v sebemen3im mezikruii 1 —e < |z2] < 1 +e,
vidy tam miZe byt rozvinuta v Laurentovu fadu

!

&y =3 e,

fl==——a

kde |

1
=g § =g [0 oo
tei=1 2

" *) Viz K. Petr: Podet mtegré,lni str. 367 a nésl.,, II vyd., JOMF; Praha,
1931. [Pozn. prelcl IR
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Pro body z = e na jednotkové kruZnici obdrZime

L RO =fey = 3 e T
kde
¢, = ;n F(0) e—1® do. (35)

0

Rada, (34) s koeficienty (35)'ﬁi'edsﬁavuje Fourierovu fadu v komplezxnim
tvaru pro funkeci F(t). To plyne ihned z rovnice

F(t) = 6o + 2. (ca8™ + 0-07™) = §aq -+ 2, (ancosnt + bysinnt), (36)

kde jsme pfi odvozeni posledniho vztahu poloZili ¢, = }a, pouZili
Eulerovy formule a dosadili ¢, +¢_n = @,, ilc,—c_,) = b Pro
koeﬁmenty a, a b, plati podle (35)

an

Gy = 2¢y = -}’fF(@) de, a,=c,+ c-,-:-fF(@) cosn® dOy

0
2n

b, = Somn O _ % f F(O) sinn® d6;
0

@y, Ay, b, jsou tedy koeficienty Fourierovy fady pro funkei F(t). Tim
je tvrzeni dokdzano. Na jednotkové kruZnici je Laurentova fada shodnd
8 Fourierovou fadou funkce F(t) = f (e, kde pro okam#ik povaujeme
Laurem}p_zm _mdu 2a funkei rediného argumentu ¢ (parametru na kruz-
nict). | . N

V analyse re4lné proménné se dokazuje, Ze ve Fourierovu fadu lze
rozvinout kazdou funkci reilné proménné v mtervalu 05t < 2x,
pokud vyhovu]e jistym dosti obecnym predpokladum (t. zv. podm.mky
Dirichletovy). Odtud plyne ze se libovolna komplexni funkce F(f) =
= u(t) +iv(t) dé té% rozvést ve Fourierovu fadu, pokud funkce u a v
vyhovup uvedenym podminkém. Provedeme-li postup opaénym

smérem, dostaneme Kourierovu fadu v komplexnim tvaru (34).
Komplea:m tvar Fougierovy mzy plati tedy vidy, kdyz plati pmslu§ny
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tvar redlny. Obecné nemusi existovat reguldrni funkce f(z) na kruZnici

|z] =1 tak, Ze f(e") = F(t). V tom p¥ipad® ¥ada - Z cn2", kde
-2 fe—

F(O) e—in® do,

On = 27:

o

diverguje pro viechna [z| + 1.

§ 65. Isolované singuldrni body. Definice. Budiz f(z) reguldrni
v ,mezikruzi“ 0 < |z —a| < R. V bodé z = a neni ]‘( z) regularni.
Bod a pak nazyvime zsolova,nym smgularmm bodem funkee f(z).

Z Gvah pedeslého paragrafu plyne, Ze v ,,mezﬂn'qz'“ 0<|z—a| <
< R, plimykajicim se k isolovanému bodu, muze byt funkce f(z)
rozvmuta, v Laurentovu fadu (29) Ptitom je mozno rozsifit polomér
R aZz do ne]bhiéiho smgularmho bodu. Normélni &ist Laurentovy
tady konverguje viude ¥ |z—a| <R a hlavm  %4st véude kroms
bodu z = a.

~Ze vzorce (30) pro koeficienty Laurentovy fady pro n=—1

dostaneme *

61 = 5 ﬁf ©dL, 37

kde C, je kruZnice |z —a,| =pap hbovolné ¢islo 0 << o < R.

Porovnénim s definici residua v § 48 dostaneme ihned dulezitou
vétu: .

Véta [11]. Residuum funkce f(z) v isolovaném smgulamzm bodé a
je rovno koeficientu pri (z—a)-Y v Laurentovd rozvoji funkce /(z)
v okols bodu a. W j

Pouziti této véty bude vénovana celd dalsi kapitola.

Rozlifujeme tii druhy isolovanych singulirnich bodi podle chovani
funkee v jejich okoli. '

Definice. Isolovany singulérni bod se nazyvé

a) odstranitelngm singuldrnim bodem, jestlize existuje konedni
limita

lHm f( z) = A %= 0,

z—»a
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b) pélem (hepodstatnd singulérnim bodem), je-li
lim f(z) = o0

20

c) podstatné singuldrnim bodem jestlize lim f(z) neexistuje.
’

Z—a

Déle si probereme podrobné vsech.}xy t¥i piipady.

'§ 66. Odstranitelné singularni body. Z definice plyne (jelikoZ limita
je koneéna) Ze funkee f(z) je v okoli bodu z = a ohrani¢end. Budiz
|f(z)] £ M; pak v Cauchyho nerovnosti pro koeficienty Laurentovy
fady

M
‘cnl < ? = -MQ—" (31)

muZeme zvolit &islo p tak malé, Ze pro viechny koeficienty se zApornym
indexem platic, = 0 (nebof pron <0 g-"— 0pro g—0). V Laurentové
rozvoji zbudou tedy jen ¢leny s positivnimi mocninami z -— a-a rozvoj
v okoli bodu z = a bude obsahovat jen normalni-éast:

f2) = ¢y +z—a) +cyz—a) +... +c.(z—a)* +...- (38)

Naopak ma-li funkce f(z) v okoli isolovaného singulirniho bodu
Laurenttiv rozvoj typu (38), existuje lim f(z) = ¢, + c0 a singuldrni

z—a

bod je odstramte]ny Tim jsme dokazah

Véta [12]. N utna a postatujict podmmka, pro to, dby bod z = a byl
odstranitelngm smgulamzm bodem funkce f(z) je, aby Laurentiv rozvoj
funkce f(z) obsahoval jen mormdlni édst:

fz) = oo + sz —a) + ez —aP +... +ealz—a) +

Poznidmka 1. -JestliZe rozvoj (38)/plati i v bodd z=a, t. j.
f(a) = ¢,, je f(z) regularni v kruhu |2 — a| < R a fada je shodna s po-
tendni fadou. Jestlize je bod z = a podle pfedpokladu singulirnim
bodem funkce f(z), kterd v ném neni reguldrni, pak v ném bud neni
f(z) definovana, nebo f(a) + ¢,. Tuto singularitu muZeme odstranit,
polotime-li definitoricky f(a) = ¢,. Odtud byl také odvozen néizev
odstranitelny singularni bod. )

Poznamka 2. Je-li bod z = a odstranitelnym smgularmm bodem
funkee f(z), je funkce f(z) v jeho okoli ohranitena. Toto tvrzeni plati
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i naopak: Je-li funkce f(z) ohranilend v okoli nékterého svého isolovaného

singuldrniho bodu, je tento bod odstranitelngm singuldrnim bodem.

Priklad. Funkce
sinz

fz) =

neni definovana pro z = 0. Proz + 0jilze rogvést v fadu

3 b

\ 2 2
) z2—— 4+ = —

sinz 3! + 5!

— .
= R TR

z z

Bod 2z = Olje zfejmé odstranitelnym singulirnfm bodem funkce

fz) = % Z rozvoje plyne

. sing : o
lim = 1. v N7

\ z—0 %

J
Doplnime-li definici nasi funkece pro bod z = 0 ta,kto f(0) = 1, bude
nade funkce regularni i v bodé z = 0.

Viimnéme si je$td toho, Ze podle v8ty 11 § 65 je residuum na$t funkce
v bodé 2 = 0 rovno nuyle. -

§ 67. Pély. Z definice plyne, %e lze vidy najit takové okoli 0 <
< |z—a| < R bodu z = a, v kterém je funkce f(z) rizni od nuly
(nebot podle § 12 je vidy |f(z)] > M at si zvolime jakkoliv velké
M> 0,

V takto konstruovaném okoli je’ funkece g(z) = ﬁlz_)’ jejiZz jmeno-
vatel je podle uvedeného pfedpokladu od nuly rizny, regulirni. Je
zfejmé lim g(z) = 0 a tedy g(z) ma v bodé z = a odstranitelnou singu-

laritu. PoloZime g(a) = 0 a funkee g(z) bude regulérni v kruhu |z —a <
<Rabodz=a bude jejim nulovym bodem, Naopak bude-li bod
z=a nulovym bodem funkee g(z) == 0, kterd je regularni v tomto
bodé, pak (podle existenéni véty § 62) v jistém okoli 0 < |z—a| < R

bodu a bude funkce g(z) ruzna od nuly. V tomto okoli bude funkce

() =Rz—)

jsme dokazali vétu:

, pro kterou bude bod z = a ziejmé pélem, regulédrni. Tim

Komplexni proménnd—15 295



' Véta [13]. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby funkce [(z)
requldrni v fistém okoli bodu a: 0 < |z—a| <'R méla v tomto bod¥
svitj pdl, je, aby funkce
‘ 1
g(z) = ol

méla v bod¢ z = a svu7 nulovy bod. Pfitom prfedpokldddme, Ze g(a)

= lim 9(z) =0, a pro dukaz opatnym smérem g(z) == 0 a g(z) je regu-
z—Q

ldrng v. jistém okoli bodu z = a. (
Definice. Réd nuloyého bodu z = a funkee g(z) = 1) se nazyva
rddem pélu 2z = a funkce t(z!
BudiZ z = a pélem radu m funkce f(z). Podle véty [13] a vysledku § 62
g(z) = m =Cp(z —a)™ -~}— Cnii(z —a)™tl 4 . = (2 —a)™ ¢(2),

kde funkce @(2), p(@) = c, + 0, je regularni v okoli bodu z = a.
Odtud pro jisté okoli bodu z = a plati

_ 1 1 1 . e
f(Z) - (Z __a)m Q(Z) - (Z _a)m {bo + bl(z a’) + bz(z a) + "'})
nebof funkece q)le) je regulirni v bod® z = a, a miZeme ji tedy
rozvést v Taylorovu i'a,du (bg = 1 _1 # 0). Zménime-li ozna-
#@) v Cm

denf koeficientd a zavedeme-li vhodné pojmenovéini, d& se posledhi
rovnost prépsat ve tvaru

fle) = =2 + LTS

—a)™ " (z—a)""

kde ¢_pn = b, + 0. Hlavni 9_@51} _Ii@_urentova rozvoje v okoli pélu mé
tedy jen konedny pofet &lend. Naopak, mé-li hlavni éast Laurentova
rozvoje v okoli jistého isolovaného singularniho bodu jen koneény
p'd(*:'e't-élenﬁ, je tento bod jejim pdlem. Dikaz: Nechf md fada tvar
(39); znasobime celou rovnici (z — a)™ a dostaneme

P2) = 1(2) (r— )™ = c_m +C_msrle—0) +C misle—a) +...
Funkce ¢(z) je regularni, nebot podle definice ¢(2) = c_, v bod¥

Az —a)r, (39)
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z = a. BudiZ m index posledniho ¢lenu v hlavni &isti Laurentova
rozvoje (39); pak jec_, + 0 a

lim f(z) = lim Z(z;)m = w,

L gm L
fe) plz)
=(z—)a™b_n. + b_m+1(z —a)+ ...}, kde b_,, = El_ #* 0, fad pélu

je pravé m. Tim jsme dokazali vétu [14].

t. j. z = a je ‘pélem funkce f(z), Protoze

Véta [14] Podminka nutnd a postalujici pro to, aby bod z = a byl
pélem funkce 1(z) de, aby hlavni Cdst Laurentova roz'voye funkce f(2)
v okoli bodu z = a obsahovala 7e'n, konecni’

- Index posledniho lenu hlavni édsti (podle predpokla,du ruzny od nuly)
uddvd Fid pélu z = a. i

Vety [1 3] a [14] slouzi ]ako knterla k identifikaci péla. )

_ (— ) (z — 2)
=@ F Doy
mé tii poly: z,,, = :‘l: i prvého fddu a z; = — 3 druhého Fddu (tyto

/())

Objasnéme si zde je$té hydromechanicky viyznam pélu. Komplexni
potencial pole s virem intensity I" a ziidlem vydatnosti ¢, kde oba
jsou v bodé z = a (viFfivé zfidlo), se rovna

D(z) = Q —2;il’ ILn(z —a)

body jsou nulovyml body téchZe ¥ada pro funkei

(viz pF. 2 a 3 § 39 a t&3 p¥. 4 Glohy ke kap. IV)! ViFivé z#dlo ,,inten-
sity* @ — iI' =g ma tedy komplexni potencidl P(z) ='% In(z — a),
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ktery mé v bodé z = @ bod rozvétveni. M&me nyni pole se dvéma

vifivymi zfidly intensit ¢’ %2 aqg =— %2 v bodech z, = a —h
a 2, = a. Pole, které obdrZime jako limitni pifpad tohoto pole, p¥i-
blizuji-li se obé ziidla navzijem, nazyviame polem d@pélu MOMENLU Py.

Jeho komplexni potenciil je

B,(z) = lim{ P2 1n(z—a+ ) — nh Ln(z — a)}

h—0 27h
_Pepn Ln(z—a+h)—Ln(z—a)_£§ 1
27:;._,0 h . 2nz—a’

kde jsme pfi odvozeni limity pouZili definice derivace. Komplexni
potencidl ma ziejmé v bodé z = a pbél prvého Fidu. Tento limitni
postup mfizeme opakovat pro pole dvou dipéli s nekoneénymi mo-

menty p, = %a Pa = —% v bodech 2z, =a —% a 2z, =a, t. zv.
pole dipblu. Jeho komplexni potencidl bude
1 Ds 1 .
®4(2) _1,.13% {27: z—a-+h 27k z‘—a} -
p4h 1 P 1 .=_&;
27t;._,oh z+h—a z2—a 27 (z —a)?

a budeme mit v bodé z = a pbl druhého fddu. Indukei snadno odvo-
dime, %e obecné multipél nisobnosti 2m jako limitni p¥ipad splynuti
dvou multipolt nésobnosti 2(m — 1) s nekoneénymi momenty bude
mit komplexni potencial

o me1 pzm(m _— 1)! 1
¢21’1(z) - ( 1) 27Z . (Z _Ta/)m )
ktery bude mit v bods z = d pél Fddu m.

Naopak kaZdy pdl fddu m funkce f(2) v bod€ z = a maZeme povaZovat
za_souhrn multipélé, v bodé z = a, jejichZ na,sobnost neprevy$uje 2m
a 7e;nchz momenty jsou rovny koeﬂczentum v hlawni &dsti Laurentova

rozvoje funkce f(2) v okolt bodu z = a.

V zivéru odvodime vzorce _p_rg @oéét residui v pélech funkce
{(2). Z rozvoje (39) plyne

228



(z—a)"f(z) =c_pm +C_mii(z—a) +... +c_4(z—a)" ' +
+co(z —a)™ + ...
Abychom uréili koeficient c_, budeme (m — 1)-krat derivovat; do-
staneme
dm-1
g [(z—a)™fz)} =(m — ) c—y + m(m —1)...2¢(z —a) + ...

a budeme limitovat pro z— a (piHmé dosazeni neni moZné v levé
éasti, nebof f(a) = o). Hledany vzorec md tvar

ﬂc_i -~ i o ! 1;51 ;i 1'11 [z — @)™ f(a)] (40
(41)

BudiZ f(z) definovina v okoli bodu z = a jako podil dvou tegulirnich
funkei '

_ote)
SO =y

pFi Sem3 p(a) + 0, p(a) = 0, '(a) + 0. Z prededlého je vidst, e funkee
f(z) ma v bodé z = a pébl prvého Fidu. V tomto pnpade viak miZeme
napsat vzorec (41) ve tvaru

o(2) . 1 -\p(a)

“'1=13-’fl(z_“’ o) 7 Se = T V@

e e 2 — @ -

| (42)

(kde jsme pouii]i véty o limitich a toho, Ze y'(a) 3+ 0). Vzorec (42)
]e velmi vyhodny pro stanoveni residui v pélech prvého ra,du

5 nkla,d \Funkce

1) =

smz2

mé p6l druhého ¥adu v bodé z ="0 a pély prvého fadu v bodech
2z, = + VE, F'=+1, 4 2,... (nebot g(z) = sinz® a tedy g(z) = 0,
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g9'(z) = 22, cosz; + 0 pro k + 0 a ¢'(0) =0, g"(0) + 0). Residua
v bodech 2, k + 0 najdeme snadno podle (42),

1- 1 (— 1)

c(k) = = =
g (zx) 2z, cosz? 2z,

b

a residuum v bodé z = 0 podle (40):

d 2 2z sinz2? — 223 cosz?

o _ _ ; —

-1 lgl.,o dz {smz2} 933 sin2z?
\ »
22(22——-{- )—27}’(1———}—...)
! 27
= lim 2! = 11m’3 + - =0.
£2—0 (22 _~ + ) * z—0 Z +

Posledni vysledek plyne téz z toho, Ze f(z) pro 0 < |z| < VE je regu-
larni funkei argumentu 22 a proto jeji Laurentiv rozvoj mé jen sudé

mocniny. .

§ 68. Podstatné singuldrni body. Blizime-li se k podstatné singular-
nimu bodu funkce, neexistuje ani konedénd, ani nekoneénd limita
lim f(z). Z toho plyne, Ze existuji aspoii dvé bodové posloupnosti

Z—)G

majici za limitu bod z = a takové, Ze posloupnosti ptstusnych funk-
¢nich hodnot f(z;) resp. f(z,) maji rézné limity. Plati vdta Weier-
strassova:

Véta [14]. Je-li bod z = a podstainé singuldrnim bodem_ funkee f(z),
lze ke kazdému libovolnému komplexnimu &islu A najit takovou bodovou
posloupnost {z,} konvergujici k bodu z = a, Ze plati

Vétu dokéZeme nejprve pro A = co. Funkee f(z) nemiZe byt ohra-
nidena v Zddném okoli bodu a, nebot pak by byl bod a podle poznimky
2§ 66 odstramtelnym singuldrnim bodem. To znamend, %e se pro

libovolné = na]de yZdy v okoli 0 < |z — g < bod 24, pro ktery
|f(z4)] > n. Pak zfejmé limz, =a a lim f(z,) = o© a véta pro 4 = o

je dokazana.
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Budiz nynf 4 + . Pak bud v ka#dém okolf 0 < |z — a] < % loif

bod z,, pro ngjz f(z,) = 4, nebo existuje okoli 0 < |z —a| < -l—t,-,

v kterém f(z) + A.V prvém piipadé véta zi"ejmé plati, nebot posloup-
nost bodt z, je pravé hledani posloupnost. V druhém p¥padé je

funk
unkce 1

W)= —4
v okoli 0 < |z —a| < %regulé,rni. Bod z = a je isolovanym sfngu-
larnfm bodem této funkce. Muize byt jen podstatné singulirni, nebof
v opaéném pifpadé by existovala koneénd nebo nekoneénd limita
v bodé z = a funkce ¢(z), a tim.i koneéni nebo nekoneénd limita
funkce f(z): lim f(z) = lim (A + ?(lz—)
dasti pak existuje posloupnost bodu z, konvergujicf k bodu z = a tak,
ze lim g(z,) = co. Pro tuto bodovou posloupnost je zfejmé lim f(z,) =
n—a

= A + lim o é. y =.4 a véta je ﬁplné dokézéna.

). Podle pravé dokézané prvni

Poznamka. Podobné vlastnosti m4 redlns funkce y = sin é vokolf

bodu # = 0. Tak na p¥. pro bodovou posloupnost z, = 1 — 0 ma

4mh
limsin ! _ limsinaz = 0 a pro posloupnost z, = 2 =5 0
PR, zn_n—nz: - P P P "_(477/—'—1)75 4

T | N " c oy
jelimsin— = limsin(4n + 1) 3z = 1. Zménou posloupnosti mizeme
a—+wo Zy n—>w :

zménit 1 hodnotu limity, pro posloupnosti z, - 0 miZeme pi"edepsat
limit¢ A4 viechny mo#né hodnoty intervalu —1 < 4 < 1. Podle
Weierstrassovy véty muZe funkce komplexni proménné f(z) = sin%
pro z, — 0 nabyvat viech moZnych limitnich hodnot.

Funkee, jejichz hlavni &4st Laurentova rozvoje v bodé z = a ma
jen koneény poéet ¢lenii, maji podle vét [14] a [12] v tomto bodé ne-
podstatnou singularitu; plati proto zfejmé véta [16].
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Véta [16]. Nuind a postalujici podminka, aby funkce f(z) méla

v bodé z2=a podstatnou singularitu, je,, aby hlavni Cdst jejiho
Laurentova rozvoje v okoli bodu z = a, méla nekonelny pocei Clents
s c_,, v .
e T Z calz — @)™, (43)
Poznamenejme jeSté, Ze pro urceni resudua. fun.kce v podstatné
singuldrnim bod& byvéa obytejné nutné stanovit pfimo koeficient c-,
v rozvoji (43). '

—PHETEE T \Funkee

L
f(2) = e*
md v bodé z-= 0 podstatnou singula,ritu nebot uz pro realnd z ==z
1 1 .
neexistuje limita lim e* (hmez = o0, lime* = 0) Laurentav rozvoj

z—0 204 £8—0—

v okoli bodu z = 0 m4 tvar

1

1 1
S Ry ~+

2! 22 + 3! 23

+ ...

'7 i
(stad®i v rozvoji (17) § 51 dosadlt — misto z). Odtud

/

g - resf(0) = 1.

"I Pfklad 2| Funkee
T af 1
f(z) = ef('_?)
kde z=a je komplexni konsta,nta, ma v bodé z = 0 téZ podstat-

nou singularitu. Mame
!

5 21 a 1{a\®, la,aa 1{a\*, -
](z)—e .e % 1+§Z—|—2—'§Z2+§‘§'Z+Z'§-Z‘+. X

al 1 (a\*1 1{a\®1 1 fa\*1 .
-X{l—?;+27(§);—§z(§)z—a+a(§)?—---’
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S . . o 1
z &ehoZ uréime koeficient pfi >
/

a 1 {a\® 1 [a\® 1 [(aY
feSf(°)=—§+a('z‘) —21—37(5) +m(§) =

. @ (_ l)" (a)Zn+1*
s AWmroie 7

§ 69. Rozvoj funkce v okoli nekonecn& vzdileného bodu. Budiz
funkce f(z) reguldrni v jistém okoli nekoneéné vzdileného bodu.
Zékladni definice § 65 ztstdvaji beze zmény, nebof pojem limity je
formulovén stejné pro z — oo jako pro z— a + . Nicméné se kri-
teria pro klasifikaci singularnich bodt (véty [12], [14] a [16]) zméni, jak
uvidime v néasledujicich tvahach.

Dosadime z = % a
o) = f (%) — F(z),

kde funkce F(Z) je regularni v jistém okolf 0 < |Z| < % bodu Z = 0.

Charakter singularit funkce f(z) v bodé z = o a funkce F(Z) v bodé
Z = 0 je tentyz (nebof lim f(2) =Zlim F(Z)). V ptipadé odstranitelné
L—>m —.0 T T

singularity mame tedy
f2) = F(Z) =co+ 1% + 022 + ... = ¢o + % + % 1 o... (45)

V pitpads pélu fddu m__

— _ _c’—_'m cI—’m+1 _c’—_l S o =
f(Z) - F(Z) - Zm + Zm—l + + Z _{_ﬂzocnzn
= m2™ + Cp-12™ 1 + .+ 02 +‘E On (46)

n=0 zﬂ'

*) Viz R. O. Kuzmin: Besselevy funkeii, ONTI, 1935, str. 40. [Nebo Relton:
Applied Bessel Functions, London, 1946. Tabulky Besselovych funkei najde
dtenét v jiz citovaném dile.E. Jahnke-F. Emde na str. 90—174 ném. vyd. a str.
224 —368 rus. vyd. Pozn. pfekl.] :
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(kde ¢, = c_,) a konedn& v p_pade podstatné singularity
fz) = F(Z) = Z o+ Zc Zr = o+ Z

n=l
(kde ¢, = ¢__,).

Vidime, Ze v Laurentové rozvoji v okoli nekoneéné vzddleného bodu
(45), (46) a (47) hmye rolz hlavni édsti souhrn vdech Elent. s positivnimi
mocniteli a t':'le'ny s negatwmmz mocnitels hraji roli normdint cdsti.

Poznamka 1. Mé-li funkce f(z) v’ bodé z = oo odstranitelnou

singularitu, klademe obycejné definitoricky l(oo) = hm Lf(z) a funkce
f(z) je regulirni v nekonedénu. e

c-..

(47)

Poznidmka 2. Liouvilleové vété § 53 miuZeme nyni dit trochu
jinou formulaci: Je-li funkce f(z) reguldrni v uzavfené'roviné, je iden-
ticky rovna konstanté.

Dikaz. Protoze f(z) jeregularni v bodé z = o0, je v jeho okolf ohrani-
dend. BudiZ |f(z)] < M, pro |z] > R .S druhé strany, protoZe je regu-
lirni v uzavieném kruhu |z| < R, je tam ohranitend (§ 13). BudiZ
1)) < M, pro || £ R. Oznadime M .vétsi z &sel M,, M, Pak
|/(z)] < M pro viechna z a podle véty Liouvilleovy je identicky rovna
konstants,

/

Piiklad 1. Raciondlni funkce lomena

flz) = 2" + @@ 4 ...+ aq

T bpz™ + bpogz™ 4 L by
kde a, + 0 a b,, + 0 je reguldrni v bodé z = co pro n < m (pFesnéji:
mé tam nulovy bod f4du m — n pro # < m) a mé v bodé z = oo pdl
fadu n —m, je-li m 3% n. O tom se snadno pfesvédéime, poloifme-l

z = Zla zkoumdme-li funkeci F(Z) = f (Zl) Specidlné pro m = 0

dostaneme mnohoélen n-tého stupné '
f(z) = ayzn —]—a,,-g”'-l + ... +a,
kde a, + 0, ktery mé v nekoneénu pél fidu n.
Piriklad 2. Znimé rozvoje pro funkce ef, cosz, sinz; sinhz, coshz

(§ 62) v okoli bodu z = 0 muZeme povaZovat za Laurentovy rozvoje
v okoli bodu z = . JelikoZ viechny tyto rozvoje maji nekoneéns

f
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mnoho ¢lenti s positivnimi exponenty, maji v3echny tyto funkce
v bodd z = co podstatnou smgula.ntu

Naproti tomu je funkce e' regularni v bodé z = o0, neboﬁ jeji
Laurentiiv rozvoj v okoli bodu z = oo (viz pf. 1 pfedchoziho paragra-
fu) nem4 Z4dné Eleny s positivnimi exponenty.

Piiklad 3. Funkee f(z) = si_111z mé v bodé z = o neisolovany

singularn{ bod, nebot pély z, = kn této funkce jsou nakupeny v ne-,

koneénu (lim z, = o). .
k—+w .

V zivéru uvedeme jeité poznimku o residuu funkce v nekoneéné
vzdéleném bodé.

 Definice. BudiZ f(z) regularni v jistém okoli bodu z = co. Residuem
této funkce v bodé z = c0 budeme pak nazyvat integral

resf(e0) = 51 o ds (48)

kde C* je kruZnice |z| = o, o > R, probéhnutd v zdporném smyslu
(tak, abylbod z = co zlstal vlevo). Integrdl (48) je zfejmé nezavisly
na g pro g>R (§ 47).

Z definice plyne dalsi véta:

Véta [17]. Md-li funkce f(z) v 4plné komplexni rovme konecny polet
singuldrnich bods, je soucet jejich residui roven mule.

Dikaz. Necht z,, 2y, 2y, ..., 2, jsou koneéné singuldrni body leZici
v kruZnici €. Pak podle Cauchyho residuové véty (§ 48) mame

Sl 1

0=5- §f(z) dz + o— jgf(z) dz = (49)
¢ c-1
= resf(z,) + resf(z,) -+ -.. -+ resf(z,) + resf(co).

Na konec jesté jedna poznamka.

Véta [18]. Residuum funkece f(z) v bodé 2 = co je rovno koeﬁcientﬁ
pfi 2-! v Laurentové rozvoji v okoli bodu z = o s opacnym znamén-
kem. . \
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Dukaz. BudiZ f(z) reguldrni pro R < |z| < co. Pak jeji Laurentova
fada konverguje stejnomé&rné na kruZnici |z| = ¢ pro ¢ > R (v roz-
voji je jen koneény pocet c, + 0, viz § 64). Integrujeme podél C
v klad.nerq smyslu obéhu élen po ¢élenu:

resf(oo) ——ﬁfff( _—ﬁn——-m § ndz,

ale na pravé strané bude podle § 50 rizny od nuly jen integral
ot
c

resf(0) = —c_,. (50)
Tim je véta dokdzina. ‘ \

Koneéné dostavame

. Poznémka. Podobnost této vty s vétou [11] § 65 je jen vnsjs;
mezi obéma je podstatny rozdil. Spoéiva v tom, Ze zde clgg'_c ,-nalezi

do no;'ma,lm a nikoliv hlavni ¢asti Laurentova rozvoje a resf(oo)
mae byt rizné od nuly @ tehdy, je-li f(z) requldrni v bod€ z = o

fiklad. Méjme

216 dz

I= 5{;4(;:2 + 1R (2 + 2)3

lz|=

Vypocet residui v koneénych singuldrnich bodech je znaéné obtiZny;
proto pouZijeme (48) a mame .

I = —resf(c0) . 2ni.
V bods z = 0 mé f(z) nulovy bod fidu n = 1. Normélni éast jeho
rozvoje bude tedy zadinat élenem —l— Tedy c_, = —resf(o) =1 a
I=—

§ 70. Zukovského véta o vztlaku. Vratme se k tloze o tplném
obtékani, probirané jiz v § 44. Budeme hledat komplexni potenciél
proudéni kolem uzavieného konetného profilu C s danou hodnotou
cirkulace I" a s danou rychlosti proudéni v nekoneénu V.. Jako
fefeni této tlohy jsme naSli (vzorec 74)

236



= " Vo B2 r
w=P(2) = Vyog(z) + 92 + o

kde { = g(z) je funkce zprostfedkujici konformni zobrazeni vnéjéku
profilu C na vnéjSek kruhu || < R s okrajovymi podminkami

Ln g(z), (51)

g(0) = 0, g'(0) =1,
ale nedokdzali jsme jednozna&nost tohoto ¥eeni.

Budeme zkoumat jednoznaénost Fedeni tlohy o ﬁp]ném obtékani.
Necht je z poéatku profil C kruZnici |¢| = B v roving {. Redeni tlohy
je pak dédno vzorcem
Vo R? r
¢ T
Budif w = @,({) druhé Féenf této tlohy. Derivace @)(¢) definuje
vektor rychlosti pole (V = @.(¢) viz § 39) a je tedy jednoznaéni a
reguldrni pro R < [{| < o. Pro { - o konverguje ¢,;({) podle pred-
pokladu ke konedné veliging V. M4 tedy v bodé £ = oo odstranitelnou
singularitu a jejf Laurentiv rozvoj v okoli bodu { = o bude mift tvar

w=g(t) =Vl + Lnt. (52)

, = C—y , Coy . C—yg

P(l) = Vo + z + I + 3
Podle véty [9] tento rozvoj plati pro viechna |{| > R, nebot ¢,({) je
pro tato { regularni. Cirkulace rychlosti proudéni definovaného funkei
w = @,(¢) mé byt podle pfedpokladu podél kruznice |{| = R rovna I’
a tok touto konturou se md zfejmé rovnat nule, Pak podle (22) § 48
(kde polozime @ = 0) je '

T = $i(t) 4 = 2mic_,,
C.

+ ... (53)

kde C* jé"h'bovolnai k¥ivka, leZief vné nasf kruZnice. Odtud snadno

vypodteme ¢_, = 2—5_:1 . Integrujeme-li (53) a vypustime-li nepodstat-

nou adiéni konstantu, dostaneme
#(6) = Val + - Lng — %52 — %2 (54)
1 ® 27i
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Podle det"iﬁice obtékéni na kruZnici || = R musi byt Im¢,() =
= const, odkud, poloZime-li { = Re'' = R cost +iRsin?, ¢, = og +-
+ipy, Vo = V. +1iV,, dostaneme .

RV, sint — RV, cost — 2£ InR + p—, cost — x_, sint n
L 43 R
+ B-s 0082t2;2 o3 sin2¢ + ... — const
&ili
+ B-s — RV, cost + RV, — =2 sint +
. R u T R ' \
ﬂ 2 c0s2t,— ——28in2t + ... = 0, .

2R2 2R2

kde 4 je bliZe neurdena konstanta. Protoze posledni vztah pla.ti pro
viechna ¢ 1dentlcky, jsou vSechny jeho koeficienty nalevo rovny nule
a jer*)
_ 13— -3
4=0, "B RV =0, RV 573
ﬂ-—k=0‘—k—-0 (k>3)

=0’

Odtud .
g =0-y +if~, = RV, +iRW, = RV,

Cop = K= +iﬂk= 0 (kz3)

a rozvoj (54) je shodny s (52). Tedy ¢,({) = ¢({) a pro specidlnf
pfipad vnéjsku kruhu |{| > R je jednoznaénost feSeni dokdzéna.

Obritime se nyni k obecnému p¥ipadu libovolného profilu C. Budiz

w = @,(z) Feleni nali tlohy. Budiz z = A() funkce inversni k funkei

¢ = g(z), zprostfedkujici konformni zobrazeni vnéjsku kruznice || >
> R na vnéjSek profilu C za poéateénich podminek

o) = — L

_h) =, K@) = 5

~.

= 1.

~—

*) Posled.ni vztah predstavuje rozvoj funkce identicky rovné nule ve Fou-
rierovu, fadu. Z jednoznalnosti takového rozvoje viak plyne, Ze viechny jeho
koeflclenty musi byt rovny nule.
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Jak je poznamendno v pozndmce pod ¢arou na str, 149, jsou funkce
g(z) a tedy i h({) jednoznaéné urceny Sestrojime dale fu.nkc1

' (AL )] = ¢1(0),
kterd je analytickd pro R < |§ | < oo a kterd tedy miZe byt povazo-
véna za komplexni potencidl jistého rovinného proudéni v roviné ¢.
Na kruznici |[{] = R je »
Im ¢,({) = Im @,(z) = const, '

nebot body kruZnice se pfi zobrazeni z = h({) zobrazi na body profilu
C a ®(z) podle predpokladu Fesi obtékani profilu C. Timto zpisobem
w = @,(¢) Fedi obtékéni kruznice |{| = R. Cirkulace rychlosti proudéni
je

Iy = §9i(0) 4L = $SBRI H() AL = $0](2) dz,
ct c c*

kde Cf je libovolna uzaviend kfivka vné kruZnice || = R v roving
¢.a C* jeji obraz pii zobrazeni z = k(). Tento obraz je zfejmé uzavieny
a lezi vné profilu C. Podle predpokladu se integral napravo a tedy
i Iy rovnd I'. Kromé toho rychlost proudéni v nekoneénu je

¢1(0) = @y(0) ' (0) = V.

Funkce w = ¢,(z) tedy Test obtékani kruZnice |C| R a podle toho,
co bylo vy%e dokizano, je shodné s funkei w = @(z) z (52). Potom
viak @,(z) = @(£) = @[g(2)] je totoini s funkei D(z) z (51) a véta je
dokdazina.

Zbyva stanovit velikost vztlaku P na obtékaném profilu C. Podle
Caplyginova vzorce (25) § 48 se velikost komplexné sdruZené velidiny
vztlaku P rovna

P2 wpra, \
Cc*

kde C* je libovolnd uzaviena kiivka vné profilu C. Prepideme si tuto
formuli pomoci residua funkee [P'(z)]* v bodé 2 = 0.

Derivace komplexniho potencidlu Gplného obtékani je reguldrni
vné profilu C a v okoli bodu z = o0 m4 Laurentiv rozvoj

0—2

O =Vo+ 2+ St ..
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(To bylo dokéazino na poéitku paragrafu pro specidlni p¥ipad kruZnice,
ale dilkaz se provede stejnyin zplisobem i pro obecny piipad.) Uvazme
déle, Ze cirkulace rychlosti proudéni je

 I'= $&'(2) dz = c_,2xi,

odkud c_; = ZLm A dale

’ ~_ F C—2 2_
N A T
_yr . Tel T N
TEIZ z

kde ¢’_,, ... jsou bliZe neurdené konstanty, a residuum funkce [P’'(z)}?

v bodé z = o je. . Tedy koneéné

P = e 271 Vm.P = igI’VQ.
7i

Prejdeme-li ke komplexné sdrufenym veli¢inim, dostavame hledany
vysledek
P=—iplV,, (55)

ktery je obsahem véty Zukovského:

Velikost vztlaku na obtékaném profilu je rovna soutinu cirkulace,
hustoty a rychlosti v nekoneénu a smér vztlaku je kolmy na vektor rych-
losti v nekoneénu (pro I' > 0 ve sméru hodinovych ruditek, pro I' < 0
proti sméru hodinovych rucicek).

Bude-li mit profil C ostrou hranu,.bude na brané podle Ca.plygma.
bod sjednoceni proudéni vySinuto a podle (73) § 41

I' = 47w, R sin(p, — 0), (56)
kde v, = |V,|, @ = argV, a ¢, je argument, obrazu bodu sjednocenf
proudéni pfi zobrazeni { = g(z) vnéjsku profilu C na vnéjsek kruznice
[¢] > R s okrajovymi podminkami g(co) = 00, g'(c0) = 1. Vzoree pro
absolutni velikost vztlaku ma pak tvar

P — |P| = dmpBol.Jsin(po — O)]. (57)
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Pi{klad. Obtékdni rovinné destitky, kterd mé v roviné (z) stopu
—a < 2 < a na ose z (obr. 106). Funkce {; = Tzz_ zobraz{ tuto dsefku

- 2 ___ 2 .
na jednotkovou, £, = {; V{f —1 = _z—l—_l/:_a ]1 zobrazi na

vnéjsek jednotkového kruhu .(§ 26). Derivace posledn{ funkee v bodé
z = o je ' '

dg, _ 1 2
“F(IW =)

Za funkei { = g(2) tedy volime

'dz

2 __ g2
g : g(z) = %Cz ZZ—FV#;

N/

Obr. 106.

polomér kruhu, na ktery tato
funkce zobrazi Vne]éek tisedky,
bude R = }a. Komplexni poten-
cial (51) ma tvar

14

w=0e) =26+ JF—a) + V=2

2(z + l/z2 — az)v

T e
+ omi Ln(z + Vz“ — a?).

AvSak \ o3
[
1 z — sz —a’

z+Vm a?

s Vo = 90619, a tedy
w = Pz) = Vo2 cpsO —1i ]/22 — a? sin@) + 5 Ln(z + Vz2 — ad).,

Predpoklidejme nyni jests podle Caplygina (§ 44), %e pravy konec
usedky z, = a je bodem sjednoceni proudéni. Funkce { = g(z) ho zob-
razi do bodu Co 3a, p, = arg {, = 0 a podle (56)

r = 47y R sin(py, — ©) = — 2nv a 8ind,
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Komplexni potenciil mé tedy koneéné tento tvar:
w = D(2) = vy[z cOs@ — i]/z2 —a?sin@ + ia sin@ Ln(z + |22 — a?)],
a jeho derivace

V = @'(z) = vo | cos® —isin®@ =0 -
l/zz P

. . z2—a
= vw{cos@—lsmO V2+t_l}'
4

Na tsetce —a < z < a je redlnd rychlost

’ _ 1 a—z
V=d5(z)—vm{cos@is%n@‘l/a_kx}.

Z posledni rovnice se snadno najde kriticky bod proudéni. Mame

A

a

2 —% _ 2
. etz cotg?@,
odkud

Z, = — a cos?6), '

kde a je bod rozvétveni proudéni. Bod sjednoceni proudéni neni ziejmé
kritickym bodem proudéni, nebot je na ostré hrané obtékaného pro-
filu (§ 44). Proudnice proudéni jsou zakresleny na obr. 106. Vztlak
udinkujici na desticku je roven podle (57),

P = 2napv?, sinBte'®

a jeho modul o )
P = |P| = 2nagv?, |sin0)|

je umérny sinu whlu proudéni 6.

§ 71. Jednodussi t¥idy analytickych .funkci. Definice. Funkce
}(z) regulérni v celé kone&né roving se nazyva celistvd.

Rozvineme f(z) v Taylorovu fadu v okoli bodu z = 0:
f(z‘)=cc‘,+clz 422 ... Fcpz® 4., (32)
Podle véty [6] § 62 tato fada konverguje pro vSechna konetnd z

a (32) je 1 jejim Laurentovym rozvojem v okoli bodu z = oo.-
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Odtud vidime: 1. je-li celistvd funkce reguldrni v bodé z = w0, je
konstantni: f(z) = ¢y; 2. ]esthze je | bod 2z =c0 jejim_ pélem tadu 7,
je f )‘(z) mnohoclen‘_s_i;_upne n-tého; 3. je- h bod z =00 podstatné
smgula.rnl pro cehstvou funkcl 1 z) nazyvame ]1 celzstvou transcen-

Deinice. Funkce , iejit viechny an,ecne, S,l,ngul.%nty jsou pbly, se
nazyva meromorfm

Poznamenejme jesté, Ze v libovolné uzaviené sasti roviny ma mero-
morfnf funkce pouze koneény podet péli. V celé konetné roviné
miize byt podet péli i nekoneéné veliky. Funkce meromorfni jsou na

.1
Pri—— , tgz, cotgz.

Dokézeme nisledujici vétu:

Vé&ta [18]. Meromorfni funkce f(z), kterd m4 v celé kone&né rovind
koneény podet péld, je raciondlni funkce lomeni. -

Dikaz. Budiz a,, a,, ..., a, kone¢ny poéet péli. Budte

o) = o e

L a,)™ ' (z—a,)™? z—a,
c(_ﬁ)m. c(f)m +1 G("“ .

HWO =g t Eagmt Tt g,
o7, ¢ i1 <

gv(z) = (Z —a,,)'"" + (Z ) + + P _ap

hlavni &dsti Laurentovych rozvoji v okoli téchto péla. Budiz jestd

g(z) = Az + 4,22 ... + Apz™
hlavni éist Laurentova rozvoje funkece f(z) v okoli bodu z =
(je-Li f(z) regulérni v z = co, nemusime tuto funkeci uvaZovat).
Oznaéme
(2) = [(2) — g1(2) — ga(2) — g5(2) — ... — gx(2) — g(2).
Tato funkce je reguldrni ve vSech koneénych bodech kromé z = a,
(je to soudet reguldrnich funkei). V kaZdém z bodt 2 = a, mé odstra-

nitelnou singularitu, nebot podle konstrukce funkei g,(z) hlavni ¢ist
jejiho Laurentova rozvoje neexistuje (hlavni éist rozvoje funkce f(z)
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v bodé z = a,, se vyrudi s ¢,(2) a ostatni funkce g,.(z) pro &' % k jsou
v bod$ z = a; regularni). TotéZ plati i pro bod z =-c0. Doplnire-li
vhodnym zpisobem definitoricky funkei ¢(z) v bodech z = a, @z = 0,
dostaneme funkci regularni v \iplné roving 2. Ta je podle pozndmky 2
§ 69 identicky rovna konstanté. Budiz ¢(z) = 4,. Pak

\,

f(z) = 4, + g‘z) +ﬂ§19k(z) =A,+Az+ ... + AmZm.+

c‘l’ e ey
m, R -m +1
+(z_a)ml+(z_a),,,,1+ gt +(33)
c? v )
-m -mp+1 s
+ (2 —a,)™ + (z — a;)m™? toee g —ay’

¢imz ]e naSe veta dokazdna.

Poznamka 1. Vzorec ( 33) ném dava rozklad raciondlni lomené
funkce vlparclalm Llomky a cehstvou cast Znamy z mtegralniho poctu

mtegra,lu raclona,].m funkce lomené.

Poznimka 2. Sloudime-li v (33) véechny zlomky; dostaneme jako
vysledek podil dvou mnohodlenii (dvou celistvych racionalnich funkef).
Kazd4 raciondlni lomend funkce se tedy da vyjadrit jako podil dvou
ra.clona,lmch funkcl cehstvych |

' i

U’LOHY

‘

1. V jakém oboru absolutn® konvergu;i fady a) Z — b) ° 4+ L' a cosnz +

n=1

+ b, sm.nz), kde a,, b, Jsou komplexni (komplexni tvar Fourierovy fady)?

n @
2. Sta.novte polomér konvergence fad a) Z( ) , b) ann”z". P
na=l n=1 '
3. Najdéte Tayloriv rozvoj viech vtvi funkef a) ]7£ b) Lnz v okolf bodu z = i.
. 1
4. Najdste prvni t¥i &leny Taylorova rozvoje té vétve funkee f(z) = (1 4 2)z
v okolf' bodu z = 0, pro niZ f(0) = e.

. a
5. DokaZte, Ze kruZnice |z| = 1 je hranici existen&niho oboru fady Z 22"

‘Nl
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10.

11

12.

13.

14.

Jsou nésledujici funkee jedrioznadné nebo mnohoznainé? !

a) V;_’, b) Vcosz, c) cos Vz—, d) Vl — siﬁ’z, e) sin}/z , f) Lne?, g)_ Ln sinz?

V2

. . . L 2
. Koeficient pfi n-té mocning z v Taylorové rozvoji funkce f(z) = —z
— 42t + 2%
(=1 <t £ 1) v okoli bodu z = 0 se na.zyvé Cebyseviv polynom (symbol
Ta(1). . Dokaite: »
L] t
T.(t) = T cos(n arccost).

’

- Najdéte Founeruv rozvoj funkef (|a| < I):

asmt
e b In(1 -2 3,
a')1—2¢J,cost-|-a:: ) In( a cost + a?)

. Rozvedte v Laurentovu fadu v okoli bc_)dp z = w funkee:

— Z

d) Ln<
» d) Lo

. Co
8) sin— ,b)V(z—l)‘z—Z),c)Lnl_ —
‘ tf 1
Koeficient pfi n-té mocning z v Laurentov® rozvoji funkee f(z) = ea_('_ ?)
v okolf bodu z = o se nazyvéd Besselova funkce fddu » (symbol J(t)).
Odvodte vyjédfeni Besselovy funkce v integralnim tvaru & odvodte jeji

rozvoj v potenéni fadu.

- 1 . 1

Nulové body funkce f(z) = sin T %= 1— T k=12, ... tvoif
z 7

bodovou posloupnost, konvérgujici k bodu z = 1. Funkce f(z) neni identicky

rovna nule. Pro& nenf tento vysledek v rozporu s vétou o ]ed.nozna,énostl

§ 62?

Jaky je rozdil v rozvop v Ffadu v okoli bodu z = 0 funkce
1 .
e = pro z & 0
a) redlné proménné y = .
: Oproz =0
1
@ = pro z =+ 0
b) funkee komplexn{ pror}xénné w =
0 pro z =02 .
Ovéite pfimym vypoStem v&tu Weirstrassovu (§ 68) pro funkei w = sinz
vokoli bodu z = a tim, %e dokéZete, ¥e pro libovalné komplexni 4 =+ ,bo-
dy pro né% sinz = A4, tvoii bodovou posloupnost konvergujief k boduz = .

Jaké sigularity maji funkce:
. 1 1—e®

a) —, b) — » ©) , d) z%e~%?
e — 1 sinz -} cosz 1+ e* .
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16. Pro jaké a bude jednoznadné funkce

e fepde

/> Najdéte resldua. téchto funkci v jejich singuldrnich bodech:

zn zin . - o

a)si—nz(z %+ ), b) gy c) T z)ﬂ'-d) cos? ginz, e) z"er, f) _ﬁ’
g) o In T a,
z—b

17. Stanovte tok a cirkulaci rychlosti proudsni s komplexnim potenciédlem
4
&(z) = arctg’z podél kruZnice |z — ei'il =1
18. Najdéte sumérni ndboj rozprostfeny v kruhu |z} < n + 1, je-li. potenciél

i

1
pole F(z) = 2gi Ln
sinnz

1]
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