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Karrrora VII.

POUZIT] THEORIE RESIDUI.

- 2n .
§ 72 Vypoiet integrili typu [ R(sinx, cosx) dx, kde R(z) je racio-

nélni lomend funkce. Pfedpoklidejme, Ze R(sinz, cosz) je spojitd funkee
argumentwr v ~intervalu <0, 27>. Methodu vypodtu vysvetlime na

jednotlivych typlckych piikladech,

)

;P¥iklad 1. .
- dx
I_fl—2pcosx+p2’o<p<l' v
0
PoloZime n
1z __
_ Lo =2 (1)
. dz e® e~ % 1 1 .
tedy iz = Inz, dz = o= — =5 (z —i—;), a pro inter-

val 0 < z < 27 obéhne bod z jednotkovou kruznici. Tedy

I—§ dz _'§ idz
=9 N P E—ErDetp
2f=1 12(1 —pz — % +P2). z1=_1p P P

Integrand m4a dva pély, které uréime z rovnice

— @ +)z+p=0,

\

odkud méime ihned z, = p, z, = % . Z obou péli jen pél z, lezi uvnit¥

~
jednotkové kruZnice a tedy podle Cauchyho residuové véty (§ 48)

. dz N
I= 1Iz;fi1pzz By g ) P = i[271 res f(2,)].

o] _
Residuum funkce za integraénim znaménkem v bodé z = z, vypoéteme
podle vzorce (42) § 67:

1 1
[p# —(P* + D)2+ P, PP—1°

. res f(z,) =
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TakZe -

2 A
dz - 1 1
= T = — —_— 2 —_—
I fl—-2p cosx -+ p? 2 pt—1 "1 — p? 2)
0 7

Poznamenejme je§ts, %e se integral snadno vydsli pomoci Poisso-
nova integralu (60) § 56, polozime-li y =z, ¢ =0, R=1, r ="p,
1
v = s
1— P .

Ptiklad 2. Toutéz substituci (i) je té% feditelny integral '

I— e dz . v dz _
'__[(zﬂrqcosvc)Z fﬁ q 2
0 =121 P + 5 l2+

2 dZ.

\

- i P
l2]=1 {% 2+ pz + %}

ﬁntegrand mé.pély druhého ¥¢du v bodech z, = % (—p+ Vp’—q’),

2y = % (—p— sz —¢%). Budiz p > q> 0; pak pél z; lezi vné
jednotkové kruZnice. Residuum ¢/, v bodé 2z, se vypoite pomocf
vzorce (40) § 67, polozime-li m = 2. UvaZime-li, Ze '

3g2* +pz + ¢ = 3 —z,) (2 —zy),

dostaneme

o

Clim 3 e—ap _[11-;] -
M- T UUCEER (T ERpAT) B Pk CR AL I
4wtz D |

¢ (m—2z)0 (=)
Podle residuové ’v_éty dostivame hledany vysledek:

2n
\ I=fL=—i2nic_1=ﬂ;;p>q>0. (3)
J (P + g cosz)? (r* —¢°)* '

Analogicky éé vypodtou i integraly podobnych typi.
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Piiklad 3. K vypoét\.l integralu
I = fgtg(z—a)d:v

kde a = & +if, B + 0 (pro § = 0 integril diverguje), pouZijeme

substlttlc_e
l ez_l(H) = 2.

. : (z—a) —i(z—a)
V);poéteme jestd dzx = %; cotg(x — a) = ;@ +e 241

ej(z o) __ g—i(m—0) lz —1
Ménf-li se = v intervalu 0 do 7, obfh4 bod z kruznici

_ |a28+2i(e—d) __ 28
2| =l | = e,

Tedy

7= f}; z+1dz=l§z—|—1£1§
z—12iz 2 Jiz—1 z°
. |z|=02ﬂ . [z|=e2ﬂ
Pro > 0 je polomér kruZnice e%* > 1; tedy uvnmitt le#f oba pély
integrandu z, = 0, z, = 1. Oba tyto pély jsou prvého ¥4du a p¥istuins
residua vypotteme podle (42) § 67; dostaneme

#(0) (1)

ry = 7 = — 1, Te — 7 =

) YD)
(v prvém piipads jsme dosadili o(z) = z—i% , ¥(2) = 2, ve drubém
p(2) = il, \1p(z) = z—1). Pro ﬁ'< 0 je polomér kruZnice e¥ <
< 1. Uvnitt tedy leZi jen jeden pél mtegrandu, a to pol z, =0
s residuem r, = — 1, takZe koneénd pro > 0 I = $2xi(r, + 7r,) =
= zi a pro- f < 0 I = §27ir, = — =i.

Oba piiklady miZeme shrnout v jeden a piSeme

J

I—fcotg(x—a)dx_mslgnﬂ Ima = g #+ 0, (4)

kde mg'nﬁ]e znaménko f a rovnd se +1pro f > 0a —1pro f < 0.

/§ 7}/Integrély typu f R(x) { } ax,dx, kde R(z) je raeionalni lo-

—@
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mend funkce argumentu z. Nejprve se budeme zabyvat vypodtem
integréld, kde goniometrickéd funkce xypadla: '

_f Rl@)dz. ° ) (6)

Pro konvergenci integrilu (5) je nutno udinit tyto pfedpoklady:
Funkce R(z) je pro viechny hodnoty z spojitd a stupeii &itatele je
nejménd o dvé mensi ne? stupeti jmenbvatele. Neni li_totiz splpén

posledni piedpoklad, mtegré,l (5) diverguje.
{PFiklad 1. Pro vypodet integrdlu
L—

' I = f _dz
! ~J @t oy
dai. zvolime za integraéni cestu dsetku (— R,, R)
1 redlné osy a horni pilkruZnici [o| = R (obr
-R ~ RX  107) a budeme zkoumat funkeci

Obr. 107. -
. \f(z) (z’ + az)a
Uvnit# cesty L le#i jeden z péla nadi funkee, a to z, = di, ktery je
tretiho fddu a mé residuum

_ 1l d (z—m)a} [1 @ 1 ] _
TR EF e T & et aplea T

1 3.4 3

T2 (2ai)®  16a%i
Pedle residuové véty \

R
§f(z) & = f (=) dz + f fle) dz = 2i ooy = 22, (8)
L —R [+]

kde C, je horni pilkruZnice |z| = R. Podle v8ty o odhadu integrélu
§ 46 pro dostateénd velkd R je

1 c
ff(z) dz‘ oo IIPIB,:;; l—;—?’. nR o
1+ -z—ii

A
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13
14 %I velmi

kde C je jfsté konstanta (pro dostatedn® velké R je

blizké 1). Odtud
' lim [ f(z)dz =0

B> Cp

a ze vztahu (6) dostivime pro hledany v;"siedek‘)

.I=ff(x)dx=f-wi“az)s=83;. (7)

Analogicky se vypodétou i integrily obsa.hu]ici goniometrické
funkce.

P¥{klad 2. Pro vypodet integrilu

- -
I = cosz dx
, —J 2+ a?
1]
zvolime tutéZ integralni cestu jako v pf-edeélém piiklad® a budeme
zkoumat funkei . ¢t 1 i :
e S [
f(z) = m: vc‘«,'»m ,«2;*-4 ‘,

kterd je pro z = z shodnd s funkeci za integraénim znaménkem.: Na
pillkruZnici €, je |e'] = e < 1, nebot y = Imz 3.0, a pro dosta-
tetné velkd R dostavime jako v predcha.ze]icim piikladé odhad**)

f Hz) df <

Z kterého je vidét, zeﬁ{im [ Hz) dz = 0. Uvnitf L leZi jen jeden pol

nR—R, .

® Cp
funkee f(z) z = a{ 8 rediduem,
(al) e* 1
v(al)  2ai  2ae%

€y =

*) Integrdl (7) miZeme vy&islit téZ elementarnd bud trojndsobnym postup-
nym integrovanim per partes, nebo pomoci goniometrické substituce. Oba
zpasoby vypoétu viak jsou dosti sloZité.

o e __ cosz

} Kdybychom poloZili f(z) = Ao
nebot na C, by |cosz| rychle vzristala.

nebyl by podobny odhad -moZny,
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(kde p(z) = e, y(z) =.2* I a?) a podle residuové véty.

gﬁf(z) dz = f = f’; + f = +d”‘ + f fe) dz = 2mic_, = —.  (8)
L Cr

Prvy =z integrila (8) pre]ae substituef 2’ = — =2 na integral
0 R »

e dz’ e~z dx ) . Yyers 5 .
— f pron i m, kde jsme se opét vratili k staré prpmenqe.
R

cosx dx

Secteme-h oba mtegraly, dostaneme 2 AL g Rovnice (8) pfejde

na tvar )

cosz dx
ff(z)dz=2f T & —|—ffz)dz 2"

Pouzueme-h odhadu lim [ f(z) dz = 0, dostaneme pro R —> o z po-

R—>w Cp
sledni rovnice -hledany vysledek*)

-]

cosz . ° 7
= = . 9
I 22 + a? o 2ae°® (9)
0
y ¢ P¥iklad 3. Pro vypocet integrilu
CR L] T o
. f smz
far
R T [ r =% » DouZijeme pomocné funkce
: .
Obr. 108. if(z) _

jejiZ imaginarni é4st pro z = z je shodna s funkc1 za integradnim zna-
ménkem. Cesta zobrazend na obr. 107 je pro integrovini v nafem

cosz dz

*) Neurdity integral f > neni moZno vyja.drlt pomoci elementérnich

funkef.
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pifpadé nevhodnd, nebot f(z) nabyvi nekoneéné velkych hodnot pro
z = 0. Abychom se vyhnuli tomuto dskali, pouZijeme mensi pulkru-
nice |2] < 7,y > 0, leZici uynit¥ pilkruznice C,, obr. 107 (viz obr. 108),
a budeme dvakrit limitovat r — 0 a. R — oo. V takto sestrojené
oblasti je f(z) reguldrn{ a podle Cauchyho véty §47

femdz+fe;-dz+f%'fdz+f%“dz’=o. (10)

\\P_r’vyf' z. mtegra,lﬁ (10) pfejde substituci ¢ = — z na f —dt =
R

-l
= — eT dz, kde jsme presli opét ke staré promél_mé; slouéime-li

r

ho 8 tfetim z integra',lﬁ; 10) dostdvime 2i f ST 4z. Pro odhad

modulu gtvrtého z mtegralu (10) nestadf omezenost funkce |e¥| na
kruznici C, nebof délka pilkruznice a modul jmenovatele ]sou ste]—

ného ra,du pro |z]. ‘Budeme proto integrovat per partes, kde 7 =
¢* dz = dv, a dostaneme .

. :
_ e“dz eft+e 1 [e”

i _,,+f @ ~ iR +szz dz.

. G

R Cr

Cést mimo integral ziejmsé k.onverguje'l k' nule pro B — o a modul
integrilu je mens{ nebo roven 1122 R = ;, a tedy téZ konverguje
knule pro BR— . Ctvrty zintegrdlt tedy konvergme k nule pro R— .
Pro odhad druhého z integrdld (10) pro r— 0 pouzijeme Laurentova

rozvoje funkce i: v okolf bodu z =0: .
2 12\3
o 1o ELEL
== - =—+ P(2)
z z - z ?
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kde P(z) je normalni ¢4st Laurentova rozvoje, kterd je zfejm& regu-
larni v okoli bodu z = 0. Protoze pro r — 0 délka oblouku pilkruZnice
C, konverguje k nule a P(z) je ohranidend, je im [ P(z) dz = 0 a tedy

r-0 C»

lim. —dz—hm{f——{—f }—hm dz
r—0 70 ) r—0 2

Cr
V poslednim integrilu poloZime z = re'?, dz = ne"’ dp a integral
- 0
piejde v [idp = — in. Dostdvime tedy kone¢ns z (10) pro-r > 0 a

I_Z—)CD

mfﬂ’fdz—m_o

0
odkud

I_fﬂ”‘dz=g (11)

je hleda.njr vysledek. /o

P¥iklad 4. Zeela analogicky vypodteme integral®)

. fcosa,a: — cosbx dz, a>0, b> 0.

Pouzijeme pomocné funkce

fz) =

elas _ elbl

z /s

a budeme integrovat podle cesty obr. 108. Dostaneme

—r R
[ {(z) 4z + [ {2) dz + [ {(=) 4% + [ 1(2) d. (12)
—R C, ) T C, .
* , R -
*) Poznamenejme, Ze tento igtegrél nelze vyjadrit jako rozdil integréli

f cosaz . f cosbz dz, nebot tyto integraly jsou divergentnf.
0 ’
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Ziménou z na — z sloudime tf¥eti integrdl s prvym a dostaneme
R

2 f (w dz. Odhad étvrtého integralu bude jednodu#si ne#

v pf‘edchz"tzejicim piipadé, nebof vzhledem k tomu, Ze [e?| = e~ < 1,

ale®| =e % =1 (proa = 0,b = 0), mame |f(z)| < % a

2
ff(z)dzlg-EnR—>0 pro R — oo.
Cr

Pro odhad druhého integrilu rozvineme funkei f(z) v Laurentovu fadu
v okoli bodu z = 0:

. ;o 2 (1 2
(e — B) 7 4 92— (02 > L @—b)
) = — = %i—z— + PG,

kde P(z) je reguldrni>v okoli bodu z = 0. Odtud jako v pifkladé 3
dostaneme '

lim ff(z)-dz =i(@—b)(—in) = (a—b) =

r~0C,
az(l2) pror— 0a R—> oo dostivimb

2fcosa:v——cosbx dz+ (@ — b) 7 ~ 0,

x2
0
hledany vysledek je

-

cosaz — cosbx . 1 , i
sz—xz——dx_i(b—a)n. (13)

-0

;-

§ 74. Ostatni integrily. Usp&¥né pouZiti residuové véty pro v;y"poéet
ostatnich integrald je obydejné v4zdno na vyb&r vhodné integradni cesty.

Priklad 1. Tak zvané Fresnelovy integraly

@ @
[ cosz® dz, [ sinx? dz
0 9 .
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je vyhodné poéitat soudasné. PouZijeme funkce
f(z) = &*, .

jejfZ redlns resp. imagindrni ¢ist pro z = z je shodna s prvnim resp.
s druhym z Fresnelovych integrald. Poznamenejme jeitd, Ze na ose
Iprvmho kvadrantu, t. j. pro z = er ]e funkce f(z) = e~ " shodna
8 integrandem Poissonova integralu*) Lo

y , f e dr = 3|z (14)

RIT _ °
' Pouzijeme tohoto faktu a zvolime si inte-
gradni cestu z obr. 109. f(z) je regulirni
4 uvnit¥ takto konstruované,oblasti a podle
< Cauchyho véty

-

/R t 0
Obr. 109. fedz+ [edz+ [e " )idr =0 (15)
0 Cr R .

(pro integrovani podél osy prvniho kvadrantu volime za proménnou
7, takze je z = rVi_ dz = dr/fi). Jako v predeslych piikladech budeme
limitovat pro R — co. Abychom odhadli druhy z integrild (15),
budeme integrovat per partes®
AT 1 fent
s T Eif = 4
Ca

de* e

1 — -~

f e dz _f 21z Ziz
Cr Cg

Modul funkce mimo integraéni znaménko se rovna

I e—n' eln’ | e—R -
T = + P
l2i)ir 2LR| 2R
u.
a konverguje pro E.— o k nule. Modul integrandu 7| =
el(n'cosl:p+lx'sln2? e—x'siln2¢ . - L.
= = = kde jsme polozili z = R(cosg + ising),

je na kruznici C, men3f nez F’ nebot je sm2gu =>0a e“"‘““" <1l
*) Viz pt. 9 cviden{ kap. VIL
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Podle véty o odhadu integrilu

a pro R—> konvergUJe k nule, takZe v (15) pro R— o0 dostivime
3 .

—RfR:B,Tz

Jerdz —)iferdr =0
(1] . 0
a ze (14) po dosazeni

@ @ ®

fe"'d:c =fcosz2dx+ifsina:’da: =-}Vi_v':§ = lv—g_i M;—T

Porovname-li redlné a imaginirni ¢isti obou stran rovnice, dost4vime
hledany vysledek:

0 0 0

fcos:z:” dz =fsi.nz" dz = 1 VZ. (16)
. 2 2 .
0 0
Piiklad 2. Pro vypodet integral
—— BT S SO VIpocet miegra w 2ml
f e% dx w .
T e ni n
0 .
volime pomocnou funkei "R I 1 RX
- Obr. 110,
Hz) = Tt

Pouzijeme toho, Ze funkce e* ma ryze imaginarni periodu 2xi, a toho,
ze se funkce e** zméni jen o konstantnf soudinitel e*™! pro piirastek
27i argumentu z (e*¢+*™ = *%¢*). Vybereme si tedy integraéni
cestu podle obr. 110. Uvnitf étyidhelnika lezi jen jediny singuldrni
bod funkce f(z): pél prveho fadu v bodé z = zi (kde e* 41 = 0)
s residuem

ani ani
C_l € = e = — %™,

1+ é’):-m en_i R :—

Komplexnl prom&nni—17 257




Podle residuové véty je
[ fz)dz + [ f(z)dz + [ f(z) dz + [ f(z) dz = — 2nie™™. (17)
I I . IIr Iv

Aviak
R

a(3+ 2m 8z (.
ff(z)dz f‘dx,/ff(z)dz flz_ez+:m =__eamff+:¢
R

- X -—

eHB+ )

Na fGsetce II mime If(z)l_l1 Py =

e‘ 7 nebot podle (18)

avodu je |e**¥ 4 1| > [e*+¥] — 1 = e® — 1, a tedy

| [r0a
143

kém’rerguje k nule pro R — o a pro a < 1, coi pfedpoklidéme.

et ee—12
< S ) A
SE il s Rl ey

Analogicky na tseéee IV

e—R+1w' A e—or
IH=)] = ItLe-Mr+m)| =1 _g-&’
nebot
N |l + e—l+l'| ; ‘1 _ le—3+lv| =1— e—B
a tedy

lff(z)dz‘g_zn%
w

konverguje k nule pro BR— co a pro a > 0, coZ té% pfedpokladamo.
Tak pro 0 < a < 1 dostdvame z (17) v limité pro B — co

e%*dz . e dx
— a2n — — 9xiesn
f1+e' ea|f1+e‘ 27ies™!
a odtud hledany integrél -

e®? dx es™ 2i E ]
= — 21 = = 1. (18
f 14 e® 2l I —e%n T tm _g-ot  g§ingxw’ 0<a<l. (18)
—m®
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Pro a < 0 a té% i pro a > 1 integral diverguje, jak se snadno presvéd-
¢fme.

P#fklad 3. Integrél Wi w
Fose gt ) m
f € e dz. 4 J{’
1 —e°
— -R / [ I R X
neni moZno rozloZit na dva in- _Obr. 111.
tegraly -
es? et
fl —e® dz’fl —e® dz,

nebot kaidy z nich diverguje v bodé z = 0, kde integrand vzristé
nade vSechny meze. PoloZime-li 2 =z + 7, pak 1 —e*=1—
—e**™ = 1 4 ¢° je od nuly rizné pro z = 0 a pro vypodet miizeme
pouzit vysledku pfedeslého piikladu. Zvolime tedy pomocnou funkei

f(z) _ @95 ebs

el

a integraéni cestu volime podle obr. 111, kde se vyhneme bodu
z = 0, protoZe funkce f(z) v ném neni definovdna. Uvnitt oblasti
obr. 111 je f(z) reguldrni a podle Cauchyho véty*)

JHy+f+ S+ +]=0 (19)

1 Il 1v 14

V okoli bodu z = 0 rozvedeme funkei v fadu

14az+ —(1+b + 52 )
flz) =
L Lﬁp+z+§+“)
a—b+a;bzz+...
g e =(b—a)+clz+...

w~

*) Pro jednoduchost nepfiieme vyra.z za integrafnim znaménkem. ktery
zustdva beze zmény.
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a bod z = 0 je pro ni bodem odstranitelné singularity. Je ohraniéena
pro z — 0 a tedy v (19) konvergu]e f — 0 pro r — 0. Integraly podél

tsetek III a V konverguji k nule pro RBR>waprod<a<l 0<
< b < 1(coZ predpokléddme). DokaZe se to zcela obdobnym zptisobem
jako v predelém piikladé, takZe (19) ndm v limité& pro » — 0, B — 0
dé.vé,

—w

ez ebz es? — ebz ed(@+7) __ ab(z+7al)
fl-—e’ dz +f lﬁ-eE f 1 —ez+m dz =0,

-] T -
neboli
eaz ___epz e ol bmf ebz
f——l—e’dx_e fl-{—e"dz e 1+e’da:.

—m —mo —wo

Odtud pomoci (18) dostavame konedné hledany vysledek
@
%t —_ ab® 7707 sed™
-3 dx = < _ " ==
1—e° singz  sinbx

= n(cotgan + i) — a(cotgbm + i) = m(cotgam — cotghr),

0<a<l 0<b<l. (20)
Piiklad 4. Integril
4 i
25 M [ e-a=* cosbz dz,
* 0
4 u ktery se fasto vyskytuje v theorii vedeni
- — ¥ tepla, je zevieobecnénim integrilu Poisso-
nova (14). PouZijeme pomocné funkce
Obr. 112.

fle) = o=, ’

kterd na redlné ose prechaz{ ve funkci e~9%, jejiZ integral vypoéteme
podle (14). Na piimce y = h prechdzi ve funkci e—%=+™' =
=g~ e~ 2ahz b’ — et -9 (cos2ahx — isin2ahz), jejiZ redlnd ddst je

pro h = % shodné s funkef pod integraénim znaménkem naSeho inte-
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gralu. Zvolime si tedy za integra¢ni cestu obdélnik na obr. 112 a po-
dle véty Cauchyho je integrdl po jeho obvodu

[+ +[+]=0

1 11 1r I

Bude

R R)a
Lf=f —"”dx—v—af et dt

(kde jsme ,,;losadﬂi :z:Va— = t a pouzili toho, Ze integrand je funkce suda)
aintegral pro R — o konverguje podle (14) 2 Vn l/ . Pro tfeti

Va

z integrala plat

R _..(=+"_‘)’ Y or
f — j e 24 dx — e4a f e—azze—-biz dz.
II1I1 —R —R

Pro integrily na tiseSkach I/ a IV jez = 4+ R a

13

-az'l — ¢ Rez* __ e—u(n'—u') S eds e 9%

e

(kde jsme misto y dosadili jeho maximum 2b ) a tedy ]esthze a>0

(co# predpoklédame), konverguji integraly f f k nule pro B — .

Dostavéme tedy z na&f rovnice v limité pro R - @:

@

l/_ _640 fe—a:c‘ —b3 dy — 0

odkud porovnanim redlnych éasti plyne*)

*) Porovndnim imagindrnich &asti dostavime trividlni vysledek
@
J e—9%' sinbz dz = 0,
—®

nebot integrovand funkce je licha.
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JelikoZ je integrand funkee sud4, dostivame po snadné Gpravé hledany
vysledek ‘

a

. 1] /z >
e~ cosbx dz =z ;e % ae> 0. (21)
0

§ 75. Integrily mnohozna&nych funkei.

) P¥iklad 1. Hledejme integrévl

fol—x

Pouzijeme pomocné funkce

VAT —aF
10 =

ktera ma v komplexnim oboru tyto vlastnosti: 1. v roviné s vynatou
tisedkou (0, 1) se f(z) rozpads na &ty¥i regulirni vétve, 2. na opadnych
okrajich vyTfezu ma f(z) rizné hodnoty, 3. kazd4 z vétvi f(z) ma v bodé
z= o0 nulovy bod druhého ¥idu. Vlastnost 1. plyne z toho, Ze
pfi obéhu bodu z po libovolné kiivee jednou kolem dokola bodu
z.=0az=1 vzroste arg z i arg(l —z) o 4 2z a tedy arg z(1 —2)

4
02r4+3.2n=8na Vz(l — 2)% nabude opét vychozi hodnoty. Pro dalsi
vypodty vybereme si tu z vétvi f(z), kterd na hornim okraji vytezu(l)
nabyvi kladnych hodnot, tak¥e argz = arg(l — z) = 0 (viz obr. 113).
Pfi obdhu bodu z =1 ve sméru naznadeném na obr. 113 se argz
nezméni, ale arg(l — z) bude rovny — 27, t. j. hodnoty odmocniny
na hornim (I). a dolnim okraji (II) vyFezu se budou lidit koeficientem
e—i87 — e—1i9n — j (vlastnost 2.). Vlastnost 3. plyne nakonec z toho, ze
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po dostatedné velké |z| je ¥ad &itatele roven fidu z a f4d jmenovatele
fadu 28.%) ) o

Zvolime si integraéni cestu podle
obr. 113 a v dvojnisobné souvislé ob-
lasti, kterou takto obdrzime, se budeme
zabyvat jednoznadnou vétvi funkee
H(z), kterou jsme si vySe zvolili. Podle
residuové véty, kterd plati i pro vice-
nasobné souvislé oblasti, pokud jsou
v nich uvaZované funkce jednoznaé-
né, mame

[+ [ +[=2xic,, Qbr. 113. -
1 Ir Cp

4

kde ¢_, je residuum zvolené vétve funkce f(z) v bodé z = — 1. Podle
vlastnosti 3. je integral f = 0 pro dostateén® velkd R, nebof residuum

funkce f(z) v bodé z = oo je rovno nule (§ 69). Z vlastnosti 2. plyne
pro integrly [ a [ podél dsecky (0, 1)
. i

[ =y =
I Ir

takze
27 c
1—i v

I = (22)

Presndji se to doké¥e takto: Pro dostateind velké |z| lze &itatele rozloZit
v fadu

4
e e o ) Mt LR
z -z z z z

a f(z) mé Laurentiiv rozvo)

Z(l—[-ﬁ—}-—b—z-f-n )

. .
1) = T =—2(1+ﬂ+i§+...)
KA 2 4
zs(l +—+—2+—2—)
zZ -4 z

a odtud ihned plyne naSe tvrzeni.'
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Zbyva jen najit residuum ¢_;. Reguldrni vétev funkce f(z) ma v bodé
z = — 1 p6l tietiho Fadu a tedy podle (40) § 67

1 . d2 , 1 d2 §—x

. — 2 m E — )9
0.1 =5 Iim S5 ()1 + 2°] = 5 35 Vall =2k
Pri vypoétu je tieba dbat ostraZitosti
a nezaménit vétve funkce f(z). Vétev, kte-

y rou jsme zvolili, je v bodé z = —1

/' charakterisovina hodnotami argz = =,

. of Cr arg(z — 1) = 0, a proto musime po deri-

/ AS vovani dosadit z = e™, 1 —z = 2. Deri-

® ~ \r B x vujeme podle Leibnizova vzorce (zde neni
mozno odstranit zavorky, abychom nepo-

Obr. 114. rudili pfedpoklady o argumentech) a dos-

tdvame

c—x-‘l‘[i(— 24(1—z4+2iz4 3(1 —2) 2‘_|_

7ai 3 3al 1

A} (1 —2) e, = H— CIREE K
al 5 ni
.— 1ged 279) = ——?: et = 3V2 (1 + 1).
64)/2
Dosadime do (22) a dostavéame hledany vysledek
I
(Ve == 27zi 1/2 37!]/—
Piiklad 2. Pro vypolet integrilu

7 Inz dz
@+ 1?

volime integraéni cestu naznacenou na obr. 114. Bod z = 0 vypousti-
me, nebot funkce za integratnim znaménkem nabyvi v bodé z = 0
nekonecéné velkych hodnot. V takto konstruované oblasti je pomocna

funkce
' Inz

fz) = —W
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jednoznadni, bereme-li hlavni hodnotu logaritmu (t. j. 0 < argz <
< zn). M4 pél druhého faddu v bodé z = i, jehoz residuum najdeme
podle vzorce

.o d gy . 4 Inz w2
61 = lim -+ [f(z) (z — if] T LT b, 8~

Podle residuové véty

—r R

I . . zi
f—l—f—{—f—l—f:%zw_l:%—g.
—R Cr r Cr

Abychom odhadli f, uvézime, Ze pro z = Re'?
Cr

. nz| = JI*R + ¢ < JI* R + =% < 2 InR

1 C
FTiF= R
kde C je konstanta. Podle véty o odhadu integralu je tedy
2C InR |
f < B =R
/ “/ Ce
a integral f —» 0 pro R — 0. Abychom odhadli f uvéiime, Ze pro
Ca
z = re'? ]
IInz] = J/in®  ¢* < 2ln >
a
B 1
<
J2% 4 112 = ¢
Tedy
f <20~ . ar

a integral f konverguje k nule pro r — 0. V limits pro+ - 0 a R — o

vdost.a,va,me tedy
1] @

Inzdz | [ Inzdzx .
I e
0

-0
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V prvém integrélu je z < 0 a tedy Inz = In(— 2) + =i, odkud plyne

1]
In(—2z) dz Inz dz 9
f(z2,+ Ty +’“f 1)2+f( -k G i

Dosadime v prvnich dvou integrilech —z = z a po zdménd mezi
dostavame
Inz dz dx )
2-[(:':2 1 s+ @ f = }nti — . (24)
0

Integral f (xz—j—T)z dz vypodlteme jako v pt. I § 73, takze je

@©

0 @

f _dz i
AV 5 (2 + 1)

K Ca Porovnanim imaginé,rnich Casti v (24)

BN dostdvame hledany vysledek:
/ P h L

: K e d
7 nzdr
(x® + 1) - i”'. (25)

Piiklad 3. Pro vypodet integralu

®

Obr. 115. f Inz dz
(= + a) + b
0
zvo]irge integraéni cestu podle obr. 115 a pomocnou funkci
In?z
&) = e rar v o

kde bereme regulirni vétev logaritmu, pro niz 0 < argz < 2xn. Na
hornim a dolnim okraji vy¥ezu nabyvé In% hodnot In%z resp. (Inz +
+ 27i)2 = In?x -+ 47i lnx — 422 a hodnoty InZr se navzijem vyrusi,
coZ nam umoZiuje vypoctet hledaného -integralu. Uvniti takto kon-
struované oblasti m4 ‘funkce f(z) dva poly prvého ¥adu v bodech
2,4 = —a -+ bi, jejichZ residua jsou
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In? In?(— bi 1 . .
T = et B iy 4 i gl

(1)

= [(z + a,)2 + b2];.=,, 2bi ,
In2 In?2(—a — b1 1 .
LG a)rzliz— A = — ) - g o7 T il + o

kde r = |/a? + b2ag= arctg é Podle residuové véty -

f_|_f+f+f— 27i(c™, + ¢®) = %4¢(n—ilnr).
I

C, Cr
Jako v pfedeslém piikladé se dokéZe, Ze lim [ = lim [ = 0, takZe
7—0C, R—ro Cg
v limité pro » - 0 a B — oo dostivime

0 @®
In(z + 2#ip n2x g Inz dx
CET Y f(x+a)2+b= B TR

dz dap .
2 e .
+ 4n f(:v T B2 5 (x.—1ilnr).
Aviak
dz 1 f de 1 o 2)
X iFE —5) FrI B \FT¥cteg) =
0} s
1 b o
E &I‘Ctg—- = T)‘,
po zkriceni a upravé dostivime hledany integral
Inz dz. _@lor In}/a? + b,
Grait® — b b arctg Pt (26)

Pf{klad 4. Pro vjpodet integralu

@™

fa:“‘1dx
14 =2
0
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znova pouZijeme integratni cesty, z obr. 115 a pomocné funkce

26—1 e(u—l)lnz
kde za Inz bereme tu vétev logaritmu, pro kterou 0 < argz < 2x.
Tato funkce je jednoznaéna v takto konstruované oblasti a je tam
viude regularni kromé v bodé z = — 1, v némZ mé pél prvého fidu.
Residuum v tomto bodé je rovno "

e(a—Din(—1)
- (1 +2),.1

(kde jsme poloZili — 1 = e™) a podle residuové véty

J 4]+ [+ [ =—2nie

I C, 14 Cr

= eme—M _— ___ ga=i

resf(— 1)

~0

Ro-1

K odhadu [ pouZijeme toho, Ze pro |z| = R > 1 je |f(2)] = <
Cr 114 2|
Re-t
< g a tedy
: -
f < R_l aR < CRe-1,

Ce

kde C je jistd konstanta, Odtud pro a ¢§ 1 (coZ pfedpoklidéme)snadno
zjistime, Ze pro B — oo integral [ — 0. Stejné tak pro
Cr

-1 -1
e < o
+2=1—7r

CE=r <1 el =g

: -1
f <al
Ce

r < O,
— T a—

Z toho ptimo plyne, Ze pro a > 0 (co% pfedpokladidme) [ — 0 pro r — 0.
Cr .

Tedy pro r — 0, B — co bude v limité pro 0 <a <1

0

Jri(z) dz. +6}DH f(z) dz = — 2mie®™

@

V druhém integrilu.integrujeme podél horniho okraje vyfezu a je
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a—1

z=2za f(z) = 1£+'—x, v druhém integrujeme podél dolnfho okraje

‘a je z = ze?™ a

i = ELETY

1 4 e 1+ 2

takZe posledni rovnice nabyva tvaru -

W @

CEa_]' za—l o

—2ani d - = —9 3 ami
e fl—{—:uz—}—fl—i-xdz nie
0 0
a .
o4 .
201 27ies™ 2i 7
T fz 0 T glam —1 Tem _eem  singm 0<a<l. (27)

Tento integrdl se dd téZ substituci z = e’ pfevést na integral pf. 2
§ 74.

\@ ‘VyjadFeni funkci pomoci inte- LV\CR\ _
gralt. Mgjme integral a+h
a4-im @
R C
. 1 ezt C; a R
f (‘é) =34 f — 4z, 7y
a—jm ’ ’

Q

©
]

>

kde integrujeme podél pi¥imky Rez = a
(@ > 0) rovnobéZné s imaginirmi osou. _)/J /

Budiz nejprve ¢ < 0. Pro kruhovou used

omezenou piimkou Rez = @ 'a obloukem Ce'lL
C, kruznice |z| = R podle Cauchyho in- Obr. 116.
tegralni véty § 47 plati .
a+ih '
f ezt d fezt d .
— 4 + — dz = 0 $28)
a—ih Cp !

(kde & L /R* —a? a integrujeme po obvodé C, v zdporném smyslu
obéhu). Abychom odhadli druhy integral, integrujeme per partes
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a+t+ih 1

E'_‘dz=lfde" _le -
z t z t 2 ja—tn ¢ 2%
c

Cr 03 B
[eta+mye e(a—m)tl

TlTTFE T =H|=F R’
konverguje k nule pro R - o (a, it ]sou pevné). Na C, je
eft et

2T R=

funkce m.lmo integradni znaménko tedy

< = (podle predpokladu z > 0 a t < 0 a tedy e®t < 1).

Od'tud R

dz‘ —; nR = = a integral f té%Z konverguje k nule
R
pro B — . Tedy pro vdechna ¢ < 0 konvergu]e druhy z integrild
(28) k nule pro B — o a vztah (28) v limité pro B —.co nabyvi tvaru
é+lm

. .
f J°zi dz = 2aif(t) = 0,¢ < 0,
. a—io
a tedy f(t) = 0 pro vSechna ¢ < 0. Budiz nyni ¢ > 0 a budeme in-
tegrovat podél kruhové tsele dopliiujicf kruhovou tseé¢ piipadu
t < 0 (viz obr. 116). Uvniti Gsefe mé nafe funkce jediny singularni

bod, a to pél prvého ¥adu v bod& z = 0 s residuem c_, = % = 1,
0.
takZe podle residuové véty bude
atih
f+f+f+f_2mcl_2m (29)
a—ih C OB cy &
Délky oblouktt C, a C” jsou‘rovny «R = R arcsin % ~ R% =a
a konverguji k a pro £, - 0. Modul integrandu na téchto obloucfch
¢ 2 e9
]eez. e;,'<—a,konvergu]eknuleproR—->czo(]et<Oa,:z:<a.
a, t jsou pevné) a tedy f—>0af—>o0pro R—> . Abychom odhadl
c, ¢ '
integral [, budeme integrovat per partes
o ,f_le"‘“’ 1 e“dz
- 7 7 +i8 t
c cy
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kd e— izt elBt < R et et < 1 bot "

e je —% % 3 z—z—l—pf=—1?2(neo f>0 a na C}

je z < 0). Tedy | — 0 pro R — oo, tak¥e pro viechna f > 0 a vlimits
Cy

pro R — oo nabyva (29) tvaru
a+iw

¥ 1
37 dz = 27if(t) = 2ai, > 0,

uTlm

F frel.

0 t E 0 , ot !

Obr. 117. Obr. 118.

a tedy f(¢) = 1 pro vSechna f > 0. Sh.rggme oba vysledky do jediného
zdpisu

e+lw
1 st 0 pro f <O,
’Iﬂ) 27i f-;dz={l pro f > 0. (30)

” a—lco

Integral*) (30) tedy representu]e ]mtou funkcl, ]e]iz graf je se-
strojen na obr. 117.

a+im
*) Pro t = 0 dostaneme divergentnf integrail -2—:!; f de . Budeme-li viak

a—io

misto n&ho brét t. zv. hlavnf hodnotu nevlastniho integralu ve smyslu Cauchyho,

1 iv 1

. . a +

Jm g [ T =g fm i iy —gmn U = g
a—IN

bude existovat a bude roven aritmetickému pn'xméru\hod.not funkce (30)
v bod& ¢ = 0 zprava a zleva. (V tvaze je podstatné, Ze integrél bereme v sy-
metrickém intervalu od a — iN do a + iN.)
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Zaménou t na t — z v (30) dostaneme integral

a+im
1 e'¢ ‘r) Oprot<t -
271 Tz "l prot<rt
a—im

Polozime-li dile v (31) nejprve r rovno 7, a pak 7 rovno 7, (7; < 7,)
a odeéteme-li od prvého integrilu druhy, dostaneme integral

6tim
—-ZT), ___ a—2Ty
f1t) —2% o S — dz =
=™ frt) o—lo
Oprot<rmy,
={1lproT,<t<Tt, (32
0 pro 7, <'t, -

ktery representuje funkei, jejiZ
graf je na obr. 118. Timto zPﬁso-
bem je moZno representovat ja-
koukoliv ,,schodowtou“ fun.1 jejiz graf je na obr. 119:

o+im
27!1 kgo /( k) f et‘ =5 dz -
T a+i:_im o
= 2—,1,1 f { Z f(za) e Ark}dz (33)
kde e
dr, — 1 —e*rm)

z
1 2 1 \3 ,2
= (Tp+1 — Tx) T (Terr — )2 +ﬁ (T — 7)) 22—

JestliZe nyni zvét§ime &islo n tak, Ze nejvétsi z rozdild 7+, — 7,
bude konvergovat k nule, t. j. Av, bude veliéinou nekoneéné malou,
ekvivalentni 8 7., — 7, pak se i suma (33) bude li3it velmi milo od
integrilu a v limité bude )
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a+lo T

e {' f(z) e~ dt} dz,

—l> Te
kde f(t) je funkce z obr. 119 v intervalu (t,, v), vyjidfend pomoc{
integrdlu. Nebudeme se zde zabyvat pPesnym dikazem limitniho
pfechodu k integrilu. Pdsledn_i vzorec ve tvaru .

a+im !

fit)y = 5= f e*t {ff(t) et dt} dz . (34)

plati pro hl_)ovo]nop funkm 1), defmova.nou ‘na redlné ose a spliiujicf

tyto pfedpoklady: \
a) funkce f(t) je v libovolném (konetném) intervalu (— T,T

realné o8y po usecich h.la,dka, (t j. ]e]1 graf je kiivka po tsecich hladk4,

viz § 8),

16) = 5

b) mtegra,l f e-9¢f(t) dt je absolutné konvergentni

T —m

(34) je moZno téZ prepsa.t do dvou vzé.jem.né oddélenych vzorct

LEST

fO)=5— [ e*g(z) dz,
]

kde o e

9(2) = [ e-*rf(z) ar (35)

! /
s

| —m ’

Funkclona,ln.i zobrazeni které bm&iuje flmkcl f(t) funkgi g(z)

,,obrac{‘* druhou, t. j. vy]a,druje funkei f(¢) pomoci jejiho obrazu g(z).

Druhy ze vzta.hﬁ (35) mizeme oviem téZ povaZzovat- za obriceni

prvgho. Proto’ nazyvame vztahy (35) inversnimi vztahy Laplaceovy

transformace. Laplaceovy transformace se velmi ¢asto pouZivéd v mate-
matické fysice.*) . ‘

*) Viz na pf. Carslaw-Jaeger: Operational Methods in Applied Mathematics,
Oxford University Press 1941 (rusky pfeklad Karslou i Eger: Operacionnyje
metody v prikladnoj matdmatike, Gosinoizdat, Moskva, 1948), Wagner: Opera-

( Pokrabovdnt na ndsl. str.)
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_'§ T1.)Logaritmické residuum. Princip argumentu. Logaritmickym
r&lﬁem funkee f(z) v bod®$ z = a nazyvime residuum jeji logarit-
mické derivace % v tomto bod8. Logaritmick4 derivace f?((—:;)- mize
mit singularity v singulirnfch bodech funkce i v jejich nulovych bo-
dech. BudiZ z = a nulovy bod ¥4du n funkce f(z); pak jeji Laurentiv
rozvoj v okoli tohoto bodu mé. tvar (§ 62):

f(z) = caflz —a)» + c”+1(z—a)"41.+ iy Cp O

a tedy
f(@) =ncaz—a)*-* +(n + 1) cpri(z—a)* +...
Odtud pro Lauréntovu fadu logaritmické derivace v okoli bodu z = a
méme
f(z) _ meq(z —a) + (n + 1) Cata(z —a)**! + ...

flzy — . Ca(z — a)"1 4 Cppy(z —a)™ B =
v 1 nc, + (0 + 1) Cpiy(z —a) + ...
. T z—a’ Cn + Cot1(z —a) + ... )

Podil dvou regulérnich funkef je regulirni v bod¥, v ném je délitel
rizny od nuly, a tedy v.okoli tohoto bodu je funkce rozvinutelnd
v potenéni fadu. Absolutni &len se uréi jako podil absolutnich élenii.
Tedy ‘

f'(2) 1

@) ~z—a

n

= + ¢ + ¢z —a) + ... (386)

zZ2—a

{n +colz—a) + ¢z —al + ...} =

torenrechnung nebst Anvendungen in Physik und technik, Leipzig,. 1940,
Vodigka: Operdtorovy potet a jeho technicko-fysikalni pouZiti, JCMF, Praha,
1949, kde je té%Z uvedena dalsi literatura. M. I. Kontorovié: Overacionnoje
isZislenije i nestacionarnije javlenija v elektri¥eskich cepjach, GOSTECHIZDAT,
Moskva, 1949. T. Karmén, M. Biot: Mathematical Methods in engineering,
(rusky preklad: T. Karman i M. Bio: Matematifeskie metody v inZenernom
déle, O(gIZ, GOSTECHIZDAT, Moskva, 1948), kap. X., V. A. Ditkin i P. J.
Kuzn¥cov: SpravoSnik po operacionnomu iséisleniju, GOSTECHIZDAT,
Moskva, 1951, Lurje: Operacionnoje isdislenije, Moskva, 1951 (zaméfeno na
mechaniku), M. Gardner, J. Byrnes: Transients in Linear Systems, (rusky
preklad: Gardner i Berns: P&rechodnije processy v linejnych systemach s so-
sredototennymi postoja.n.nymi, GOSTECHIZDAT, Moskva, 1951, Lavrentdv-
Sabat: Metody funkeij kompleksnogo pereménogo, GOSTECHIZDAT, Moskva
1951, kap. VI (v této knize najde dtenidF mnoho dopliujicf latky k latce vyklé-
dané v této knize). (Pozn. ptekl.) . :
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je Laurentiiv rozvoj logaritmické derivace v okolf bodu z = a. Odtud
je ihned vidét, e m4 v bodé z = a pél prvého ¥idu s residuem rov-
nym n. Logaritmické residuum v hulovém bodé funkce f(z) je rovno radu
tohoto nulovéha bodu.

BudiZ nyni z = b pélem Fddu p funkce f(z); pak lze v okoli bodu z = b
rozvinout funkei f(z) v fadu

C—p C—p+1 . ’
fte) = (z—0b) + (z — b)»—? FTom e ® 0,
a f'(z) v fadd
' ey . PC—y —(p_l)c—n
f@) = —pper + @by T
a tedy
flz) _ .1 —poipy— (P— Dotz —b) ..
fla z—0b" ccpt Cpt1(z—08) + .. -

Tz —b { ’
odkud dostivédme Laurentiv rozvoj logaritmické derivace v okoli
bodu z = b:

— P+ colz—0b) + ci(z—bp + ...},

@ _—=p sy
f(2) =;—pTotakz—b+.. (37)
Z (37) vidime ihned, %e z = b je pélem prvého.fadu funkce ff ((z))

s residuem — p. Logaritmické residuum funkce v pélu je rovno zdporné
vzatému fddu tohoto pélu.

PouZijeme téchto vysledki k dikazu jedné véty o argumentu
funkece, t. zv. principu argumentu. BudiZ f(z) reguldrni vSude v uza-
vtené. oblasti D kromé koneéného podtu bodd b,, b,, ..., bn, kde mé
poly rada p,, pg, Py, ..., Pm» & necht mi nulové body v bodech a,,
a, ...,a; ¥4dd n,, n,, ..., n,. Predpoklidejme jeité, Ze funkce f(z)
nem4 na hranici C oblasti D ani pély, ani nulové body.*) °

Za t&chto predpokladi je logaritmicka derivace regulérni na hranici

%) Lze dokézat, %o konefnost po¥tu nulovych bodd a péli vyplyvé z této
P . :

180 278



C a ma uvnitf C jen koneény poéet singularit. Podle residuové véty
& pouZitim privé odvozenych vysledki je
LS

§ /ﬂ(z)) dz = 2nilny + Mg + ... + 79— Py — Py — ... —Pm) = (38)

‘= 27i(N — P),
kde N'a P oznaduji polet nulovych bodi a podet péla funkee f(z)
uvnitf C, pH ¢em?Z ka?dy poéftdme s ndsobnosti jeho fidu.
Ujasnime si geometricky smysl nadi véty. Je

1@ L o ,
$ ey 2 ji dInf(z) — j dmife) + 1 f d arg {(2),

Obr. 120. ' |

(kde In i arg jsou n&které jednozn/a.éné a spojité vétve obou funkef).
Protofe funkce In|f(z)] je jednozna®né, nabude op&t pti obéhnuti
kontury C od jistého bodu z, vychozi hodnoty a je

$d In|f(z)] = In|f(z,)] — In|fzo)| = 0. '

c
P¥i ob&hu kontury C se miize hodnota argf(z) zménit, jestliZe pfi tom
bod w = f(z) ob&hne poditek w = 0 (na obr. 120 se kone&n4 hodnota
arg f(z,) li&f od vychozi o 6z). Je tedy .

;ﬁd arg f(z) = 4 arg f(2),
pa
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kde jsme symbolem 4, oznaéili zménu arg f(z) pfi ob&hnuti kontury C
(t. j. rozdil)imezi koneénou a vychozi hodnot.du) Tato zména miZe
byt obecnd nenulova. ’

Tedy
f'(2)
§ ) dz = ide a,r'gf(z) i
a vzorec (38) moZno psit
f@ 4, 1 '
= _(f Tt 8 = 5 desrefls) =N —P. (39)

Vzorec (39) v-y]a,dru]e tento princip:

Princip argumentu. Je-li funkce f(z) requldrni véude v uzaviené
oblasti D kromé koneéndho poltu, péli a nemd na hranici této oblasts-ani
Ply ani nulové body, pak rozdil nulovijch bodd a pélu této funkce wvnit¥
oblasti D, kde ka%dy pél resp. nulovy bod poéitdme s ndsobnosti jeho Fidu,
je roven przrustku arg {(z) pii obéhu hranice C dé'lené’mu 2.

Jako piiklad dokdZeme Rouchéovu vétu:
Jsou-li f(2) a g(z) requldrni v -uzaviend oblasti D a je-li na hramici

této oblasti |{(2)|'> |g(2)] > 0, maji funkee f(z) a f(z) +g(z) v thto
oblasti stejny polet '{m_lovych bodi, (kaidy nulovy bod politdme s phsluJ-

nou_ndsobnosti). '
Dikaz. Budﬁ C hranice oblasti D. Je arg []‘(z) + g(z)] =

= argﬂZ) + arg {1 + ";(( ))} a tedy Ao arg [z) + 9()] = Adcarg f(z) +

+ Ag arg {1 + % ; } Podle pfedpokladu pro vechna z na C je vSak

5/]((z)) < latedybodw =1 + !f](( )) lezf uvnit¥ kruznice |@ -1 <1

Tento kruh neobsahuje bod w = 0, a tedy w se pfi obéhu knvky C vréti

ke své vychoz{ hodnoté. Tedy Ad¢ a,rg {l + '(;Ez;} 0a

A arg [{(2) +9(2)] = 4¢ arg f(z). |
Jeliko? ani f(z), ani f(z) + g(z) nemaji v D #4dné pdly, posledni vztah

N [
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podle principu argumentu znamend, Ze obé funkce maji v D stejny
podet nulovych bodd (neboﬁ_ na C je |f(z)| > 0 a |f(z) +g(z) =
= )] — |g(z)| > 0, takZe je moino poliZit principu argumentu).

Rouchéova véta je velmi piihodnd pro vypodet poétu nulovych
bodi.

P#iklad 1. Abychom stanovili podet nulovych bodd funkee

— 42 42— 1=0,
lezicich v jednotkovém kruhu [z] < 1, poloZime f(z) = 2% — 42% a
g(z) = 2> — 1. Na kruZnici |2| = 1bude |f(z)] = |2* — 4] = 4 — |¢|* =
9) = |2 —1] < |?| +1 = 2. MiZeme tedy pouZit véty

Rouchéovy a pocet nulovych bodii nasi funkce je roven poétu nulo-
vych bodi funkce 28 — 425 = 2%(23 — 4) uvnité kruhu |2| < 1, ktery
dini 5, nebof 22 —4 + 0 pro |2| < 1. ~

P¥iklad 2. Abychom stanovili podet nulovjrch bodi funkece

e =12 11

uvnitt jednotkového kruhu |z| < 1, poloZime f(z) = z, g(z) = e*- "
Na kruznici |2| = 1je|f(z)] = 1, |g(z)] = e*-* < e!~2 < 1, nebof 4 > 1,
a pouZijeme-li opét véty Rouchéovy, je pocéet nulovych bodi
nasi funkce roven po¢tu nulovych bodu funkece f(z) = % uvnit¥ jed-
notkového kruhu. Funkce f(z) = z ma jediny takovy bod, a to z = 0.
Vsimneme si jeSté toho, Ze reilna funkce ¢(r) = e*-2— x nabyvai
kladné hodnoty v bodé z = 0 a zdporné hodnoty v bodé z = 1, t. j.
koten lezi v intervalu (0, 1). Odtud plyne, Ze hledany kofen je reéln}’r
a kladny.

Piiklad 3. DokaZeme si zde jako piiklad t. zv. fundamentilni
vétu algebry: Libovolng mnohotlen n-tého stupné

P() = ag" +-az"~! +... +aa (2 + 0)

md prdvé n kofeni,. (PFitom pobitdme mnohondsobny kofen s piislusnou
ndsobnosti.) PoloZime f(z) = az® a g¢(z) = a;z"-* +... +a,. Na
kruznici |z| = R je |f(z)] = |ao] B™ a |g(2)] < |a,| B~ +... + |a,].
ProtoZe mocnind R® pro pfirozené n roste rychleji nez libovolny-
mnohoélen stupné n — 1, 1ze najit tak velké R, %e na kruZnici |z| = B
plati |f(2)] > |g(z)|. S druhé strany je lim g(z) = oo, a tedy pro dosta-

Z—>w®
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teéné velké R je na kruZnici [z] = R |g(2)] > 0. Pak podle véty
Rouchéovy je potet nulovych bodd funkee P(z). = f(z) + g(z) a funkce
f(z) uvnitt kruhu |2| < R stejny, ale poéet nulovych bodd druhé
funkce v tomto kruhu je roven
pravé n, coi se mélo dokizat.
Protoze lim P(z) = o0, leZi ziejmé

2> @m

v tomto kruhu ySechny nulové
body funkce P(z).

§ 78. Rozklad funkce cotg z
v nekoneény soucet zlomkai. Mit-
tag—Lefflerova véta.

Funkce

1z —~iz )
cotgz = ¥ _ & e Obr. 121. .

sinz e —e

je meromforni (§ 71) a m4 pély prvého ¥adu v bodech z, = kxn (k = 0,
. cosz
(Sinz)l 2w K
je ohranilena v celé roving (z) s vynétim libovolng malych okoli bodid
2. |2 — 2| < r. ProtoZe cotgz je funkce periodickd s periodou u,
nabyvi stejnych hodnot v pasech kx < Rez < (k + 1) = a staéi tedy
dokéazat jeji ohraniéenost v pisu 0 < Rez < # 8 vyhatymi pilkruz-
nicemi |z| <r,Rez>0a |z—ax| <r, Rez < 7. Je

+ 1, 4+ 2,...)sresidui R, = = 1. DokéiZeme, %Ze naSe funkce

e 4l _ e ob
leotezl < o —Joz)) =l — e’ \
v -2y -2
a,tedy proy—l]e |<3otgz]<e —er _1Her 1+te

v — eV 1l —62v =1 —e2

a fu.nkce je ohrani¢ena. Podobn& pro y << — 1 dostaneme

v 4 e 14 e 1+ e2
leotgz| < S T T e =1 ot

\

a funkce je op&t ohranitend. Potom viak z vlastnosti spojitych funkei
(§ 13) plyne, Ze funkce je ohraniend ipro —1 <y < 1.
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Tedy |cotgz| je ohranifend v celé roving (z) s vynetlm bodi =z,
pro néz plati |z — z,] < r, a lze najit takové &islo M, %o s vyjlmkou
uvedenych bodi je pro vSechna z ;

1fz)] < M. (40)

JelikoZz cotgz mé v bodé z = 0 pél prvého fadu s residuem rovnym
jedné, je hlavni -¢ast jejiho Laurentova rozvoje v okoli bodu z = 0

rovna 1;, a tedy funkce
f(z) = cotgz — 1
z \\
mé v bodé z = 0 odstranitelnou singularitu. Z lichosti nasi funkce
plyne lim f(z) = 0 (neboﬁ pii prichodu bodem z = 0 tfeba po ose «

musf n:;:ut znaménko a._ zhstat spojitd). PoloZime tedy definitoricky
f(0) = 0 a funkece f(z) bude regularni v bodé z = 0.

Oznadme C, kruZnici 2] = (n + 3)7 a budiz z bod, lezici uvnitt
| —C% ma pak ﬁvniti" C.,
plly prvého fddu v bodech { =za { =z, (0 < |[k| £ n) s residui
¥t fmz) . @« = cc(ccﬁcz—(ssxﬁ) -in “m

Podle Cauchyho residuovlé véty pro z + k=

této kru#nice a rizny od bodu z,. Funkce

LIOL gy 5

2xi t—z ik — 2
Cn

(41)

kde znak Z' znamend, e p¥i séitdni vynechivame index k = 0 (nebot
bod { = 0 neni pélem funkce f(£)). Dosadime-li z = 0 do (41), dosta-
neme : ‘

1 ffQde < 1
27 § ¢ B k;,. kn’ (42)
Cn
nebot f(0) = 0. Dosadime-li (42) do (41) amtZeme piepsat (41) na tvar
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_ s 1 S, 1 1 [fpdt 1 -Lf0dE
i) = kgﬂ kn —z +k=§;,; kn + o7 J t—z 2l § ¢ -
) Cn Ch

Ly 1 ,
’ _k.cz_ﬂ(z—kn+kn)- S ffg(;—z) (&)
A
Nechme nyni n — © a z nechf zistane pevné. Protoze pro r < i«
lezi v8echny C,, v oblasti, pro kterou plati (40), a v poslednim vzorei

o 1 1 1 _ N
ICI - eﬂ) u— Z] —- Ié-l T [Z| Qn _ ,|Zl’ kde Qﬂ - (n + %)TC Je p?lo
mér kruznice C,, j je ) *

4; ©)d¢ | . M. 270,

|72e =2l = et — i

a tedy f — 0 pro n — co. V limité nabyva (4‘1') tvaru

@

: 1 1) ‘
f(Z) =k_—_z_.m(2'—-k7'£ + E)a z % kTZ,

odkud

‘c;otgz = -i: + > ( + = ), z + km. (43)

k=—wm

z—kn

V koneéném kruhu [z| < 4 pro dos_ta,teéﬁé velkd |k| plati pro modul
obecného élenu fady (43)

4

1 2] A 1

\ 2 %l
N +®
Koeflclen’o pii — k2 - je ohranideny a rada\}c gm = konverguje. Odtud

ihned vidime, %e ¥ada (43) korverguje poéinaje n-tym &lenem stejno-
mérné a absolutné v libovolném kruhu 2| < 4.

Z toho plyne, Ze pro libovolné koneéné z + kn miZeme v fadé (43)
piestavit &leny libovolnym zpiisobem. Slouéime-li v (43) vidy dva
¢leny, které maji stejny modul a jejichZz indexy ma]i opacné znamen.ko
muzeme (43) prepsat ve tvaru .
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cotgz = - + Z —k“, z =|= kn. (44)

Odvodime je§té vzorec, ktery dostaneme z (43) a (44) zaménou z na
nz: T

1 = 1 1
7 cotgmz = > +,k=§—:m (m + Tc) -|—,Z Py (45)

Residua péla funkee cotgz z = kn se vesmés rovnaji jedné, a tedy

! ~ (k=0,4+1, £ 2 ) jsou hlavnimi dstmi jejich Laurentov-
”

skych rozvoji v okolf bodii z = kn. Rozvoj*(43) se sklddd z hlavnich
&ast{ Laurentovych rozvoji a je v tomto smyslu analogicky rozkladu

racioné,lni lomené funkce na parcidlni zlomky (§ 71). Rada ?15-—}—.

+ Z k ——— pozustavajici jen z hlavnich &isti{ Laurentovych rozvo;fl

k m— & —

]e divergentni, 1ak se snadno dokéZe. Proto byly v rozvop 43k hla.vnim

éastem pnpo]eny jesté cleny kl’ které zaruduji konvergencl fady (43)

. o . A1z
Na,p_iéeme-h si Tayloriv rozvoj pro ey el il v R

vidime, Ze IcL je prvym &lenem Taylorova rozvoje hlavni dasti podle

mocnin %, vzatym se znaménkem minus. Podobné tvrzeni plati pro
meromorfnf funkce’obecns. Platf

Mittag-Lefflerova v&ta. Nechf je f(z) meromorfni a md pély v bodech

. . . ‘ . 1
z2 =y, |a, < |a,| < ... shlavnimi &dstmi Laurentova rozvoje g, ( T ) =

G
= Gi(2); necht BP'(0) = G4(0) + Gi(0) 2z + ... + Z)’( ) 2? 7oza¢‘fatek Tay-

lorova rozvoje hlavni &dsti g,,(z — ) podle mocnin z. Pak existuje

posloupnost celyjch &isel p, a celistvd funkce fy(z) tak, Ze rozvoj

1) = fole) + 2. {g,;(z - a,,) hi’*’(Z)} (46)

/
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konverguje absolutné a stejnomérné pro vdechna z + a, v kaZdém ko-
neéném kruhu |z] < A.

Rozklad (46) je analogicky rozkladu raciondlni funkce lomené na
celistvou &ast a parcidlni zlomky a nazyva se Mittag-Lefflerovim roz-
vojem funkce f(z). Setkdvdme se s nim v mnoha dileZitych problémech.

§79. Rozklad sin z v nekoneény soutin. VE&ta Weierstrassova. Rada
(44) konverguje stejnomérné v libovolném koneénémy kruhu |z| <4
pro z + kn. Lze tedy najit pro libovolné ¢islo ¢ > 0 takové &islo
N, = N(e), Ze pro viechna N > N, je v rozvoji '

cotgz —_% _,,Z k2 T + ay(2), (47)
lxa(2)] < e, ' (48)

pro viechna z + kx v kruhu |z| < A. Levé strana rovnice (47) je
funkece regulérni v bod$ z = 0, kdy% polo#fme levou stranu v bods
z = 0 rovnu nule (viz pi'edché.zejici paragraf). Integrujeme-li podél
libovolné cesty od bodu z =0 do bodu z + kxn (mtegra.éni cesta
neobsahuje body z = k=), dostaneme
o+ f oy(z) dz.
0

Funkce ﬁ je v bodé z = 0 rovna jedné (plyne z pfedpokladu 'o re-

A . z N
In % = In(2 + kn?)

’ 0 k=1

gularité) a tedy ln — =1In % —Inl =1In H aln(z? + kznz) =
— kP 22 . .
=In —W =In|1 — %) Nase posledni rovnice nabude tvaru

N 2
— S (1 _Ez‘;—z) + Byl2), (49)

kde v disledku (48) pro viechna z % kx z kruhu |z] < 4

lﬂN(z)|,= lj"‘N (2) dzl <e.24 .(50)

1
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(libovolny bod z + k= z kruhu |z| < 4 muZeme spojit v bodem z = 0
kfivkou, jejiz délka < 24; v tvaze piedpokliddme, Ze mtegru]eme
podél takové kiivky). .

PiepiSeme (49) na tvar

. n
sinz I_I 22
— eﬂﬂ(‘) (1 —_— -kz—ytz-),

2 k=1

kde II je znak pro nésolSem’. Z nerovnosti (50) plyne, Ze pro z + kx
z kruhu |z| < 4 je lim §4(z) = 0 a tedy pro N — o0 ef¥®) — 1 a
Noo -

. . 22 - sinz
lim J] l—os) = —

N-ow k=1 K4
Definice. Existuje-li limita
1(2) —th k]_[ 1+ .fk(z)) (51)
- !

a je-li riznd od r;uly v kazdém bodé jisté oblasti D, fikdme, Ze
nekoneény soulin | (1 + fi(2)) konverguje v oblasti D k funkei /(z).
k=1 ' .

Poznamka. Snadno se dokaZe, Ze v konvergentnim nékoneéném
soudinu' tvaru (51) je fi(z) > 0, Ze soudin twaru (51) konverguje sou-

dasné s fadou . f,(z) (jsou-li funkee fy(z) od jistého indexu poéil’mje
k=1 '

téhoZz znaménka pro pevné z), Ze soudin (51) konverguje absolutné
a %e je moino libovolné premisfovat jeho é&leny, konverguje-li fada

z fkkz) absolutné atd.
k=1

Poznéamka 2. Jestlize jsou mezi &leny souéinu (51) &leny, které
nabyvaji hodnoty 0 v bodé z, a jestlize po vynéti téchto éleni je (51)
konvergentni v naSem smyslu, fikdme, Ze (51) konverguje k nule
v tomto bodé. Predpokla.d Ze limita (51) je od nuly rizni, je nutny;
chceme-li, aby si nekonecny soudin zachoval vlastnost konedného
soutinu, totiz Ze je rovny nule tehdy a jen tehdy, je-li aspon jeden
z Ciniteld rovny nule.
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Muzeme tedy nyni ¥ici, Ze pro z + kx z kruhu Izl < 4 muZeme sinz
psat jako. nekone¢ny souéin -

sinz =z ,E ( kznz) (52)
Pro z = kn konverguje tento soudin k nule a naSe vyjadeni sinz
nekoneénym soudinem je platné pro vSechna z z kruhu |z| < 4. Pro-
toze miiZeme &islo 4 volit libovolné veliké, plati naSe vyjddfent funkce
sinz ve tvara nekoneéného soubinu pro vdechna koneénd z. Tento soucm
po prvé odvedil (jinym zpasobem) Euler.

Kdybychom v na$i ivaze vy&li misto z (44) z rovnice (43), dostali
bychom misto (52) souéin

P 2
sinz =2 [ (1 —é) ek (53)

k=—m
kde znak " znaéi, Ze v so‘uéi'nu vynechévéime index k = 0. Vyjadieni
(563) je rovnéz platné pro v3echna koneéna z.
Vztah (53) pfipomina rozklad mnohoélenu v kofenové &initele
. on z
P(z) = Az —a,) (z—ay) ... (z—a,) =B ][] (J ——),
. k=1 Qy,

znidmy &étenafi z algebry (pro funkei sinz jsou body a; = kx rovnéz

nulovymi body). °Rozklad n (1 _Ez_) obsahujici jen &initele, ktefi

k=1 k,

odpovidaji nulovym bodim, je divergentni, jak se snadno dokaZe.

V rozkladu (53) byli proto jestd pr1p01en1 dinitelg ek:l ktef{ zarudujf
konvergenci souéinu (53).

Podobny rozklad je mo#no najit pro libovolnou celistvou funkei a plat{

Weierstrassova véta. Budif f(2) celistva funkce s nulovgmi body v bo-
dech z = ap (0 < |ag] £ lay| £ ... < x| £ ...); nulové body pocitdme
s pFislu$nou ndsobnosti; ddle necht’ md funkce v bodé’ z = 0 nulovy bod

Fddu n(n = 0); budif AP(z) = — z_z2 ... -
K H

- 285



i ! :
lorova rozvoje- funkce In (1 —5) podle mocnin z. Pak eXistuje posloup-
(3

nost celych &isel p, a celistvd funkce fo(z) =+ 0 takovd, Ze pro véechna
koneénd z plati rozklad

f2) ﬁ (1— —) —HPe) (54)

Rozklad (54), ktery je analogicky rozkladu mnoho¢lenu na kofenové
¢initele, se nazyva Weierstrassovym rozkladem funkce f(2).

Obr. 122..

Priklad. 'Méjm; nekoneénou fadu bodovych virt se stejnou inten-
sitou P, jeZ jsou rozprostieny v bodech z = a, + ki, t. j. leZi na jisté
piimce ve stejné vzdalenosti, ktera je rovna I od sebe (virovy fetézec,
obr. 122).

Z pocatku budiZz pocet virt konecny a roven 2N +1 (|¥ < N).
Komplexni potencml proudéni v libovolném bodé z°4 @, se pak rovna
soudtu komplexnich potenciali jednotlivych viri:

- r (z — ay) & z — —a; |\l
Pylz)-= 2mi {Ln i +k§1 (Ln S+ I kl )}

"(kde' jsme nasobili z — a, ¢islem %a»(z - ) éislem:lﬁ, ¢imZz se

zménila jen nepodstatns adiéni konstanta; viz § 39). Po tpravé
muiZeme psat:

I [ae—a) & [ c—ap)
Py(z) = 5= L“{ — H(I—Tp)}-

k=1

Cleny tohoto vyrazu se lisf od 8lentt vyrazu (54) jen tim, Ze misto z
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(2 — ag)
l
potencidl virového fetézce:

w=q><z)=2iniLn{"(z ao)l—[( w}=

k=1 k2l

zde mame . Dostavame tedy v limité pro N — oo komplexzni

(85)
_ T g e
2m
Analogicky se odvodi vzorec pro komplexni potencidl nekoneénd
mnoha bodovych naboji velikosti +g¢ rozprostfenych. v téchZe
bodech a,: ‘
C F() = — 20iLnd TE—%) 77 (; 2E—a*)l _
w=F(z) = —2q Ln{ 7 11 (1—- 7 =

k=1

T ey
sin——7—

§ 86 Eulerova funkce I'(z). Budeme ‘nejprve definovat logagitmic-
kou derivaci Eulerovy funkce I'(z):

(1 +“)=—C—Z(;ﬁ—%)’ (56)

kde C je konstanta, jejiZ velikost jests urdime. Rada (56) sestivé
z ¢lend fady (45) pro & cotgnz se zapornymi indexy.*) Je to vlastnost,
které si viimneme jedté pozdéji. Rozvoj (56) je ziejmé Mittag- -Leffle-
rovym rozvojem funkee (1 + z), ktera je tedy meromorfm a md poly
prvého fadu v bodech z = — 1, — 2, — 3, .

Eulerova funkce I'(z), nazjvans té% gamm@;funk_%_jgé@i@?ﬁ!é&&

svou logaritmickou derivaci

k=1

InI'(1 + 2) =f1p(1 +2)dz. = —Cz —'i {ln (1 +%)—%} : (57)
‘0

kde z =|=/— k(k=1,2,3,...); integrujeme podél libovolné cesty, kters
*) Vzorce (45) a (56) se lisi jest$ znaménkem k. '
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neprochéz{ pravé uvedenymi body. K tomu nis opraviiuje stejno-
mérné konvergence fady (506).
Odlogaritmovanim rovnice (57) dostdvame

1 e ] (1- + %) e ¥, (58)

I'l+2) =1

kde nekonedny souéin konverguje, nebot je &asti Weierstrassova roz?}
voje pro s}nnz, odpovidajici zdpornym indexdm k,**) Z (58) plyne,
ze funkce 1"(1—1-|-z) je celistvd a mé nulové body v bodech z = —k
(k=1,23,..) a jen' v téchto bodech. Funkce I'(1 4-2) nenabgjvd
nikde hodnoty nulové, je meromorfni a md pély prvého fadu v bodech
r=—Fk(k=123,. )ajenvté’chtobodech

~Z (58) plyne dale: I'(1) = 1. JelikoZz podle piedpokladu I'(2) & 0
a konstanta C neni jeité uréena, polozme I'(2)a 1. Pak uréime kon-
stantu C' takto: Z (57) plyne

0 = —C—él{ln(l +%)—%} ‘

— lim i{%—ln({w 1)}.

n—w k=1

Piidame-li k vyrazu v zivorce Glen n;—l—'l’ ktery nezméni hodnotu

limity, nebof v Limité je po _]i'_ TG 0, a jestlize misto » + 1 piSeme n,

dostdvime koneéné pro C vyjadieni-

¢ =lim {1+1}+...+71b—1nn}§ (59)

n—+w

© #*%) Viz vzorec (53), kde jsme zamé&nili k za — k a z za 47z.
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Konstanta C se nazyvéd Eulerovou konstantou*) a nadi tvahou je do-
kézana jeji existence.

Odvodme si nyni nékterd vztahy pro funkm I'(z). Predeviim z (56)
dostaneme pro z + k

§(L + 2) — () = Z{W+;_1—Zik}=§

nebof viechny ostatni 8leny se zrudi. Integrujeme a dostaneme rovnici
InI'(1 +2) —Inl'(z) = Inz- + 4, kde zbyva jesté urdit integraéni
konstantu 4. Je ra +z) AzI'(z); poloZime-li z =1, dostaneme
4 =1, nebot F(l) =T1(2)=1, a konetné hledany vztah

jr(l +2) = 2I(2). (60)

.Rekurentni vztah, ktery jsme pravé odvodili, umoziiuje vypocet
I'(z) vpasechk <Rez<k+1 a k—2<Rez<k—1, jsouli
znamy hodnoty v pésu F1< Rez Lk Pomoci ( (69) dostaneme
postupné:

e +2) =@ +)E + 1) = & +1) 2I(), -
T +3)= (42T ¢ +2) = @ +2) + 1)2l@)
a koneéné pro celistvd kladnd n:
Nz +n)=(z+n—1)( +n—2),..200) (61)

Pomoci vzorce (61) mitfeme stanovit hodnoty funkce I'(z) v celé
rovingé, zname-li hodnoty v pasu 0 < Rez < 1.

Specidlné polozime-li z = 1, dostaneme

I'(l1 +n)=mnal. (62)
odkud je vidét, Zze I'(z) je pokracovamm celobiselné funkce n! do kom-
plexniho oboru.

Pomoci (61) miZeme t6éZ najit residua funkce I'(z) v jejich pélech.
Podle uvedeného vzorce je

: T +n+ 1),

() = 2(z+1)...(z2 + n)

+ ¥) Jeji piibliZnd hodnota je 0,5772157. -
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odkud podle (41) § 67

resl'(—n) =
. . 1
=zl—];gln(z + n) F(Z) =$]~.—1>I-I-lﬂ Z(Z + 1) ces (z + n — 1) F(Z T + 1) =
1 ) ‘
gy iy ) oy | L
a konecéné ‘I
resl'(—n) = .(—n'l)n. (63)

Déle plyne ze vzorce (58)

1 z . 2. (. 2 —%
Te) — TA+9 ~=° El(l*%)e

1 e z) %
o9~ H(l—z)e :

k=1

Vyndsobenim téchto rozvoji tak; Ze nidsobime odpovidajici &leny
(snadno se dokaze, Ze je tento postup dovolen), dostaneme;

1 = 22
TR T —2) ° ,11 (1 _F)' |

i

Porovname-li nd§ vyraz s rovnici (52), vidime, Ze se pravd strana

L1
rovna — sinnz, a tedy
: .

Iz Il —2) = (64)

sinnz’
Vzorec (64) ndm dovoluje vypolet hodnot funkece I'(z) v pdsu
0<Rez< 1l (atedy i hodnot funkce I'(z) v celé roviné) pomoci
hodnot z pasu 0 < Rez < 4. Specialné pro z = 4 dostaneme I'*(}) = =,

odkud '
rg) = J=. : (65)

V zavéru uvedeme jesté tabulku s hodnotami funkce I'(x) v inter-
valu (1, 2) realné osy:
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T 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 | 1,9

I'(x) |0,9514|S,9182(0,8975)0,8873|0,8862 (0,8935 | 0,9086 {0,0314 | 0,9618

Pribéh funkce F(x) je pro '
realnd z graficky zndzornén
na obr. 123, kde je téZ zob-

razena funkce L Obecny

I'(z) 2
prib&h funkce I'(z) jasné 1 i
Plyne z jejich vlastnosti, i ,7-‘3 1
které jsme vyse uvedl. Po- 1h-r ;
znamenejme jedts, Ze rychlé | 2] 0l i .Zi’
priblizovéni{ minim funkce i 4

I'(x) k zaporné ose pro xz —
— — o je spjato s rychlym

ubyvanim jejichresiduf v pé-

lech. Podle (63) je v okolf

_ Dl
- N
1
[
prs
\\
L
Nja
-
Y
w

bodu z = —n
_ (— 1) 1
I'(z) = n! _+.:v—|-n+;
+ e+ ez +n) + ... Obr. 123.

a s ristem » velmi prudce kles4d koeficient hlavni éastl Laurentova
rozvoje.

\@8?. VyjéidFeni F-funkce pomoci integrilu.
Integral
= [e-ts-1ds, (66)
0

kde ¢ jo redlnd proménni, z = z - iy komplexni parametr a pod
t*-1 rozumime e=-¥" (§ 32), konverguje pro viechna z z pravé
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;poloroviny Rez'> 0. Dikaz: |e-t:-!| = e-t+@E-DI — g-ta-1 (-
nitel e~* zarutuje konvergenci (66) na pravém okraji pro viechna z
‘g ginitel -1 konvergenci ha levém okraji pro z > 0.

Mgjme posloupnost funkei

4 " ‘z—l
N ‘fﬂ(Z) —:f(l—?—l) 7 ds.
0

Protoze (1—%) —~e~t pro m—> co a horni mez integrilu v f,(z)

té% — o0 pro n — oo, i fa(?) > f(2). Presny dikaz tohoto tvrzeni
nespadd do rdmce. nasi knihy, a proto od ného upustime. Dosadime

< t . N
do vyrazu pro f,(z) novou proménnou v = ) integrujeme per par-

tes:
1 1
i £
f,,(z)=nff(1—‘r)"t“ldt=n‘f(1—r)"d%-——
g ’ 0
X 1 ’ 1
=£z1:' 1—7)" +7inf(l — )l dr =Eznf(1—r)"—1r‘dr,
2 o 2 -z
0 0

kde vyraz stojici mimo integrdl je roven nule. Budeme nyni znova
integrovat per partes tak dlouho, aZ nam za integraénim znaménkem
zmizi vyraz (1 —z). Vyrazy stojici mimo integril budou vidy po
dosazeni mezi rovny nule a po koneéném podtu kroki dostaneme:

1

- n*n! s4n—1 —
f’”(z)=z(z_—|—1).'..(z+n—,-l)ft+ dv =
L 5
. o ntn! .
_z(z+1)(z—i—.z)...(z—|—n—1)(z+n)-_ ’
ezlnn

'z(l +%)(1 +§) (1+7"L)

i
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Vysledek si jedté trochu upravime. Nésobime éitatele i jmenovatele

a1
" — Xz ‘
zlomku &fslem e %-1* a dostaneme: !

1 1
—z 1+E+...+;—lnn)

e
jﬂ(z) = 2 £ 2\_® =
2(1 4 2) e—~‘ (1 + E)e—i...(l 4+ ;)_;
N 1
1 1 n ; s
v z.ez(1+E+...+;—lnn) knl (1 _'_%)e—i
y =
Pouzijeme-li jeté (59), (58), (60), dostaneme koneénd
\
. 1 I'l 42
fle) = lim f(z) = ——— R (©)
n—> v -
ze% | (1.+_z_)e k
k=1 k
Jako vysledek jsme tedy dostali integrdini vyjddfent I-funkce:
| I'(z) = [ e-#z-1dt, Rez > 0. (67)
o . —
Mgjme nyni integral ’
4
F) = fo-tzr-1dz,
° i c /
kde integrujeme podél cesty vyznatené _; — "

na obr. 124. Cesta je sloZena z horniho
a dolniho okraje redlné poloosy a oblouku
kruZnice |{| = r. Pod {*-!budeme rozumst
funkei e~ kde In je ta vétev loga-
ritmu, proniz 0 < arg ¢ < 2x. Na tiseku (I)je = ta ¢ = e-yint —
— tz——l’ na dseku (II) je &= te2 g cz—l ' gle—Dlnt+2al) eanlztz—l’
a tedy

Obr. 124, -

Fey=[+[ +[=[ettr-1dt + [e-t{=-1dl +
I I IIr © . 14

+ et [ e-tz-1dt — (g2 _'1) fe-t-2dt 4.
r r I
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Predpoklidejme nyni, %e Rez > 0; pak na tseku (II) { = re'?,
le=€ (2= = e-rcosp p=-linr—pv > Ay2-1 kde A je jistd konstanta, a
1f| < Ar*-2nr = A,r?, takie [ — 0 pro r — 0. V limit& dostaneme
ir I

po odedteni (67)
F@) = (e™=—1) f e-ttz-1dt = (et" — 1) I'(2),
a tedy konedné |
! I'(z ém—_l f e=¢(*1 dZ. (68)
-

Integrilni vy]adreni I' funkce jsme odvodili pro body z lezici v pravé
poloroving. Citatel vyrazu (68), t. j. mtegra.l f e~-tf==1d(,. je viak

funkee celistvé a rovnéZ. jmenovatel ]e fu.nkce celistva s nulovymi
body v bodech z =k (k= 0, 4-1, + 2,...). Pravd strana rovnice
(68) je tedy reguldrni ve viech koneénych bodech kromé boda z = k.
Levé strana rovnice (68) je podle toho, co jsme si dokizali diive,
regularni ve vSech koneénych bodech kromé bodd z=F% (k= 0,
—1,—2,...). Pro pravou polorovinu jsou ob# funkce shodné, a proto
podle véty o jednoznacdnosti (§ 62) budou shodné pro vSechny body
oblasti, v ni% jsou regulirni, a rovnice (68) ndm ddvd integrdlni vy-
jadfent I'-funkce, platné pro vdechna koneénd z kromé wvedenijch vi-
jimek.*)

"Vyjadfeni (68) je zajimavé také z toho divodu, Ze definuje mero-
morfni funkei I'(z) jako podil dvou celistvych funkei (viz § 71).

Polozime-li v (68) misto z vyraz 1 — z, dostaneme:

T —2) = —— f omtgrap = S f e~f(— )= df =
C

(o]

i - -3
~ 2sinnz fe “—¢)de

c

’

Ziaménime jesté { a — {, pfi CemZ se integraéni cesta C z obr. 124
*) Pro Rez < 0 nelze v nf pfejit k limit§ pro r - 0 jako v pifpadd Rez > 0.

294



zaméni cestou C, z obr. 125, a pouZijeme,(64). Po tipravé dostivime
integrélni vyjddteni funkce I'(2):

C,

Integrilni vyjadieni (68) a (69) se
nazyvajil Hankelovy vzorce.

‘.I/ ¥ e X
CI
Obr. 125. Obr. 126.
ULOHY
\l) Vypoitséte integraly:
@, a0 \
dz cosaz dzr . . sinz \"
sd dz;
\B)f )fcosx+ ,a>10)f EA | )f(:c)
‘ —
a @
y sinvds -, il l<a<1 <i<
Q) ; — a —=n 7
2wl 4+ 2?4 2h)’ ) 1 + 2z cosd + %
0 0
1 @ . cn/ e

)f dz h) o Inz dz . _)f Inz dz
g s 0 HE .
S Ja=aarep Y @FA 1A

‘2>, Které funkee mé integralni vyjédient
~ etiw
1 etz -
— dz,
f) = 2 22 z
a—im

" kde integrujeme podél piimky Rez = a > 0; ¢ redlné prom¥nné.
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\3_.) Dokazte, %e rovnice A — z — e~% = 0, kde 4 > 0, mé v pravé poloroving
jediny kofen, a to redlny.
) *

4. Dokaite: Je-li /(z) regulérnf v kruhu |z| £ 1 a |f(2)| < 1, mé rovnice f(z) = z
uvnité tohoto kruhu jediny kofen (t. zv. samodruZny bod pfi zobrazenf
w = f(z)).

5. Najdéte rozklad funkef:

7 1

. 1
t 3 b ] d
a) tgz; b) sinz c)» cosnz e d) e — 1

v fadu parcidlnich zlomk.

6. RozloZte v nekone¥né soudiny funkce:
a) e* — 1; b) cosmz — cosnzy; c) coshz — cosz. !

7. Stanovte komplexni potencidl pole nekonednd mnohe bodovych néboji
stejné velikosti se stfidavygi znaménky, kterd jsc'>u rozprostteny v bodech:
ze=kd (k=0 +1, 4+2..)

8. Jaky je komplexni potencidl prouddni kapaliny v nédob¥ zobrazené na
obr. 126, kde je ve stfedu dna vyvrtén maly otvor, jimZ vytéké @ litri
kapaliny za sec. PouZijte methody zrcadleni na sténéch (§ 45).

@ Vypoétste pomoef I'-funkce Poissoniv integrél

!

@
I={e=dz.
0

10. DokaZte, %e v pésu 0 < Rez < 1 je

alz

w
[ r-le-tdt = I'(z).e 2,
0

& pomoc{ uvedeného vztahu vypoét&te pro n» > 1 integrély

@ [ -]

/ | - [ singer
a) | cos(t?) d¢; b) [ sin(e®) d¢; c) - de. .
; o

0 0 \
11. DokaZte, Ze se Eulerova funkee prvniho druhu (t. zv. betafunkee) B(p, q) =

1 .
= [tr=1(1 — t)?~1 d¢, kde Rep > 0, Req > 0, vyjadif pomoci I'-funkce
0

vztahem- ¥
I'(p) I'(q)

B(p, q) = —— 2,
®9= 1,59
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\12.) Vypobtéte pomoct I'-funkes iniegrély:
- in in
a) fsin®p cos®p dyp; b) [ tgPp de;
0 ) 0

@

1
) dz ™ dx -
¢ . .
Vl—a:" d) (a+b.’l")p Ka>0)b>01@>m+1)

0 0 ‘
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