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KAPITOLA I

PREDHISTORIE NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

20. Poseidonios, Aganis, Proklos, Nasir-Eddin, Vitale, Wallis. JizZ na
zadatku této knizky jsme Fekli, ielobjev neeukleidovské geometrie m4,
kofeny v dobé Eukleidové, kdy néktefi z feckych matematiki vézng
pochybovali, Ze by se V. postuldt nedal dokazat z ostatnich a pokouéeh
se_podat_dikaz tohoto postulatu Takovych matematika byla celd
fada {Nejstarsi z nich, které zname podle jména, byli Possidonios a Aga-
nis (L. st. pf. Kr.). Domnivali se, Ze k dikazu stac¢i zaménit Eukleidovu
definici rovnobéZek definicf jinou. Jak znamo, Eukleides nazyva rov-
nobézkami pfimky, lezici v roviné, které se neprotinaji. Ma tedy gra-
maticky negativni tvar, a proto ji néktefi povaZovali za vadnou.

Poseidonios a Aganis definovali rovnobéiky jako pfimky v roviné,
kferé maji od sebe stdle touf vzddlenost. My viak vime, Ze ]1z pouhy‘
predpoklad, Ze existuji ekvidistantni pfimky, je ekvivalentni s Euklei-
dovym V. postulatem (viz nasj VETU 15,10) ]Ostatne jiz néktefi Reko-.
vé vidsli slabinu podobného ditkazu a namitali, 7e Poseidoniova a Eu-
kleidova definice rovnobéZek nemusi vidy vyjadfovat totéZz. Geminos
(I. st. pf. Kr.) uvadél hyperbolu s jeji asymptotou jako pfiklad &ar,
které jsou rovnobéiné ve smyslu Eukleidové (neprotinaji se, jakkoli
daleko je prodlouzime), nejsou viak rovnobézné ve smyslu Pos: idoniové.

O nékolik stolet{ pozdéji si fecky matematik Proklos (410—485) po-
viiml, Ze obraceni V. Eukleidova postulatu (t. j. obriceni implikace
v ném obsaZené) dava vétu ,,soulet dvou vnitinich 4hla trojihelnika je
mensi dvou pravych®, ktera se di dokizat nezivisle na V. postuldtu
(u nas je to VETA 12,28). Pii tom mu pfipadalo nemoZné, Ze by se
z tychz predpokladii nedala odvodit véta, jejiz obrat lze dokazat.

Sam pak dokazuje V. postuldt na zdkladé pomocné véty (véta i jeji
ditkaz uveden podle Bonola-Liebmann [17], str. 5):

Primka, kterd protind jednu ze dvou neprotinajficich se pfimek, protind
1 druhou primku.

Diikaz této véty podavéa nasledujicim zptisobem: Budter AB a CD
dvé& neprotinajici se ptimky (viz obr. 105), EQ ptimka, ktera v bodé F
protind piimku AB. Vzdilenost pfimky 4B od bodu, pohybujiciho se
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po ptimce E@ smérem od bodu F ptes G, roste nade viechny meze (du-
kaz je analogicky diikazu VETY 15,15). Protoze ale body jedné z obou
neprotinajicich se pfimek maji od druhé koneé¢nhou vzdilenost, musi
pfimka EG protnout ptimku CD.

Zde vSak Proklos mltky udinil predpoklad, ze body jedné ze dvou
neprotinajicich se pfimek maji od druhé koneénou, t. j. shora omezenou
vzdalenost, coZz je tvrzeni ekvivalentni s Eukleidovym postuldtem
(viz nasi VETU 15,15).

~.
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Obr. 105. . Obr. 106.

Po zaniku starovékych i8i pievzali feckou udenost Arabové, kteff
se velmi horlivé vénovali také matematice. Preklddali a pfepracova-
vali Eukleidovy Zdklady spolu se viemi pozdéjdimi komentafi a je tedy
pfirozené, Ze pokraovali v pokusech o dikaz postulitu o rovnobéi-
kich. Vliv na pozdéjsi vyvoj theorie rovnobézek mél, jak se zd4,jen
Nasir-Eddin (1201—1274),%%*) jehoZ pfeklad a komentif Eukleida byl
arabsky vydan r. 1594 v Rimé.

Jeho dikaz je zajimavy tim, Ze v ném V. postuldt vystupuje po prvé
ve vztahu s uenfm o soudtu hli v trojihelnfku. Pfi tom se vyslovné
opird o tvrzeni, jez pfijimé bez dikazu (uvedeno podle Kagan [4],
str. 119 —121, viz také Bonola-Liebmann [17], str. 11):

Jsou-li p a q (viz obr. 106) takové pFimky, e z bodu C na grspusténd
kolmice CD na q tvoFi s pFimkou p merovné vedlej¥i 1hly <X ECD <
< X ACD, pak isek kolmice spusténé z bodu X pFimky p na pFimku q je

26s) Nasir-Eddin at Tdsi pochézel z Chorasanu (uzemf jiZnd od Turkmenské

SSR), pavodem byl vBak AzerbejdZanec. Je zndm také svymi pracemi o sférické
trigonometrii.
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kratdi neZ CD, je-li X jakykoli bod na-p na strané ostrého whlu (1.j. na
poloprimce (CE)), a vét&, je-li X na p na strané tupého dhlu.

Na zakladsé tohoto predpokladu dokazuje (sporem), Ze sestrojime-L
k tselce AB kolmice v koncovych bodech a naneseme na né shodné
tselky BC a AD, pak thly pfi C a D jsou pravé (viz obr. 107) a Gseéky
AB a CD jsou shodné. ProtoZe ¢tyrihelnik mé soucet Ghld 4R, plyne

BN\P
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Obr. 107. Obr. 108,

odtud, Ze pravouhly trojahelnik mé soulet 2R, a u obecného trojahel-
nika dokazeme totéZ, kdyZ ho rozdélime vyskou na dva pravodhlé.

Nyni Nasir-Eddin dokazuje Eukleidiiv axiom takto: Jsou-li dvé
piimky protaty tieti, mohou nastat 3 pfipady: oba vmitini ahly na téie
strané jsou ostré nebo jeden z nich je tupy nebo jeden z nich je pravy.
Je vidét, Ze prvni dva piipady se snadno prevedou na t¥eti, a protd
piedpoklidejme, Ze < CAB < DCA & = R; miame dokazat, Ze
pHimky AB a CD se protnou. Na tisedce 4B vezméme bod E (viz obr:
108) a spustme z ného kolmici na AC, prisedik F bude po téZe strang
bodu A4 jako C, protoie < CAB je ostry. Je-li C mezi F a A, jsme hoto-
vi, protoZe pak 4B a CD se musi protnout. Je-li F mezi 4 a C, pak na

piimce AC nanidejme stile Gsetky AF = FH =HL=...= NQ aZ
bod @ padne za C a tolikrdt pak také naneseme tsetky AE = EG =
= CK = ... = MP. Potom spojnice PQ je kolm4 na AC, nebot vie-

chny spojnice MN, PQ, GH, KL, ... jsou kolmé na AC, coz dokdZeme
takto:
Bodem A vedme kolmici AE’ na AC, AE' = FE, bodem G vedme
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kolmici @S na AC (je-li S rizné od H zatim nevime), na GS budiz bod
E" tak, 7e SE” = FE. Potom podle vyse jiz dokidzané véty o &tyr-
thelnfkuje AF = E'E,SF =E"E, X AE'E = . FEE' = < SE"E=
= < FEE' = R. Leii tedy body E, E’, E" na piimce a Ghly < E"EG
a < E'EA jsou vrcholové; tedy trojahelnfky A AEE’ a A GEE" jsou
shodné, ¢ili EE' = EE", takze AF = FS§ ¢ili body H a 8 splynou a GH
je kolmice na AC. Analogicky se to dokaze i pro KL, ..., PQ.

Proto¥e CD neprotne PQ, mus{ protnout AB, coz bylo dokézat.

Z naSeho vykladu geometrie vime, Ze Nasir-Eddinem udinény pied-
poklad je opét ekvivalentni s V. postuldtem, nebot s axiomy absolutnf
geometrie je sluditelny p¥ipad, Ze bod X je na ramenu (CE) (obr. 106)
ostrého dhlu <¢ ECA a presto je jeho vzdalenost od piimky g vétsi
nez CD (viz rozbéiné piimky v neeukleidovské roviné, VETa 17,15).

Na poditku novovéku prechdzi matematika od Arabi do jihozapadni
Evropy a mezi prvnimi to jsou Italové, ktefi pfinaseji v matematice
nové vysledky, jak o tom svédéi jména Scipio del Ferro, Tartaglia,
Cardano a j. V 16. a 17. stol. se Italové také Zivé zéastnili feeni pro-
blému rovnobézek, jako na pt. C. Clavio, P. A. Cataldi, G. A. Borelli,
abychom jmenovali alesponi nékteré. Nepfisli viak v podstaté na nic
nového. Setkdvame se u nich s tymiZ myslenkami jako u starych Reki
nebo Arabii, s dikazem na zakladé definice

D f’ € rovnobszek jako ekvidistantnich pHmek a
. pod. S novou ideou, zda se, priSel teprve
' G. Vitale (1633—1711), ktery se snaZil do-
i kazat existenci ekvidistantnich pfimek tak,
. | Ze zkoumal Styruhelnik (] ABOD s pravymi

’_B dhly A a B a shodnymi stranami AD a BC

(viz obr. 109). Dochazi k tomu, Ze dikaz se

Obr. 109. redukuje na to, jak prokazat existenci bodu

H uvniti aseéky CD. ktery by mél od pfimky

AB vzdalenost rovnou tusedce AD. Agkoli Vitale pti dalsim dokazo-

vani upada do starych omyld, je jeho dikaz pozoruhodny tim, Ze se

pit ném objevuje specidlni étyrahelnfk, se kterym jsme se jiz setkali

u Nasir-Eddina a ktery o pul stoleti pozdéji klade do stfedu svych
uvah Saccheri, jenz udinil prvni podstatny krok vpred.

V 17. stoletf se zvy&il zdjem o Eukleida natolik, Ze r. 1619 byla za-
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loZzena na oxfordské université stolice, jejiz drZitel mél povinnost
vést kazdy rok alesponi jednu pfednisku o Eukleidovych Zdkladech.
Jednim z prvnich profesora této stolice byl znamy matematik J. Wallis
(1616—1703), ktery se zaslouzil také o algebru a analysu (od ného
pochizi také zndmd formule pro ). Spravné poznal spoleény nedo-
statek dikazi V. Eukleidova postulatu, které byly do té doby podany,
Ze totiZ zakryté zaméiuji tento axiom jinym tvrzenim.

R. 1663 podal J. Wallis dikaz, ve kterém se védomé opira o pfedpo-
klad, Ze v roviné existuji podobné utvary. Tim osvétlil dalezity bod
v theorii rovnobézek, nebot jak vime, jiz pouhy piedpoklad, Ze existuji
dva podobné trojihelniky, t. j. trojihelniky, které maji odpovidajici
thly shodné, avSak strany nikoliv, je ekvivalentni s Eukleidovym
postuldtem o rovnobézkach (srv. VETU 15,17).

21. Girolamo Saccheri.'Zatim co matematikové, o nichZ jsme do-|
sud mluvili, dokazovali V. postulat tak, Ze aniZ si to uvédomovali, vy-
chézeli z néjakého predpokladu, o ném# dnes vime, Ze je s V. postula-
tem ekvivalentni, italsky jesuita Girolamo Saccheri Sel pfi dikazu
aplné novou cestou: snazil se totiz dokizat Eukleidiv postulat ne-.
pfimo. 'Mel dobré matematické vzdélani a znal také diukazy V. postu-
latu feckych i arabskych matematikd, jejichz nedostatky spravné
odhalil a komentoval. Svoje nové vysledky publikoval r. 1733 ve spise
Euclides ab omni naevo vindicatus.??) Zpisob, jak postupoval ve svych
dedukeich, zasluhuje, aby byl podrobnéji vypsan. Nebudeme citovat
Saccheriho doslova, nybrz jeho vyklad podime v ponékud zhudténé
formé, pfi demz zachovame jeho piivodni myslenky (Saccheriho spis
v némeckém prekladu je otistén v knize Stickel-Engel [15], str. 41 aZ
136). Saccheriho ,,dtikaz’ Eukleidova postulatu lze shrnout do nésle-
dujicich 18 vét:

Véta 1. Jestlize ve &tyrihelniku [] ABCD jsou thly A, B pravé a stra-
ny AD a BC shodné, pak jsou také vikly C a D shodné. (Takovy &tyr-
thelnik se dnes nazyva Saccheriho étyrahelnikem.)

Véta 2. JestliZe ve étyrihelniku [] ABCD s pravyms 1ihly A a B strany
AD a BC nejsou shodné, pak z obou ikl C a D je v8t&i ten, kiery leZi proti
mendi strané, a naopak.

) Eukleides v¥l poskvrny zbaveny.
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Diikazy obou vét jsou snadné. V druhé vété rozumi Saccheri ihlem
leZ{cim proti strané A.D resp. BC samoziejmé uhel C resp. D.

Saccheri byl pfesvédden o tom, Ze lze dokazat Eukleidiv axiom
o rovnobézkach, a ve svém dtakazu se snaZil dovodit, Ze ve &tyfahel-
niku, o ném?% je feé ve vété 1, jsou uhly C a D pravé A priori jsou tfi
moznosti: bud jsou dhly C a D tupé nebo pravé nebo ostré. Podle toho
mluvime o hypothese tupdho, pra-

vého nebo ostrého thlu. P R
M~ TN
D 0’ c
0 c
H T K|
] .
[ []
A 0 B y) ]
Obr. 110. Obr. 111.

Aby-Saccheri dokazal, Ze plati hypothesa pravého hlu; snazil se obé
zbyvajici hypothesy piivést ad absurdum. Sledujme dale Saccheriho:

Véta 3. Podle toho, plati-li v Saccheriho &tyrdhelniku [ ABCD hypo-
thesa tupého, pravého nebo ostrého uhlu, plati v ném vztahy AB >CD,
AB=CD, AB < CD.

Diikaz. Pro hypothesu pravého thlu to plyne z véty 2. Budiz nynf O
resp. O’ pulici bod tseéky AB resp. DC, takze je 00’ | AB a 00’ |
1 DC. Je-li < D > R (viz obr. 110), pak podle véty 2 je 40 > DO’
¢ili AB > DC. Pro hypothesu ostrého uhlu dostdvame podobné
AB < DC.

Véta 4. Podle toho, plati-li pro Saccheriho étyrihelnik (] ABCD vztah
AB > CD, AB = CD nebo AB < CD, plati pro néj hypothesa tupého,
pravého nebo ostrého dhlu.

Dikaz Ize snadno podat nepfimo.

Véta 5. Je-li hypothesa pravého dhlu splnéna alespon pro” jeden
Saccheriho Ctyrihelnik, je splnéna pro katdy.
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Dikaz. Necht v Saccheriho étyrihelniku [J 4 BCD plati hypothesa
pravého uhlu. Je tedy 4B = CD. Budiz H (viz obr. 111) bod tseéky
AD a K bod tsedky BC, pfi éemz AH = BK.Kdyby byl st AHK < R,
pak by podle véty 3 bylo AB < HK. Pfi tom by <t DHK > R, takZe
podle véty 3 by bylo HK < DC. Tedy by platilo AB < DC, co% je
spor, nebot je AB= DC. Podobné nemize byt &t AHK > R, takze
v.Saccheriho ¢tyruhelniku [J ABKH plati hypothesa pravéha dhlu.

D c H K
H T T T K|
n s
A B AN B
Obr. 112, Obr. 113.

Je-li M bod na prodlouzeni iseéky 4.D za bod D a bod N na prodlou-
zeni BC za C a pii tom AM = BN, pak v Saccheriho étyriahelniku
(] ABN M plati hypothesa pravého tihlu. To je zfejmé, je-li AM celist-
vy nasobek tse¢ky AD. Jestlize tomu tak neni, dokazujeme dal po-
moci Archimedova axiomu. Mdme-li nyni dokazat, Ze v libovolném
Saccheriho ¢tyrihelniku [ STUV plati hypothesa pravého dhlu, na-
neseme Usedku S7' na pfimku 4D od bodu 4 a dikaz pokraduje ana-
logicky.

Véta 6. Je-li hypothesa tupého 1ihlu splnéna alespor pro jeden Sacche-
riho Etyrihelnik, je splnéna pro kazdy.

Diikaz. Necht v Saccheriho &tyrtahelniku (] 4 BCD je splnéna hypo-
thesa tupého thlu. Budiz H (viz obr. 112) bod tuse¢ky 4D a K bod
tseéky BC tak, ze AH = BK. Uhel <t KH A nemuZe byt pravy, nebot
by pak v Saccheriho &tyrihelniku ] ABKH a nisledkem toho i
v [0 ABCD platila hypothesa pravého thlu.

Kdyby < KHA byl ostry, pak by bylo HK > AB (véta 3). Protoze
v Saccheriho ¢tyrthelniku [ ABCD plati hypothesa tupého thlu, je
AB > DC, takie by bylo HK > AB > DC.

Pohybuje-li se nyni bod H po piimce 4D smrem k D, a tedy také
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bod K po piimce BC smérem k C, prejde tsetka HK, ktera byla na
zaéatku vétsi nez AB, nakonec v tGselku CD, kteri je mendi neZz AB.
V disledku spojitosti této zmény existuje na HD takovy bod H’, Ze
H'K' = AB. Potom by v8ak v ¢tyrihelniku [ ABK'H’ platila hypo-
thesa pravého thlu (véta 4) a tedy by nemohla v Saccheriho étyrahel-
niku [] ABCD platit hypothesa tupého thlu (podle véty 5).

) - C

Obr. 114. Obr. 115.

BudiZz nynf din Saccheriho étyrihelnik s libovolnou zdkladnou, na pf.
BK (viz obr. 113). Protoze thel K v Saccheriho ¢tyrihelniku (] ABKH
je tupy, protne kolmice na BK vedeni bodem K pfimku AH mezi
body A a H v bodé M. Podle véty o vnéj$im thlu trojuhelnika je
X AMK > X AHK, takie X AMK je tupy. Podle véty 3 ve &tyf-
thelniku ] ABKM je AB > KM, takze existuje mezi 4 a B bod N
tak, Ze MK = NB. Podle véty o vnéj§im dhlu v trojuhelniku je
X MNB > & MAB, takie uhel <x MN B je tupy a v Saccheriho &tyr-
dhelniku [] BKMN plati hypothesa tupého uhlu.

Véta 7. Je-li hypothesa ostrého 1ihlu splnéna alespoti pro jeden Sacche-
riho &yrihelnik, je splnéna pro kazdy.

Dikaz lze provést nepfimo na zikladé vét 5 a 6.

Véta 8. Podle toho, plati-li hypothesa tupého, pravého nebo ostrého
twhlu, je soulet uhli v trojihelniku vétsi, rovny nebo mendi nez 2R,

Dikaz. Budiz din pravouhly trojihelnik A ABC s pravym thlem
u vreholu B. Budiz bod D (obr. 114) na téze strané od 4B jako C a ta-
kovy, 26 <X DAB= R a DA = BC, takie [] ABCD je Saccheriho
étyrahelnik. Plati-li hypothesa pravého thlu, je A ABC = A CDA
a soubet thli trojahelnfka A ABC je 2R.
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Plati-i hypothesa tupého tdhlu, je AB > DC, takie <t ACB >
> < DAC. Odtud plyne, Ze soucet uhla trojuhelnika A 4ABC je vétsi
nez 2R.

Plati-li hypothesa ostrého thlu, je AB < DC, takie <x ACB <
< X DAC, a odtud soudet thli trojuhelnika A 4BC je mensi nez 2R,

Je-li dén obecny trojuhelnik, maZeme ho vyskou rozdélit na dva
pravoihlé a tim pievést vySetfovani na piedchazejici pfipady.

Véta 9. Budiz A\ ABC (viz obr.
115) trojuhelnik pravoihly ve vrcho-
lu C a budiz K priasecik strany AC
8 kolmact vedenou stfedem H stm;ny
AB na AC. Podle toho, plati-li hy-
pothesa tupého, pravého nebo ostré-
ho 4hlu, je AK< KC, AK =KC,
AK > KC. )

7

Ditkaz. BudiZ L priseéik strany

BC s kolmici vedenou bodem H
na stranu BC. Plati-li hypothesa Obr. 116.
pravého thlu, je tvrzeni ziejmé.
Plati-li hypothesa tupého uhlu, pak bude <t AHK < <t HBC, nebof
soucet Ghla ¢tyrahelnika [ KCBH je vétsi nez 4R; v trojihelnicich
A AHK a N\ HBL je tedy AK < HL. Ve &tyrahelniku (] KCLH je
thel L pravy, thel H tupy (hyp. tupého dhlu), tedy HL < KC, takie
je AK < KC. Podobné dokazeme vétu pro hypothesu ostrého dhlu.

Véta 10. Plati-li hypothesa tupého resp. pravého dhlu, pak kolmice
a nekolmice k téZe piimce se vidy protinaji.

Dtikaz. Necht LP (obr. 116) je ptimka kolma na AP a pfimka AD
necht svird s AP ostry thel <t DAP. Na pfimce AD uréeme body
F,F, .. .tak,Ze Djemezi A a F,, F, mezi Da F,, F, mezi F, a F,
atd. a pfi tom AD = DF,, AF, = F,F,, ... atd. Jsou-li D, F,, F,, ...
atd. pruseéiky pfimky AP s kolmicemi vedenymi body D, F,, F,, ...
atd. na AP, pak podle predchazejici véty je AF, > 2x.AD’. Podle
Archimedova axiomu existuje n tak, %e 2".AD’ > AP¢ili AF, > AP.
Protoze pfimka PL protini AF, a neprotind F,F,, musi protnout
AF,.
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Véta 11. Plati-li hypothesa pravého resp. tupého dhlu, pak plati
V. Eukleidiav postuldt.

Dikaz. Budtez AB a CD (viz obr. 117) dvé pfimky, p¥i ¢em? body
B a D jsou na, téze strans od AC a p¥i tom < BAC 4 <& ACD < 2R.
Pak je jeden z obou uhli ostry, budiz to <t BAC. Budiz H priseéik
pi{mky AB s kolmici vedenou bodem Cna AB.Podle predpokladu je
X BAC + &< ACH + < HCD + < CHA + < CHB < 4R.V troj-

:
n
/A H

Obr. 117. Obr. 118.

thelnfku A AHC plati podle pfedpokladu ve vété vztah < BAC +
+ < ACH + X CHA > 2R, takie <t HCD + < CHB < 2R. Uhel
<X CHB je pravy, podle véty 10 se tedy A.B a CD protnou. ’

Véta 12. Hypothesa tapého uhlu je falednd.

Dikaz. Z hypothesy tupého uhlu plyne V. Eukleidtv postuldt a z né-
ho plyne spravnost hypothesy pravého Ghlu. To v3ak je spor, nebof obé
hypothesy nemohou platit soucasné.

V této vété pfivedl Saccheri hypothesu tupého Ghlu ke sporu. Aby
mohl dokazat V. Eukleidiv axiom, bude se nyni snazit pfivést ke sporu
i hypothesu ostrého thlu. Proto se v dal3im stale pfedpoklida platnost
této hypothesy, coz nebudeme jiZ znovu pfipominat.

Véta 13. Plati-li hypothesa ostrého 1hlu, pak kolmice a nekolmice k téZe
pFimce se nemusi protnout.

Dikaz. Budiz A ABC ve vrcholu C pravouhly trojihelnik (viz
obr. 118). Urdeme bod D tak, Zze A a D jsou na téze strané od BC a D
a C na riznych stranich od 4B a pti tom < BAC = < DBA. Pfimky
AC a DB se neprotnou (srv. nasi ViTu 14,2) a p¥i tom < ACB je pravy
a podle hypothesy ostrého Ghlu je dhel <t DBC ostry.
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Véta 14. Dvé pFimky maji bud spoleénou kolmici nebo se protinaji, nebo
se k sob& stdle bli%i.28)

Dikaz. Cdst 1. Budiz bod P mimo pnmku p (viz obr 119). Piimky
svazku P mohou byt vzhledem k piimce p rozdéleny na pfimky, které
protinaji p, a na pHmky, které maji s p spoleénou kolmici. Na zakladé
vlastnosti spojitosti existuji pfimky m a n, které rozdéluji svazek na
dvé &asti: do jedné patii pfimky neprotinajici p a do druhé ty, které

Obr. 119. ) Obr. 120.

maji s p spoleénou kolmici. DokiZeme, Ze pfimky m a n nepatfi do
%Z4dné z obou skupin.

Je zfejmé, Ze n a p se neprotnou. Pfedpokladejme nyni, Ze n a p maji
spoleénou kolmici NM (viz obr. 120). Budi# PQ kolmice na p a R bod
na p takovy, Zze M je mezi @ a R. Budiz RS kolmice na p a P8 kolmice
na SR. Budiz T priseéik PS a MN. Ve étyrthelniku (] MRST jsou tii
pravé uhly, tedy <t MTS je ostry, takie <x PTM je tupy, coZz mi za
nasledek, Ze polopfimka (PS) padne do thlu < QPN, takie ptimka PS
protina p. Na druhé strang PSS a p maji spoleénou kolmici, coZ je spor.
Tedy n a p nemohou mit spoleénou kolmici.

Cdst 2. V této dasti zbyva dokazat, Ze dvé pHimky, které se neproti-
naji a nemaji spole¢nou kolmici, se k sobé stile blizi. UvaZzujme tedy
pfimky » a p z 1. dasti dikazu a budiZ P@ kolmice na p (viz obr. 121).

8) Saccheriho réeni, Ze dv& piimky se k sob8 stéle bliZf, znamend, ¥e na prvni
ptimece nelze nalézt bod, ktery by mé&l ze vSech boda této piimky nejmens{
vzdalenost od pfimky druhé (speciéln® také Zédny z t&chto bodii nerna od druhé
piimky vzdélenost nulovou, t. j. ob® piimky se neprotinaji). Roli pfimek lze
oviem zamé&nit.
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Zvolme na n body A, B,C v pofadi P, 4, B,C na strané ostrého
tuhlu < QPA anecht AA’, BB’, CC’ jsou kelmice na p. Z Ghld & PAA’,
<X PBB’, <& PCC’ neni zddny pravy tuhel, ale také ne ostry, nebot
z predpokladu, Ze by tomu tak nebylo, a z toho, Ze @hel < QPA je
ostry, by se na zakladé vlastnosti spojitosti dokazalo, Ze existuje spo-
le¢nd kolmice pfimek 7 a p. Ve étyrahelniku [} QA’AP jsou Ghly Q a A’
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Obr. 121. Obr. 122.

pravé, thel A tupy a P ostry. Tedy podle véty 3 je PQ > AA’. Po-
dobné dokazujeme dale, ze PQ > AA' > BB’ > CC'.

Dalsi Saccheriho véty uvedeme bez dukazi:

Viéta 15. Dvé piimky, které se k sobé stdle blizi, bliZi se dokonce asympto-
ticky (t.7.je-li ddna libovolnd vsecka, pak vidy na jedné z obou pFimek lze
urcit bod, ktery md od druhé pfimky vzddlenost mendi nez dand dsecka).

Takovéto piimky nazyva Saccheri asymptotickymi a vyjadiuje se
o nich také, Ze se setkaji (ne viak protnou) ,teprve v nekoneénu®, a
,,bod v nekoneénu‘‘ u obou asymptotickych pfimek oznaéuje tymz pis-
menem, takze fika na pf. ,,asymptotické pfimky 4X a BX*.

Je pozoruhodné, Ze Saccheri odvozuje také nékteré klasické véty
neeukleidovské geometrie. Nesouvisi pfimo s fetézem vét, které podle
Saccheriho vedou k cili vyvratit hypothesu ostrého thlu, a proto je
uvedeme jen mimochodem.

Véta A. Jsou-li AX a BX dvé asymplotické pfimky, ihel & ABX
pravy (viz obr. 122), pak:
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1. kadd kolmice na AB vedend bodem tisefky AB protne primku AX,

2. kolmice na AB vedend bodem C, pro kteryj je Bmezi A a C, neprotne
AX, ' .

3. kaZdd pFimka, vedend bodem A pod men¥im hlem nef <& BAX,
protne pfimku BX.

X X X
M, M
] ]
A B B
Obr. 123. Obr. 124.

Véta B. Mdme-li libovolny hel <& BAX, pak nemute kaidd kolmice
na rameno (AB) protnout rameno (4X).

Cestu k vyvriceni hypothesy ostrého ihlu vede Saccheri je§té pies
tyto dvé véty (dikazy jsou vynechiny):

Véta 16. Jestlite primky AX a BX se blisi asymptoticky a je-li M (viz
obr. 123) bod na AX a MM’ je kolmice na BX, pak tihel X AMM’ je
vidy tupy. Pohybuje-li se M od bodu A k X, pak se ihel X AMM’ zmen-
Suje a to tak, Ze rozdil mezi nim a pravym thlem mite byt uéinén libo-
volné maly.

Véta 17. 1. Mezi pfimkami AY vedenymr bodem A, kieré maji s BX
(viz obr. 124) spoleCnou kolmici, neexistuje pfimka, kterd by svirala nej-
mend tihel s polopFimkou (AB) (t. j. ke kadé z pFimek AY lze vidy mezi
primkami AY najit takovou, kterd s (AB) svird 1ihel mendi nef <& BAY).

2. Uhel <& BAY mafeme véak volit vidy tak (maly), %e spoleénd kol-
mice primek AY a BX md s obéma pfimkami priseliky o vzddlenosts
mendt nef libovolné dand vsecka.
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Obé véty 16 a 17 jsou podivuhodné presné, uvidzime-li, Ze cilem
tivah Saccheriho je ,,pfechod k limité‘‘; Saccheri z nich v8ak éinf zavér,
%e dvé asymptotické piimky v bodé, v némz se setkaji v nekoneénu,
,»maji spoleénou kolmici* a Ze tam tudiz splynou (snad tu ma Saccheri
predstavu, Ze ,,v nekoneénu‘ vypadajf obé asymptotické piimky 4X
a BX se spoleénou kolmici tak, jak to ukazuje obr. 125).

_____ .
X Dz c

Obr, 125. Obr. 126.

Uvedme nyni doslovné znéni Saccheriho zdvéru!

nwHypothesa ostrého dhlu je veskrze falednd, nebof odporuje pfFirozenosts
pfimky. )
Diikaz. Jak jsme na pfedchézejfcich theoremech vidé&li, vede Eukleidové
geometrii se pFi&ict hypothesa ostrého dhlu nakonec k tomu, Ze rnusime p#i-
pustit v téZe rovind existenci dvou pfimek 4X a BX, které smérem k bodu do
nekonelne prodlouZeny, nakonec splynou v jednu a tutéZ ptfimku, protoZe
totiz v nekoneéné vzdaleném bod¥ majf spolednou kolmici, ktera leZi v téZe
roving jako ob& pfimky samy.‘ (Stickel-Engel, [15], str. 109.)
Tento dilkkaz spofivd na mylném pojeti ,,nekoneénd vzdaleného
bodu‘‘, s nimZ Saccheri naklida jako s obyéejnym bodem ,,v koneénu‘‘.
To je vidét zvlast dobfe, kdyz za vétou 15 ukazuje, Ze se asymptotické
piimky ,,nemohou protnout ani v nekonetnu’‘. Kdyby se pry totiz
asymptotické ptimky 4X a BX protly v bodé X (tihel & 4ABX pravy),
pak by bodem Z na ptimce AX ,,2a bodem X (!) vedena kolmice na AB
padla mimo Gsetku AB za bod B, coz neni mozné (podle bodu 2, véty A).

Po tomto dikazu uvadi Saccheri dikaz jesté jeden, nebyl tedy s prv-
nim asi prili§ spokojen. Druhy dikaz se zaklidd na této myS3lence:

Usetka AB a tusek DC ekvidistanty pfimky 4B mezi kolmicemi DA
a CB k ptimce AB (viz obr. 126) majf stejnou délku (jak tvrdi Saccheri).
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Za predpokladu hypothesy ostrého dhlu je v3ak ekvidistanta kiiva
&ara, a proto oblouk DC ekvidistanty je vétsi nez usedka DC a tsecka
DC je podle véty 3 vétsi nez AB, takZie mame spor.

Pracovat s délkou kfivé éary pfedpoklada dvahy o infinitesimalnich
velidindch a zde se Saccheri dopustil omyli, kdyZz tfemi riznymi
zptsoby (a po kazdé chybng) dokazoval, Ze asek DC ekvidistanty je
stejné dlouhy jako tsecka AB.

Saccheri je si plné védom hlubokého rozdilu mezi jeho vyvricenim
hypothesy tupého uhlu a hypothesy thlu ostrého. Na konci svého po-
jednani Saccheri piSe:

»U hypothesy tupého tdhlu je véc jasndjsf neZ slunce v poledne, nebot
ptijmeme-li ji za spravnou, lze z ni odvodit plnou a obecnou platnost diskuto-
vaného Eukleidova axiomu, z n8hoZ lze pak dokdzat nespravnost hypothesy
tupého thlu.

Naproti tomu se mi nepodafilo ukézat nespravnost hypothesy ostrého thlu,

aniZ bych pfed tim ukézal, Ze &ara, jejiZ vSechny body leZf stejn& daleko od dané
piimky a leZi s ni v téZe roving, je pravé s touto pifmkou stejné dlouhd.

(Stickel-Engel [15], str. 132.)

Pfes chyby, kterych se Saccheri dopustil na konci svych uvah, je
jeho dilo velice vyznamné a pozoruhodné. Jsou v ném po prvé vyslo-
veny nékteré véty neeukleidovské geometrie. '

22. L. Bertrand, ). H. Lambert. V pfedchazejicim odstavci jsme vi-
déli, Ze Saccheri v obou dikazech, jimiz chtél vyvratit hypothesu
ostrého uhlu, operoval s nekoneénem. 18. stoleti bylo obdobim dpadku
uvah o nekoneéné velkém i nekoneéné malém. Na druhé strané byly
tyto uvahy tehdy velice v mddé, coz se projevilo i na dikazech
Eukleidova axiomu té doby.

Duamyslny dikaz toho druhu, ktery svého ¢asu byl dlouho pokladan
za spravny, podal §vycarsky matematik L. Bertrand (1731 —1812) ve
spisech Développement nouveau de la partie élémentaire des mathémati-
ques (1778) a Eléments de géometrie (1812). Jeho diikaz se redukuje na
nasledujfci dvé tvrzeni.

wJestlize dvé pFimky AB a CD [(viz obr. 127)] leZlcl v téke roviné tvofi s pfim.
kou HQ@ vnitFni vhly BKL a DLK, jejichz soulet je roven dvéma pravym,

pak &dst roviny, kterou obé pfimky ohraniluji, je vzhledem k celé roviné tak
mald, 2e je v ni obsatena nekoneénékrdt.” (Kagan [4], str. 128.)
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Toto tvrzeni odivodiiuje Bertrand tak, Ze lze na p¥imku GH bez
omezeni nanaSet za sebou usedky shodné s tsetkou KL a kaidym
bodem M vést ptimku EF tak, Ze ¢ LMF je shodny s <t KLD.

Jestlife soulet vnitinich dhli dvou pFimek s pFifkou je po jedné strané
této pfitky mendl net 2R, pak se obé pFimky na této strané protinaji.

Predpoklidejme, ¥e piimky LC a KA [(obr. 128)] svirajf s pfidkou KL
vniténi dhly AKL a CLK, jejich¥ soulet je men3{ dvou pravych; pak existuje

Obr. 127. Obr. 128.

piimka LM, svirajici 8 LC takovy uhel, %e plati AKL + KLC + CLM =

= AKL+ KLM=2R. Odtud plyne, Ze thel MLC by byl cele obsaZen uvnit¥

pdsu MLKA, jestliZe by pfimka LC neprotinala KA. Tento péas je viak

obsaZen v roving nekoneénékrat, zatim co ihel MLC je v ni obsa¥en pouze

tolikrat, kolikrdt se oblouk MC dé nanést na obvod kruZnice opsané kolem

bodu L polomé&rem M L. Tedy thel M LC neni cele obsaZen uvnitf pasu MLKA,

a proto jeho rameno LC vychézf ven z pasu a protind pfimku KA4.*

(Kagan [4], str. 128—129.)

Bertrandiv dukaz spotiva, jak je vidét, na piedpokladu, Ze neni
mozné, aby jednou byla celd rovina pokryta koneénym poétem utvari
(zde jde o uhly — pro vétsi ndzornost si je mysleme, jako by byly vystfi-
Zeny z papiru) a po druhé, p¥i jiném zpisobu rozmistén{ tychZ dtvari, ne-
stadil rovinu pokryt sebevétsf jejich podet. Takovy predpoklad je viak
neopodstatnény a v tom je slabina Bertrandova dtukazu.

Je totiZ chybné jen tak beze vieho pienaset na pokryvani celé roviny
vlastnosti tykajici se pokryvan{ omezené jeji éasti. Je na priklad jasné,
Ze kdyZ rozloZime dany omezeny rovinny utvar (na pf. vnitfek kruz-
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nice nebo étverce) na koneény podet éasti, pak nelze viechny tyto ¢asti
néjakym jinym zpisobem sloZit tak, aby zistala pokryta jen &ist to-
hoto Gtvaru (a pfi tom se tyto &asti nepiekryvaly, t.j. nem&ly mimo

Obr. 129a.

hranici spole{ny bod). Naproti tomu lze nekoneény pocet dtvart, které
pokryvaji celou eukleidovskou rovinu, pfeskupit tak, Zze vznikd pokrytf
pouze jeji éasti.

. X ”
C/////i%wc
i///////////fw .

Obr. 129b.

Uvazujme na pf. pokryti eukleidovské roviny vytvofené obdobné
jako na obr. 127 (viz obr. 129a); zde pi{mky 4A4’, BB’ atd. jsou mezi se-
bou rovnobézné a usetka délky A”B” je naniSena na ptimce MNvobou
smyslech jeji orientace. Mysleme si, Ze jednotlivé pisy, omezené polo-
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pfimkami a dsetkou (jako na pf. (4"4), (B"B), A"B" — takovy pés
budeme struéné oznacovat 44 °B"B), jsou pohyblivé (jako by byly vy-
stfizeny z papiru). Nejdfive oddélime jednotlivé pasy 44’BB’ atd. od
sebe posuvem podél piimky MN vidy o jisty celistvy nasobek &itky
pasu (viz obr. 129b), a potom péasy lezici napravo od pfimky MN pfe-
mistime otofenim vzdy okolo uréitého bodu na p¥imce MN, abychom
zaplnili viechny mezery nalevo od pfimky MN (na p¥. pis A4"B"B’

.,... TS
Q.. D"
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SN —
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Obr. 129¢.

okolo bodu B” do polohy pasu BB”"B”B). Tim dosihneme toho, Ze
viechny pésy z obr. 129a pokryji celou polorovinu po levé strané piim-
ky MN, jak to ukazuje obr. 129c.

Nyni se obritime na Svycarského matematika J. H. Lamberta
(1728—1777), ktery pifi pokusu o dikaz V. Eukleidova postuldtu
o rovnobézkich dosel podobné jako Saccheri k nékterym vétim ne-
eukleidovské geometrie. Lambert pravdépodobné znal Saccheriho
préaci, ale pouze z disertace G. S. Kliigela Conatuum praecipuorum
theoriam parallelarum demonstrandi recensio (1763), kterd rozebirala
viechny do té doby podané dikazy a byla vlastné prvnim spisera o dé-
jinném vyvoji theorie rovnobézek.

Roku 1766 napsal Lambert praci Theorie der Parallellinien, kterou
vSak nepublikoval (pravdépodobné s ni nebyl spokojen), takze vysla
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aZ po jeho smrti pfi¢inénim J. Bernoulliho. Byla v3ak vytisténa v malo
zndmém dasopise Magazin fir die reine und angewandte Mathematik,
kde zustala prace zapomenuta, aZ ji r. 1893 nahodou objevil P. Stickel,
historik neeukleidovské geometrie. Otisk této price je dnes snadno
pifstupny v knize Stickel-Engel [15], str. 152 —206.

Ve svych Gvahach vychazel Lambert ze étyrihelnika, ktery ma tfi
pravé uhly (je to jeden z obou étyrahelniki, na které rozdéluje spojnice
pulicich bod zédkladen étyrihelnik Saccheriho). Kdyby se podafilo do-
kazat, Ze i ¢tvrty dhel je pravy, byl by tim dokdzdn Eukleidiv axiom.
Lambert proto stavi o tomto Ghlu
tii hypothesy. hypothesu thlu 1. g o) E H
pravého, 2. tupého, 3. ostrého, a ]
snazi se posledni dvé privést ke
sporu.

Lambertovo pojednani znamena
proti praci Saccheriho pokrok: vie-

chny t#i hypothesy projednava od- - )
délené, hypothesu tupého Ghlu pfi- A D F G
vadi ke sporu nezavisle na vété o -
vnéjdim uhlu trojuhelnika, ktera Obr. 130.

neni jiz pro tuto hypothesu platna,
a dusledky hypothesy tupého a ostrého thlu rozviji vice nez Saccheri.

Kdyz Lambert ukdzal, Ze hypothesa pravého uhlu je ekvivalentni
8 Eukleidovym postulatem, obraci se na hypothesu tupého tihlu. Jeho
uvahy se daji shrnout takto (original viz Stackel-Engel [15], str. 186 aZ
192): »

Budtez AG a BH (viz obr. 130) dvé pfimky v roviné, obé kolmé
k ptimce AB, a body C, E, H na ptimce BH vedme kolmice CD, EF,
H@ na AQG. Usetky CD, EF, HG se zmen3uji, vzdaluji-li se od AB;
jsou-li vzdalenosti DF a F@ atd. stejné, zmenSuji se stile vice, t. j.
plati EF — HG > CD — EF (dikazy nebudeme uvadét).

Podle Archimedova axiomu pfi dostateéném poétu kolmych tsetek
bude soudet Gbytkua vétsi nez 4B, takie AG a BH se prothou na téze
strané od bodu A, jako jsou body D, F, @. Podle véty o shodnosti
trojhelnikd se viak pfimky 4@ a BH protnou také na druhé strand
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od botlu 4. Tedy p¥imky BH a AG se protinaji po obou stranach kol-
mice. To viak je spor, protoze ,,dvé piimky mista neomezuji.*‘??)

Lambert neodvozuje spor z toho, Ze by se bodem daly vést k piimce
dvé kolmice, protoze toto tvrzeni plyne z véty -o vnéjsim 1hlu troj-
thelnika, jez za hypothesy tupého Ghlu neni jiz spravni. Formulace,
ze dvé piimky omezuji Gast roviny, je tak sugestivni, Ze neni vy-
louéeno, Ze Lambert si jiZz zde uvédomil souvislost geometrie hypo-
thesy tupého thlu s geometrii na kouli (na které plati geometrie, odpo-
vidajici hypothese tupého thlu, a na které také skutecné existuji dvoj-
thelniky), adkoliv o této souvislosti vyslovné mluvi az pozdéjiu obsahu
trojuhelnik.

Kdyz pfivedl druhou hypothesu ad absurdum, uvaZuje Lambert
o posledni hypothese (origindl viz Stickel-Engel [15], str. 192-—196):

M&jme zase jako u predeslé Gvahy pHimky AG a BH (viz obr. 130)
v roving, obé kolmé k pfimce 4B, a kolmice CD, EF, GH na AG. Zde se
useCky CD, EF, HG zvét8uji, a jsou-li vzdilenosti DF, FG atd. stejné,
zvétluji se stile vice, t. j. platf HG — EF > EF — CD a pro uhly
plati, Ze se &x BCD, < BEF, < BHQ stile zmenSuji (dtkazy opét vy-
nechiavame). To viak zde nevede ke sporu, takZe chceme-li vyvratit
hypothesu ostrého thlu, musime hledat jinou cestu.

Lambert obraci proto svoji pozornost na trojihelniky a dokazuje, Ze
v trojihelniku je soudet Ghlti mendf nez 2R. Dodava pak, Ze odtud
marné odvozoval dal$i disledky, aby doSel ke sporu. Poznal jen, Ze
hypothesa ostrého Ghlu se nedd tak snadno vyvratit jako hypothesa
thlu tupého. Jako jeden z nejvice zardzejicich disledkt uvadi Lambert
to, %e za predpokladu hypothesy ostrého ihlu majf délky tisedek ,,abso-
lutnd miru®.

Pojem absolutni miry vysvétlime ¢étenafi na prikladé #hla, které
maji jak v Lobalevského, tak i v Eukleidové geometrii absolutni miru.
Tomu je rozumét takto: 1ze udat konstrukei thlu uréité velikosti, ktera
se opird vyhradné jen o axiomy geometrie, takze at prvky, které se
maji béhem konstrukee volit, zvolime jakkoli, sestrojené thly budou

20) Axiom®,Dvé pFimky mista neomezuji‘*, uvedeny v Eukleidovych Za-
kladech, nepochézf od Eukleida, nyb 'z z pozddjsi doby. Chce se jim Fici, Ze
dv¥ ptimky nemohou tvofit ,dvojihelnik. Dnes tento fakt vystihujeme
slovy ,,dvé rizné pfimky maji nejvyde jeden pruselik'.
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vidy mezi sebou shodné. Takovou konstrulkei lze udat na piiklad pro
pravy thel. ‘

V Eukleidové geometrii nemizZeme naproti tomu udat konstrukei
uselky uréité velikosti, kterd by se opirala vyhradné jen o axiomy geo-
metrie. Takovou konstrukci mizeme udat pouze tehdy, jestlize je dana
bychom rozdil mezi mirou usedek a mirou
uhli mohli vyjadrit tak, Ze zatim co v Bureau
international des Poids et Mesures v Sévres
u PafiZe je chovan etalon délkové mfiry jako
vzdalenost mezi jistymi vrypy na platino-iri-
diové ty¢i, nenizde Zadného etalonu pro miru
thlovou.

Na rozdil od geometrie Eukleidovy maji
v8ak v Lobadevského geometrii také tsecky
absolutni miru. Podle toho, co jsme fekli v prvé
¢asti na8i kniZky, miZe se vyhradné pomoci
axioml geometrie konstruovat jednoduchym Obr. 131.
zpusobem usecka urdité velikosti na pr. takto:
vezmeme uhel velikosti $R a na jedno jeho rameno vedeme kolmici,
ktera by byla soubéina s druhym ramenem. Pata této kolmice spolu
s vrcholem dhlu uréi hledanou tse¢ku. V Lobaéevského geometrii lze
dokonce ziskat timto zpisobem jednoznaéné pfifazeni ihlu a tGsecek
(asecce d bude piifazen tihel soubéZnosti 77(d)), takze méfeni Gsetek lze
prevést na méfeni ahld, jejichz mira je, jak uZ jsme fekli, absolutni.

Lambert, ktery neznal pojem soub&injch pimek, uvddél jedno-
znaény vztah dhlid a pfimek takovymto zpisobem (original viz Stickel-
Engel [15], str. 200): jsou-li (] ABCD a [] AEFG dva é&tyrihelniky
s pravymi ahly < 4, < B, X D, < E, < G (viz obr. 131), pak uhly
X C a 4 F jsou ostré. Je-li pfi tom na pf. AB= AD < AE = AQG,
pak <C> < F. ProtoZe dvéma riznym useékam odpovidajf riizné uhly,
1ze kazdé tisetce A B timto zpisobem jednoznaéné piifadit dhel < DCB.

K tomu, Ze délky za pfedpokladu hypothesy ostrého tthlu maji abso-
lutni miru, Lambert poznamenava:

Oo @
)
o,

[ 1 1 [
A B E

»Tento disledek mé v sobé& cosi vabného, co lehko vzbuzuje pidni, Vaby
tieti hypotHesa byla ptece jen pravdiva.* (Stickel-Engel [15], str. 200.)
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Ani zde nenalezl Lambert spor, a proto pokraéuje ve svych ivahich
dale. Dokazuje, Ze uchylka souétu dhli trojahelnika od 2R je p¥imo
umérna velikosti jeho plochy, a poznamenava k tomu, Ze analogicka
vlastnost plyne i z hypothesy tupého thlu. Lambert k tomu pige:

»PFi tom se mi zdé zvIla§tni, Ze druha hypothesa plati, kdyZ misto rovinnych
trojuhelnikd vezmeme sférické, nebot u t&chto je jak soudet ihli v&téi nez 180°,
tak také exces umérny ploSe trojuhelnfika.

Jeit& pozoruhodnégjdi je, Ze to, co Fikam o sférickych trojihelnicich, se dé
prokézat bez ohledu na potife s theorif rovhob&Zek a neopird se o jinou zé-
kladni vé&tu neZ tu, e kaZdé rovina prochazejici stfedem koule ji rozdéluje
na dvé stejné &asti.

Z toho bych maél &init taktka z4vér, Ze tieti hypothesa plati pro imagindrni
kulovou plochu. Jist8 v tom musi n&co byt, Ze ji nelze pro rovinu zdaleka tak
snadno vyvrétit, jako se to podaiilo s druhou hypothesou.‘

(Stéickel-Engel [15], str. 202-203)

Je pravdépodobné, Ze tato poznamka byla motivovana tim, Ze kdyz
do vzorce

o+ f+y—n)

pro obsah sférického trojuhelnika s uhly «, g, y dosadime za r imagi-
narni polomér ¢r, dostivame

72(”—“_ﬂ—7),

z GehoZ je vidét, Ze na imagindrni kouli je plocha trojihelnika také
amérna uchylce a Ze soudet hli v trojihelniku nemuizZe byt vétsi
nez 2R.

V kazdém piipadé je Lambertova poznimka pozoruhodna. Myslenka
srovnivat geometrii roviny s geometri{ na kouli nabyla pozdéji rozho-
dujicfho vyznamu (na pf. v ivahadch Riemannovych). Pfi tom Lambert
uvazoval o imaginarn{ kouli v dobé, kdy jesté tak mnoz{ matematikové
méli pfed imaginarnimi éisly strach. Patrné v souvislosti s témito ava-
hami zadal Lambert pfemyslet o hodnotach trigonometrickych funkei,
jestlize je argument imagindrni; tak vzniklo pojednan{ Sur gquelques
propriétés remarquables des quantités transcendentes circulaires et loga-
rithmiques, které r. 1767 Lambert &etl pfed berlinskou akademif.
V této prdci je ukdzano, Ze goniometrické funkce nabyvajf pro ryze
imagindrni argumenty hodnot ryze imaginarnich nebo dokonce reil-
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nych;***) misto kruZnice, dovolujici sledovat prib&h goniometrické
funkce, nastupuje pak rovnoosa hyperbola a funkce goniometrické pie-
jdou v hyperbolické.

Ve svém pojednani o theorii rovnobézek pokraduje Lambert zkou-
manim disledka véty, Ze soucet thli ve étyrahelniku je mensinez 4R,
a dochazi k zdvéru, Ze hypothesa ostrého thlu by se dala vyvratit,
kdyby se podafilo odvodit at vz z ni samé nebo jen z ostatnich axioma,

H
M N P
_B
1 FJ [ [1 [ [
A D G 4 B c D
Obr. 132. Obr. 133.

7e jsou-li pfimky AG a BH kolmé na AB (viz obr. 132), pak kolmice
na pHimku AG veden4 libovolnym bodem D této pfimky protind p¥im-
ku HB. Ani zde v3ak, jak fik4, nenalezl nic, co by ho uspokojilo.

Je skoro podivné a nasilné, Ze po vSech téchto spravnych tvahich
Lambert konéi svoji prici tim, Ze piece jen vyvraci hypothesu ostrého
dhlu. Citujme zde posledni paragraf jeho prace:

»Z toho vSeho je vidé&t, Ze zatim co se druha hypothesa. dala snadno vy-
vratit, tfeti je zcela naopak daleko tvrdosijné&jsi.
Pominu nyni ndkolik dalSich pokust. PoloZme AB = BC = CD = atd.

[(viz obr. 133)], uhly p¥i 4, B, C, D atd. budteZ pravé a AM = BN = CP =

29s) Platf totiZ e® 4 e~ o

cosia = — = cosh a,
ez 4 e~ . .
nebof cosz = 3 . Naproti tomu je
.. ,e4 — e~ 8 ..
sin 7@ = z——2—= ¢ sinh a,
iz —iz
. e — ¢
nebot sin z = —————
2
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= DQ = atd. Potom uhly AMN = MNB = BNP = NPC = CPQ =
*—= PQD = atd. jsou v dusledku tieti hypothesy viechny ostré a MN =
= NP = PQ = atd. To vSak znamena, Ze MNPQ... neni ptimka, ale &dst
pravidelného mnohotihelnika, ktery lze vepsat do kruZnice, jejiZ stied leZ{ pod
M na kaZdé z piimek MA, NB, PC, QD atd. ProtoZe v8ak nésledkem toho
uhly B, C, D atd. nemohou byt pravé, je tak vyvricen pfedpoklad a s nim
i tieti hypothesa.‘ (Stickel-Engel [15]), str. 206—207.)

Vime, kde je nedostatek tohoto dilkazu: pfedpoklad, Ze kazdymi .
tfemi nekolinearnimi body lze vést kruZnici, je ekvivalentni s Euklei-
dovym axiomem (srv. VETU 15,13).

23. A. M. Légendre, F. Bolyai. Lambertovo pojednani spolu se spi-
sem Saccheriho byly ty nejvyznamnéjsi price, je byly napsiny
v oboru theorie rovnobézek do doby Lobacéevského, Bolyaie a Gausse.
Piesto nemély na jeji dalsi rozvoj Zadny vliv, protoZe upadly v zapo-
menuti. Zcela jinak tomu bylo s dilem francouzského matematika
Légendra (1752—1833). .

V dobé kolem revoluce se ve Francii mén{ nazory na socidlni a ekono-
mické vztahy, coZ se projevuje i v oblasti §kolstvi a osvéty, kde vedouci
tlohu hrili tehdy encyklopedisté. Podle revolucionisujici stati d Alem-
berta v Encyklopedii o tom, jak vykladat zatatky geometrie, pisi
Bézout, Légendre a Lacroix kaZdy svoje ,,Ziaklady‘‘, které maji na-
hradit tehdy tolik rozsifené skolni vydini Eukleida. Nejvice se ujaly
Légendrovy Eléments de géométrie, jez vySly jesté za Zivota Légen-
drova celkem ve 14 vydanich (prvni vyd. 1794), takze néktefi nazyvaji
ponékud piehnané Légendra ,,Eukleidem nového véku*‘.

Sestavovanim svych Eléments byl Légendre pfiveden k systematic-
kému pfemysleni o theorii rovnobéZek. V prvnich osmi vydanich ne-
klade Légendre mezi axiomy postuldt o rovnobézkach, nybrz ho doka-
zuje. Tento dikaz méni od vydani k vyddni. Néktery dikaz se mu zd4l
prilis tézky pro zadatecniky, s jinym nebyl zase piilis spokojen. Ve vy-
danich 9 a 11 uvadi proto radéji tvrzeni o rovnobézkich jako axiom,
ale jiz ve 12. vydani se pokousi upfesnit jeden z dfivéjsich pokusid
a tato nova varianta se objevuje i ve 13. a 14. vydani.

R. 1833, v roce své smrti, shrnul Légendre svoje ﬁvahy o rovnobéz-
kach do spisu Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la
théorie des paralléles ou le théoréme sur la somme des trois angles du
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triangle. Na konci tohoto pojedndni poznamenavi, Ze jeho badéni ko-
neéné uspokojivé ukonéila dvoutisicileté marné snaZeni v oboru theorie
rovnobézek.

Mylil se. Ani jeho vysledky, ani methody, jimiZ k nim do&el, nemohou
byt oznadeny jako pokrok vzhledem k vysledkim Wallisovym a Sac-
cheriho, nedosel ani tak daleko jako Lambert. Jeho dilo se vsak, jak
jsme uZ jednou Fekli, znacné roziifilo ve Francii i v Némecku a v tom
spodiva jeho velky vyznam, nebof tak svého ¢asu podnécovalo zdjem
o theorii rovnobézek.

A, A, - A,
Obr. 134.

Podivejme se nyni, jak Légendre pii svych dikazech postupoval.
K problému se postavil tak, Ze chtél dokazat, Ze soudet Ghld v troj-
thelniku &ini 2R, protoZe védél, Ze toto tvrzeni je ekvivalentni s Euklei-
dovym axiomem o rovnobézkich.

Nejprve dokazal spravné vétu, Ze v trojihelniku je soulet whli mendi
nebo roven dvéma pravym (srv. nadi VETU 13,6). Tato véta se obvykle
nazyva proni Légendrova véta, a8koliv ji skoro o sto let diive dokézal
jiZ Saccheri.

Jednoduchy a elegantni dikaz podavi Légendre ve 3. vydani Elé-
ments takto (podle Bonola-Liebmann [17], str. 59 —60):

Budiz na pfimce n shodnych usedek 4,4, 4,4, ..., AaA,,; a nad
nimi po téze strané n shodnych trojihelniku s protilehlymi vrcholy
B,, B,, ..., B, (viz obr. 134). Trojihelniky A B,4,B,, A B,A4.B,, ...,
A B,-1A;B, budou také shodné. Zvolme jeité bod B,., tak, aby
i trojihelnik A B,4,.,B,., byl s nimi shodny.

Je nyni < 4,B,4, < <& B,A,B,. Kdyby zde totiz platil vztah >,
pak srovnanim trojithelnika A 4,B,4, a A B,A,B,, které se shoduji
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ve dvou stranich (4,B, = 4,B,, strana B, 4, je spoleénd), by vyply-
nulo, Ze je 4,4, > B,B,. ProtoZe tseka je nejkratii spojnice dvou
bodi (srv.nadi Virvu 3,32) platil by vztah A, B, +n- BBy +A4441Bps1 >
> n.AA,, ktery lze psat také 2.A4,B, > n.d, kde d je rozdil
4,4, — B,B,. Posledn{ vztah by platil pro libovolné n (4,B, a d jsou
zde pevné), ale to by bylo ve sporu s Archimedovym axiomem. Je tedy
N < 4,B,4, £ & B A4,B,, takie sou-
G ¢et Ghla v trojahelniku A A4,B,A,

je fhendi nebo roven dvéma pravym.

A
H' B
Obr. 135. Obr. 136.

Druhou Légendrovou vétou se rozumi véta: Je-li v jednom trojihel-
niku soulet whli mendi resp. roven 2R, pak je tomu tak v kaZdém troj-
dhelniku. Také tuto vétu dokizal jiz Saccheri. Légendriv dikaz zde
uvddét nebudeme, protoze se nelisi podstatné od dikazu Saccheriho.

Podivejme se nyni na Légendrovy diikazy véty, Ze soudet (hli v troj-
thelniku je roven dvéma pravym.

V 1, vydani svych Eléments ji Légendre dokazuje analyticky. Vy-
chazi viak z toho, Ze ,,na volbé jednotky délky nezavisi spravnost do-
kazované poucky*, takZe &inf vlastné pfedpoklad, Ze existuji podobné
utvary, coz je, jak jsme jiz vidéli, ekvivalentni s Eukleidovym axio-
mem o rovnobézkich. Protoze Légendre usoudil, Ze analyticky dikaz
je pro zaditetniky obtiZny, nahradil jej v daldim vydéni timto geo-
metrickym dikazem (podle Bonola-Liebmann [17], str. 61 —62):

Vzhledem k prvni vétd Légendrové stadi dokézat, Ze soudet hli
v trojahelniku nemiZe byt mensi dvou pravych. Budiz tedy A ABC
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trojahelnik, v némz soucet Ghli je men3i nez 2R, abudiz « defekt troj-
dhelnfka, t. j. thel dany vztahem < A4 4+ ¥ B+ < C + « = 2R.
Zvolme bod A’ (viz obr. 135) na druhé strand od piimky OB tak, Ze
X ABC = < A'CB a A ABC = A A’BC. Trojahelnik A A’BC ma
také defekt «. Vedeme-li nyni hodem A’ pfimku, kterd protne pfimku
AC v bodé C, a pfimku AB v bodé B,, pak trojahelnik A 4B,C, ma
soudet (hli opét mensi nez 2R a pfi tom jeho defekt je roven souctu
defektt étyf trojuhelniki, z nichz je slo-
Zen, tedy je vétdi nez 2«. Opakujeme-li
nyni s trojahelnikem A AB,C, totézi, co
jsme délali s trojihelnikem A ABC, do-
stavame po n krocich trojihelnik, jehoz
defekt jo vétsi nez 2"x. ProtoZe mtizeme
n volit tak, Ze 2"x > 2R, dostivime se
ke sporu, takZe soudet Ghld v trojihelniku Obr. 137.

nemiZe byt mensi dvou pravych.

Tento dikaz spoéivd, jak je vidét, na skrytém pfedpokladu, Ze kaz-
dym bodem uvnitf Ghlu lze vést pfimku, jez protina obé jeho ramena,
kteryito pfedpoklad je ekvivalentni s Eukleidovym postuldtem (viz
VETU 15,9).

Jiny dikaz podava Légendre takto (podle Kagan [4], str. 136 —138):
V trojthelniku A ABC budiz AB > AC = BC. Je-li H stied strany
BC (viz obr. 136) a na poloptimku AH naneseme AC, = AB a na (4B)
uselku AB, = 2. AH, pak trojthelnik A AB,C, ma tyi soudet hlu
jako A ABC (nebot je-li AH'= H'B, (= AH), pak z N AHB=
= A AH'C, plyne <t AC/H'= <X Ba A HC,B,= A HCA, odkudz
S HCB,=<XC, < AB,C,= < HAC; ptitom thel < HAB je
obéma trojihelnikiim spoleény).

Pro uhel < C, 4B, platf vztah & C, 4B, £ 1< 4, coZ plyne odtud,
Ze kdyz v trojuhelniku A ABC je AC < AB a pfitom D je pilici bod
strany BC (viz obr. 137), AD = DE, pak A\ ADC = A EDB, takie
X CAD = X BED. Protoze v A ABE je AB > BE (= AC), je
< BED > < DAB.

V trojihelniku A AB,C, plati opét AB, > AC, > B,C,, nebot
piedevsim z AC, = AB a z C,B, = AC plyne AC, > C,B,. Dokazat,
ze AR, > AC,, je totéz, jako dokazat, Ze AE > AB (viz obr. 137),
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oviem za predpokladu, Ze AB > AC > BC. Pak je viak mimo jiné
XC> <X A. Pri tom plati <X ABE > <t DBE = 4 C a soudasné
X A> <L CAD= < AEB, takie pro A ABE plati < ABE >
> <& AEB, &ili skuteéné AE > AB.

Mizeme tedy pro trojuhelntk A AB,C, opakovat totéZ, co jsme dé-
lali 8 A ABC, a podobné pokratujeme s trojuhelniky A 4AB,C,,
A AB,C, atd. Dostaneme tak trojihelnik A AB,C,, jehoZz soudet
ahlu je stejny jako soudet uhld trojdhelnika A ABC, a pfitom lze k
volit tak, Ze dhly pfi vrcholech
A a B, jsou mensi nez libovol-

né dany maly uhel.
(Uvaha dosud provedens mii-
A B, Ze slouzit jako jiny dukaz prvni
Obr. 138. véty Légendrovy. Srovnej s na-
§im dikazem VETY 13,6!).

Légendre nyni uzavira dikaz asi takto: vezmeme-li k tak velké, Ze
kazdy z Ghli <¢ 4 a < B, bude men3i neZ libovolné dany thel, bude
soudet téchto uhli konvergovat (pfi £k — o) k nule, takZe soudet Ghli
v trojuhelnfku A AB,C, (viz obr. 138), kter¥ je stejny jako v A ABC,
bude mit touz limitu jako ihel < AC,B,. Vezmeme-li vnéjsi thel pfiC,,
vidime, Ze pfi &k — oo konverguje k nule, takze thel C, konverguje ke
2R a soudet Ghlu v A ABC je tedy roven dvéma pravym.

Légendre sice spravmné ukazal, Ze uhly < 4 a < B, konverguji
k nule, dopustil se viak chyby, kdyZz jen tak beze vSeho tvrdil, ze
i vnéjsi thel pfi & C, konverguje k nule. Lobadevskij v kritice tohoto
dukazu poznamenal (Lobadevskij [6], str. 150 a n.), Ze lze pfipustit,
Ze limita Ghlu < C, je mensf neZ 2R, nebof zatim co s rostoucim k se
ahly < A a < B, zmensuji, soudasné se strany trojuhelnika A AB,C,
bez omezen{ zvétiuji.

Dalsi Légendriav nepiimy ditkaz véty, Ze soudet uhla trojahelnika je
roven dvéma pravym, vedl k zavéru, se kterym jsme se jiz dfive setkali,
Ze by totiz existovala absolutni mira délek. Kdyz Légendre dogel ve
svych ivahach k tomu, Ze by délka byla dina pouhym ¢islem bez volby
jednotky, vidél v tom spor a pokladal dikaz za skonéeny.

Zivérem muZeme o Légendrovi fici, Ze na v8ech tskalich, ktera se
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mu vyskytla v cesté, ztroskotal, a to proto, Ze se nedovedl odpoutat
od vzitych piedstav eukleidovské geometrie.

Diive, nez skonéime liCeni Uspéchii a netaspécht matematikd
v ,,predhistorickém obdobi‘‘ neeukleidovské geometrie, musime se na
chvili zastavit je$té u madarského matematika Farkase Bolyaie
(1775—1856). Zabyval se po dlouhou dobu dikazy V. postulitu a jeho
Zivot je tizce spjat s objevem neeukleidovské geometrie, nebot jeho syn
Jan patfi mezi prvni, ktefi odhalili novou kapitolu geometrie.

F. Bolyai pochazel ze starého madarského Slechtického rodu a fikd
se, %e jim zalinaji déjiny matematické Cinnosti v Madarsku. Sklon
k matematice se u ného jevil jiz v mladi. Svoje universitni studia konal
v Gottingdch (1796—1799) — proto je ¢asto uvadén také jako Wolf-
gang Bolyai — a tam se seznamil s Gaussem, o dva roky mlad$im.
Spoleéné zajmy sbliZily oba studenty tak, Ze se stali nejlepsimi pfateli
svych mladych let. Svédéi o tom jejich korespondence z doby, kdy
F. Bolyai zil jiz opét v Madarsku, kde se po n&kolika letech stal profe-
sorem matematiky a fysiky na evangelickém reformovaném gymnasiu
v Maros-Vasarhély.

F. Bolyai se zabyval dikazem V. postulatu je$té pied pichodem do
Gotting a ve svych pokusech pokradoval v Gottingach. Gottingenska
universita byla tehdy zastoupena nékolika jmény na hnutf, vzniklém
okolo theorie rovnobézek.

Profesor matematiky A. G. Kaestner pilné sledoval a shromazdoval
literaturu o theorii rovnobézek a dal G. S. Kliigelovi podnét k sepsini
disertani price Recensto conatuum praecipuorum theoriam parallel-
arum demonstrand: (1763), prvni to praci o historii tohoto bolavého
mista matematiky vibec, o které jsme mluvili jiz vySe. Kaest-
ner ve svych pozdéjsich pfednaskach pochyboval o tom, Ze by se
V. postuldt dal vibec dokizat. Profesor astronomie S. F. Seyffer,
ktery se také zabyval theorii rovnobézek, projevoval podobnou resig-
naci, jak miZeme vidét z tohoto jeho vyroku:

»» -».2zdd se nanejvys pochybné, Ze by se jedendcty axiom dal vibec doké-
zat, aniZ by se pfibral n&jaky dalsi axiom.* (P. Stdckel [10], str. 41.)

Toto ovzdusi resignace nebylo zalozeno na konkretnich vysledcich;
Elo jen o hypothesy, které se samy nabizely tomu, kdo sledoval jiz tak
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dlouhou historii nedspéinych dikazt V. postulatu. Proto snad také
nemélo toto ovzdusi Zadny vliv ani na F. Bolyaie, ani na Gausse, takie
se oba pokousSeli dokdzat Eukleidiv postuldt a pozdéji si o svych
avahdch vyménili nékolik dopisi.

Adkoliv se F. Bolyai zabyval theorii rovnobézek takika cely Zivot,
nepfinesl nic podstatné nového. Ukazal pouze na pfiklad to, Ze
V. postulat je ekvivalentni s tvrzenim, Ze kazdymi ¢tyfmi body neleZi-
cimi v roviné mozno vést kulovou plochu ¢&ili jinymi slovy, Ze kazdymi
ttemi body nelezicimi v piimce lze vést kruznici. SAm o svém usili
pise:

,»,ProtoZe jsem viak nebyl spokojen se svymi pokusy dokédzat XI. postulét

a nenalezl jsemn klidu, ani kdyZ jsem v t&chto pokusech Sel aZ po samy meze

moZnosti, hasl po urdité dob$ muj zdpal pro matematiku a vrhl jsem se na
poesii.‘ (P. Stéckel [10], str. 18.)

F. Bolyai byl nadanym matematikem, av3ak trpél jednak velkou
roztfisténosti svych zijmu, jednak tim, Ze zlstal ve svych snahach
osamocen. V jeho vlasti nebylo Zidné matematické tradice, takZe se
nemél o koho opfit, a s ostatnim svétem nemél Zddného styku. Vedle
nékolika kniZek o elementech matematiky a fysiky pro posluchaée
gymnasia, na némzZ uéil, vydal latinsky spis Tentamen juventutem
studiosam in elementa matheseos purae... tntroducendi... (1832—34),
ktery je jeho Zivotnim dilem. Jako dodatek k tomuto spisu byla pfi-
dana stat mladého Jana Bolyaie Appendix scientiam spatii absolute
veram exhibens, ve které jsou vyloieny ziklady neeukleidovské geo-
metrie a o které budeme mluvit jesté pozdéji.

Predmétem vlastniho spisu F. Bolyaie jsou snahy charakteristické
pro 19. stoleti, totiz budovani zakladi geometrie a viibec celé matemaiti-
ky. Byl viak psdn v dobé, kdy nebyly jesté v matematice mnohé ze z4-
kladnich otazek vyjasnény: nebyl na pf. jesté podin dikaz t. zv. funda-
menldini véty algebry (kterd fika, Ze kaZdda algebraickd rovnice ma,
_ pfipoustime-li komplexni &isla, alespoii jeden kofen), nebyla jesté
pfesné definovina spojitost, nebyl zaveden pojem mmnoZiny (uéinil
tak teprve r. 1895 G. Cantor). F. Bolyai si polozil kol pfili§ obtiZny,
nez aby ho mohl cele splnit, a proto jeho spis nenaSel Zadného ohlasu
ani v dobé, kdy byl psdn, a tedy tim spiSe anj v dobé pozdéjsi. Pfesto
nékterymi svymi myslenkami anticipoval pojmy pozdéji zavedené.
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