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pouze trividlni (nulové) reSeni; podminka 4. Fredholmovy véty je
automaticky splnéna pro libovolnou funkei f(M), coZz zabezpeduje
feSitelnost rovmice (7). Jednoznacénost FeSeni plyne z toho, Ze rov-
nice (15) nemd netrivialni FeSeni.

KAPITOLA 2

SOUMERNE ROVNICE
(HILBERT-SCHMIDTOVA THEORIE)

§ I11. Soumérna jadra. Jadro nazyvame soumérnym, jestlize je iden-
tické s jadrem k nému konjugovanym. Takové jidro je charakteriso-
véno identitou

K(z, s) = K(s, 2). (1)

Jestlize jadro je realné, potom jeho soumérnost je definovina vzta-
hem
K(z,8) = K(s, x). - (2)

Integralni rovnici se soumérnym jadrem nazyvame soumérnou.
Jestlize jadro je soumérné, muZeme se lehce presvéddit o tom, Ze
viechna jeho iterovand jadra jsou také soumérnd. Tak na ptiklad

K, (z fK(x t) K(t, s)dt = st 1) K(1, z) dt = K,(s, z),

b

Ky(z, s) = f Kz, t) K(t, s) dt = [K(s, t) K2(t, x) dt = Ky(s, )
atd.

Priklady. Jadra x + s, Ig|x — s, i(x — s) jsou soumérni. Jadro
i(z + s} je nesoumérné, nebot v tomto piipadé
K(s, z) = — K(z, s).

Zikladni vlastnost soumérnych jader, kterd v podstaté uréuje celou
theorii soumérnych integrilnich rovnic, spoéiva ve vztahu
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(I{(P’ “;U) = (g, Iﬂ/})’ (3)
v néjz prejde identita (6), § 8 v piipadé soumérného jidra.
Poslonpnost funkef
. 92(®), Pa(®), .-, Pal(®), .- (4)

se nazyva orthogondlni, jestliZe jsou tyto funkce navzijem po dvou
orthogonélni. Budeme nazyvat posloupnost orthonormovanou sousta-
vou, jestlize je orthogondlni a norma kazdé funkce je rovna jedné. Jest-
lize posloupnost (4) je orthonormované, pak

0, 1%k,
@o?) =11 i —%.

KaZdou orthogondlni soustavu lze lehce pfevést na orthonormovanou;
staéi kazdou funkei délit jeji normou..

Vyjdeme-li z libovolné orthonormované soustavy, lze vybudovat
theorii ,,Fourierovych fad*, analogickou theorii trigonometrickych
fad. Naznacime struéné tuto theorii. ‘

Pro kazdou funkei f(z)! si mtZeme poloZit tuto tlohu: Jest uréit
koeficienty o, &y, ..., &, tak, aby kvadratickd chyba p¥iblizné relace

.

f(x) ~ Z‘xk prlz

byla co nejmensi. Kvadraticka chyba je podle definice rovna

b
= f Zak ¢k )|2 dx.
Ozname

ax = (f, pi) =aff(fv.)mdx

Cisla a, se nazyvaji Fourierovymi koeficienty funkce f(x) vzhledem
k orthonormované soustavé (4). Po jednoduchych tpravach dosta-
neme

b n n
= [|fx)| d= +k;1|ock — a,|? _%‘Jak‘z.

1 O f(x) pouze predpoklédéme, Ze ona sama i jeji &tverec jsou absolutn integro-
vatelné.
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Odtud je patmo, Ze 8, bude nejmensi, kdyz o, = ay, t. j. kdyZ za
koeficienty «, zvolime Fourierovy koeficienty funkce f(x). Nejmensi
hodnota 4, je rovna

b n n
J1f@)]?dz — > Jas]* = lIfl* — 2. |al. (5)
a k=1 k=1
Ponévadz tato hodnota je nezaporna, plati
n

2 laxl® < NI
k=1

Levé strana posledni nerovnosti je n-ty éasteény soudet Fady s klad-
nymi ¢éleny

@
ZIlez
k=1

a nade nerovnost ukazuje, Ze ¢astedné souéty této fady jsou omezené.
Odtud plyne, Ze uvedena fada konverguje, pfi ¢emZ plati nerovnost

Slaat < I, (6)
k=1

jeZ se nazyva Besselovou nerovnosti.

Nechame-li v pfibliZzné rovnosti (3) » rist nade v3echny meze,
dojdeme k Fourierové fadé funkce f(x)

égk Pul). (7

Pravime, Ze funkce f(z) se dd rozvinout ve Fourierovu fadu podle
funkei @4(x), pa(2), ..., @,(x), ..., jestliZe Yada (7) pFislulejici této
funkei konverguje a jeji soucet je roven f(z). Jestlize f(x) se d4 rozvi-
nout ve stejnomérné konvergentni ¥adu Fourierovu (7), potom plati
t. zv. Parsevalova identita

2 lal® = IIfll. (8)
k=1

Pro dostateéns velké n skutedns
ILZ% Pulz) — f@)|* < e,
=1
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kde & je libovolnd kladns konstanta. Aviak potom

& = [l —]gllakl2 < &b —a).

Nechame-li ¢ = 0 a tudiZ » — o0, dostaneme Parsevalovu identitu.

Pokud se tycée Fady (7), vznikaji dvs zékladni otdzky: Za jakych
podminek tato fada konverguje, a jestlize konverguje, zda jeji soudet je
roven f(z)? Prva otdzka klade v obecném piipad$ znaéné potize pfi
feSeni, avSak v prakticky duleZitych piipadech se ¢asto poda¥i nalézt
jednoduché dostateéné podminky stejnomérné konvergence Fourierovy
fady. '

Ptejdéme ke druhé otézce. Orthogonalni soustavu budeme nazyvat
netplnou, jestlize existuje funkce, jeZ se nerovnd identicky nule a jez
je orthogonalni ke viem funkeim soustavy. V opa¢ném pfipadsé se sou-
stava nazyvé dplnou. Tak na pf. soustava

cosz, sinz, cos2z, sin2z, ...,

jeZz je orthogonalni v intervalu (— =, =), je nelplna, nebof funkce
@(x) = 1 je orthogonilni ke vSem funkcim uvedené soustavy. V theorii
trigonometrickych fad se dokazuje, Ze soustava funkei

1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx, ..., .
orthogonélnich v intervalu (— =, ), je tplna.
Jestlize soustava (1) je dplnd a fada (7) konverguje stejnomérné, pak
jeji soulet je roven f(z). Provedme dikaz této jednoduché a dileZité
véty. Polozime

o(2) =kZ;zk pu(z) — f(=).
Funkee w(z) je orthogonalnf ke viem funkeim ¢4(z). Vime, Ze Fada (7)

konverguje stejnomérné a je tedy moZno ji integrovat ¢len po &lenu.
Odtud také plyne, Ze skaldrni souéiny (w, ¢;) jsou rovny nule:

(@, @) = ggn«pm o) — (F 9s) = @ — a, = 0.

Pongvadz viak soustava (1) je iplnd, je w(z) = 0, a tedy

Sonpula) = f@).
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Je moZno dokézat, Ze kdyZ je soustava (1) uplna, pfejde Besselova
nerovnost pro libovolnou funkei f(z) v Parsevalovu identitu.

V aplikacich se setkdvame také s Fourierovymi fadami ponékud
obecnéjsiho charakteru. Necht r(x) je néjakd nezdporna funkce. Pra-
vime, Ze funkece @(z) a y(z) jsou orthogonilni s vahou r(x), kdyz

b

J7(2) p(@) p(x) dz = 0. 9)

a
Soustavu (1) budeme nazyvat orthonormovanou s vahou r(z), jestlize

plati vztahy b {0, i %+ k,

Jr@) @) pule) do =7 0 T (10)

Uplné tak jako shora dojdeme k pojmu Fourierovy fady funkece f(x)
podle soustavy funkei orthonormovanych s néjakou vahou. Fourierovy:
koeficienty jsou definovany vzorcem

h 1) pulw) da (11)

B;esselova, nerovnost a Parsevalova identita se napisi ve tvaru

@® b .

L2|a,¢|2 < [r(x)|f(z))? d= (12)

=1 -a
resp. "o b

> lagt = [r(z) |f(z)]? da. (13)

k=1 [

Pojem tplnosti a z ného vyplyvajici dusledky se pfenaseji beze zmény
i na tento pfipad.

Uvedme nékolik piikladu orthogonalnich soustav.

a) Soustava g,(x) = €**, kde k probihi viechna celd é&fsla z inter-
valu (—oo, ), je orthogonalni v intervalu {— 7, =). Nenf{ normo-
vana, nebot

[|pu@)|2dz = [dt = 2.
Ziejmé soustava funkei

- ———I;—e“", k=...,,—2, —1,0,1,2 ...
V2'n:

je orthonormovand v intervalu (— 7, 7).
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b) Funkce
) ¢ 1, cosz, cos2z, ...

tvofi orthogondlni soustavu v intervalu (0, x). V tomtéZ intervalu
tvoli orthogonalni soustavu i funkce sinkz, k =1, 2, ...

¢) Legendrovy polyno‘my .

B _ 1 dra? — 1) .
PO(x) - 1’ P’n(‘r) —2"7?/' dx” y M= 1; 2,"'
jsou orthogonalni v intervalu (—1, 1. Spliiuji relace
+1 0, Tk,
[P(x)Puz)de={ 2 . _ .
—! 2k + 1’

d) Cebysevovy polynomy

1
Te(x) = S cos(k arcepsz), k= 0,1, 2, ...

jsou orthogoniln{ s vahou
1

=V1 — x?

v intervalu {(—1, 1>. Je mozZno je normovat vynasobenim 7', (z) veli-

%1
¢inou .
F

e) Necht J,(x) znadi Besselovu funkei prvého druhu =»-tého Fiadu
a necht «g,, jsou jejf kladné nulové body. Budeme pfedpoklidat, Ze
n > — 1. Soustava funkei
Jn((kaz)a k= L2,...

je orthogonalnf s vahou r(x) = z v intervalu {0, 1>. Tyto funkce vyho-
vuji relacim ’

r(x)

1 "o ik
‘Jn N Jn ’n d = ’ . ’
Ofx (¥ n%) S (@ on) dz {J',z;-',-l(‘ka): P

Soustavy a) aZ e) jsou uplné.

Uvedené soustavy hraji dileZitou dlohu v mnohych praktickych
otazkach. Podet piikladd takovych soustav je moZno znaéné rozsifit.

V theorii fad rozvinutych podle orthogonilnich funkei ma velky
vyznam t. zv. orthogonalisace, jeZ umoziiuje libovolnou posloup-
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nost linedrné nezavislych funkei pfevést na orthonormovanou. Necht
Pa(z), n = 1,2, ... je posloupnost (koneéna nebo spodetna) takovych
funkei, Ze @,(x), @s(z), - .., Pm(z), kde m je libovolny index, jsou navza-
jem linedrné nezavislé. Utvofme takovou orthonormovanou posloup-
nost w,(x), » = 1,2, ..., aby w,(z) byla linearné vyjidfena pomoci
@4(), pa(), .., Pu(x) a naopak, aby ¢,(z) byla linedmé vyjidfena
pomoci w4(x), wy(x), ..., Wu(X).

Funkee @,(x) neni identicky rovna nule, protoZe nula je linearné za-
visld na kaZdé soustavé funkei. V tom piipadd je jeji norma kladna.
Polozme

(@) = gu(a); wy(w) = [(xH

potom je funkee w,(z) normovani. Pfedpoklidejme nyni, Ze hledané
orthonormované funkece w,(x), wy(), ..., w,_y{x) jsou uz sestrOJeny
Polozme

¥a(@) = pa(2) —kia w4(2)

a zvolme koeficienty a, tak, a,bjr Pa(z) byla orthogonilni k wy(x),
wz(x)r .' bt wn—-l(x):

—
(Pns @) —kZa,k(tpk, w)=0,9=12...,n—1.
=1

Avsak 0, &+,

(wk: wi) = { 1, k= 7-’
a z posledni rovnice nalezneme a, = (¢,, w,).

Funkce y,(x) neni identicky rovna nule, nebot by se funkce g,(z)
dala v opaéném piipadé vyjadfit linedrnd pomoci w,(z), wy(x), ...,
wn_4(z), a tudiZz i pomocf @y(x), @), ..., P,_4(x). Nyni stalf poloZit

_ pa(®)
) =T
Jak vyplyva z konstrukce, je posloupnost w,(x), » =1, 2, ... ortho-
normovani a w,(x) je linedrné vyjadfena pomoci ¢,(z), @s(2), ..., Pa(z).
Opadné ,(z) je linedrné vyjadiena pomoci w;(x), wy(x), ..., Wa(z):

n—1
(pn(x) = ||'Pn|| w,,(x) +k§£?m wk) wk(x)'
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§ 12. Zakladni véty o soumé&rnych rovnicich. Véta 1. JestliZe jddro
K(x, s) je soumérné a ment identicky rovno nule, pak md alespors jedno
charalkteristické islo.

Exijstuje nékolik dikazu této velmi dilezité véty; kazdy z nich je
podkladem pro n&jaky zplsob p¥iblizného vypodtu charakteristickych
¢isel. Tyto zpisoby jsou podrobné probirdny v ndsledujicich odstav-
cich. Je tfeba poznamenat, Ze pro nesoumérnd jadra neni prvni véta
spravna: existuji nmesoumérné rovmice, jeZ nemaji charakteristickd
¢isla. Takové jsou na pf. rovnice Volterrovy. .

Véta 1 je disledkem véty 3, niZe uvedené v tomto paragrafu, jejiz
diukaz bude proveden na konei kapitoly v § 20.

Véta 2. Vdechna charakteristickd &isla soumérného jddra jsou redind.

Necht 4, je charakteristické &islo a @y(z) jemu piisludejici charakte-
ristickd funkee jadra K(z, s). Podle definice vyhovuji rovnici

b
@olx) — Ay [K(, 5) @os) ds = 0 (1)

¢ili, jestliZe uZijeme oznadeni, které jsme zavedliv § 8,
Po(2) - MoKy = 0.

Nasobme tuto identitu vyrazem @y (z) a integi'ujme vzhledem k x v me-
zich od a do b. Potom dostaneme

llpo(x)[I* — Ao( Ko, S”o) =0,

odkud leo@)2  ~
b= Kpy, go) )
Citatel ve (2) je kladny; dale podle zékladnf vlastnosti soumérného
jadra (vzorec (3), § 11)
(K@, po) = (po: Ko).

AvSak vyména ¢&initelli ve skaldrnim soudinu je ekvivalentni s jeho
nahrazenim komplexné konjugovanou hodnotou:

(‘Po: K‘Po) = (K‘Po: ®o)-
(E@o, 9o) = (E@o, Po)- (3)

Cislo (Keq, o), je% se rovna &islu k nému konjugovanému; je redlné.
Nyni ze (2) plyne, Ze hodnota 1, je také redlna.

Tudiz
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Véta 3. Pfevrdcend absolutni hodnota nejmendtho charakteristického
Cisla soumérného jddra se rovnd mazimu velidiny

bb
(Ko, ¢)| = l‘[ { K(z, s) p(z) p(s) dz ds| (4)

s vedlej§i podminkou
b

Uvedeného maxima nabude, je-lv p(x) charakteristickd funkce jddra, jef
prislusi nejmendimu charakteristickému &islu.

Dukaz této vEty neni elementdrni.a je tfeba zavést k nému nékolik
novych pojmi; tomuto dikazu bude vénovan § 20 této kapitoly.
. Véta 4. Charakteristické funkce soumérného jddra, jeZ prisludeji riz-
ngm charakteristickym &Eslam, jsou navzdjem orthogondlni.

s vy

Necht 4, a A, jsou riznd charakteristickd é&isla soumérného jadra
K(x,8) a ¢@y(x), po(x) jsou jim piislulejici charakteristické funkce.
Potom .

P2(x) — 21 K@y = 0, gy(z) — 1K@, = 0.

Vynasobme skalarné prvni rovnici vyrazem 4, @.(z) a druhou
A, ¢1(z). Ciselné koeficienty vytkneme p¥ed skaldrni soudin a piihléd-
neme k tomu, Ze podle véty 2 jsou redlné:

AP, @2) — Mide(Koy, @5) = O; (6)

A(Ps; @1) — A1Ao(K@s, ) = 0. - (7
V (7) vyménime &initele ve skaldrnfm soudinu a nahradime vSechny
¢leny sdruZenymi. Potom dostaneme

M@y, o) — Aide(@y, Kgy) = 0
¢ili, podle vzorce (3), § 11,

24Py @) — AiAs(Key, @5) = 0. (8)
Odectéme (6) od (8):

(Ap — 4))(p1, o) = 0.
Avak 4, + 1,, tudiz je nutns (p,, ¢,) = 0, &im? je véta dokézana.

V souvislosti s vétou 4 uéifime tuto poznimku. Necht nékterému
charakteristickému éislu odpovida n linearné nezavislych charakteris-
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tickych funkei. Jejich libovolnd linearni kombinace je také charakteris-
tickou funkei. Pomocf orthogonalisace je moZno z danych « linearné
nezavislych funkef sestrojit » linedrnich kombinaci, je% budou normo-
vané a po dvou orthogonaln{, pri éem% dané funkce budou opét linear-
nimi kombinacemij sestrojenych. Aviak v takovém pfipadé je moino
udinit vSechny charakteristické funkce soumérného jidra .po dvou
orthogondlnimij. Opravdu, jestliZe charakteristické funkce pfisluseji
témuZ charakteristickému &islu, budou orthogonélnimi v dusledku
orthogonalisace; jestlize ptisluSeji rliznym charakteristickym ¢fsltm,
pak jsou orthogonalni v disledku véty 4. Tak dojdeme k vété:

Veéta 5. Posloupnost charakieristickych funkci soumérného jadra je
mozEno ucinit orthonormovanou.

V dalsim budeme vidy piedpokliadat v souhlase s vétou 5, Ze po-
sloupnost charakteristickych funkei soumérného jidra je orthonormo-
vand. Umluvime se je$té, Ze pii psani posloupnosti charakteristickych
¢disel budeme opakovat kaZzdé z nich tolikrat, kolik mu pfislusi charak-
teristickych, linedrné nezavislych funkei. Potom muZeme predpokla-
dat, ze kaidému charakteristickému &islu odpovidd pouze jedna
charakteristicka funkee; pfitom se mezi charakteristickymi ¢éisly mo-
hou vyskytovat &isla stejnd. Umluvime se také, ze budeme é&islovat
charakteristicka ¢&isla podle vzristajicich absolutnich hodnot. Tudiz,
jestlize 4, a 4, jsou dvé charakteristicka &isla a m < », pak |4,] <
< |-

§ 13. V&ta Hilbert-Schmidtova. Lemma 1. Mnofina charakteristickych
&isel druhého iterovaného jadra je totoénd s mnoZinou Etverci, charakteris-
tickych &isel daného jddra.

Nepfedpokliddme zde, Ze jadro je soumérné.

a) Necht A, je charakteristické &fslo jadra K(z, s) a @o(z) je prislusna
charakteristickd funkce. Potom (& — A,K) ¢, = 0. Aplikujeme-li na
obé strany posledni relace operator £ - 1,K, dostaneme

E— 13K?) @, =0
¢ili podrobnéji ( b ok 7o i
Po(z) — )'g fK2(xs 8) @(s) ds = 0,
odkud plyne, Ze A2 je charakteristické &islo jadra K,(z, s).
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b) Necht uqje charakteristické éislo jadra K,(x, s) a @4(z) je pFisluina
charakteristickd funkece, takze (E — p,K,) p, = 0 &ili, kdyz poloZime
to = 45,

(B — LK)E + 1K) @y = 0. (1)

Mize se stat, Ze 4, je charakteristické &islo jaddra K(z, s); potom lem-
ma 1 je spravné. Predpoklddejme nyni, Ze tomu tak neni. Oznadéme
(B + 1K) gy = py(x). V dusledku rovnice (1) (F — 1,K) ¢, = 0;
protoZe A, neni charakteristické &islo jadra K(x, s), pak ¢,(x) = 0 &ili
(B + 4,K) gy = 0. Posledni relace ukazuje, Ze — 4, je charakteris-
tické éislo jadra K(z, s). Tim je lemma dokdzdno.

Poznimka. Lze dokazat i obecnéjsi tvrzeni: MnoZina charakteris-
tickych ¢éisel jadra K,(z,s) je identickd s mnoZinou n-tych mocnin
charakteristickych &isel jadra K(z, s).

Lemma 2. Necht jadro K(x, s) je soumérné a vyhovuje nerovnosti
(1), §2, \
[|K¥z, s)] ds < C,, C, = konst.

Ddle necht p,(x), n=1,2,... je posloupnost vdech charakteristickych
funkci jadra K(z, s) a A, jsou jim piislusejici charakteristickd &isla.
Potom fada ©
Sl n(x (2)
n=1

konverguje a jejt soulet nent vétsi net Iconstanta C;.

- Zvolme pevné hodnotu proménné z a uvafujme jidro K(z, s) jako
funkei proménné s. Nafdéme Fourierovy koeficienty této funkce vzhle-
dem k orthonormované posloupnosti g,(s), n = 1, 2, ... Oznadme tyto
koeficienty a,; potom

@n -'v).

f K(, s) ga(s) ds =

Podle Besselovy nerovnosti
S l"’"(x)' < f|sz &) ds < Oy,
n=1

éim?% je lemma dokéazéano.
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Lemma 3. Jestlize A, Ay, ..., Ay, Apyy, - .. e mnoZina vdech charakte-
ristickych Cisel jadra K(z,s) a @), a(x), ..., 0ul), @py (), ... js0u
jim pFisludejici charakteristické funkce, pak soumé’me jddro

K, 8) = Kz, o)— 3, 2olZ) 2ald) (3)
m=1 fem

md charakteristickd ¢isla 2,1, Anyos ..., jimE pFisluseji charakteristické
funkce @q . (%), Pnyalx), ... Jind charakteristickd &isla a charakteristické
funkce jddro K™(x, s) nemd.

Rovnici b
px) — A [K™(z, s) p(s) ds = 0

je mozno napsat ve tvaru

b n
o@) — 3 [K@ 9 gle)ds + 1 3 28 (g ) 0. (&

Dosadme do levé strany rovnice (4) 1 = 1; a gp(a) = ¢,(z), kde § > n.
Ponévadz funkce ¢,(x) jsou orthogondlni, je pro j > m (@;, pn) = 0;
po dosazeni dostaneme

b
9:(x) — 4 [K(z, s) p,(s) ds,

coz je oéividné rovné nule. Tudi? 1; a @;(x), j > =, jsou charakteris-
ticka &isla a charakteristické funkece jadra K(z, s).

Necht nyni 4, je charakteristické ¢islo a ¢u(z) charakteristickd
funkce jadra K™(z, s), takZe

Fo(z) — AoKpy + Ay Zq”"”"u,«pm)_ 0. (5)

Vynéasobme tuto rovnici skaldrné zp,(x), avSak tentokrat pro § < n.
Vzhledem k orthogondlnosti a normovanosti funkei ¢,(x) dostaneme

A
(Po> 95) — Ao(Key, @) + To (po, ps) = 0. (6)

Podle vzorce (3), § 11 (Kgo, ¢;) = (po, Kp;). Dosadme toto do (6) a
sluéme posledni dva éleny. Potom

('PO: ‘pz) ‘I" (‘Po: P; — zi‘K(P:) (‘Po: ‘pi) = 0
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Av3ak pak v rovnici (5) vymizi soucet a dostaneme

@o(x) — Ay flfK(x, 8) @ols) ds = 0.

Z toho plyne, Ze A, je charakteristické &islo a go(z) charakteristickd
funkce jadra K(z, s). Pfitom ¢4(z) + @;(z), § £ n, nebot tyto funkce
jsou orthogondlni. AvSak potom g@4(z) a 4, jsou nutné obsazeny v po-
sloupnostech @, +(z), Pnya(®), ... @ Anpp Angas -oe

Pozniamka. Predpoklidejme, Ze K(x, s) ma pouze koneény podet
charakteristickych é&isel 1, 4,, ..., 4,. Potom jadro K™(z, s) nemi
charakteristick4 &isla. Podle véty (1), § 12 K™ (x, s) = 0. Odtud plyne,
ze -

K(.’l?, .S') — i ‘pm(x) (pm(s)’
m=1 lm
a tudiz jadro K(z, s) je degenerované.

V §4 jsme dokdzali, Ze kazdé degenerované jadro mi pouze ko-
nedény poéet charakteristickych éisel. Srovname-li tyto dva vysledky,
dojdeme k zavéru, Ze soumérné jddro md konelny polet charakteristic-
kijch Eisel tehdy a jen tehdy, kdyZ je toto jadro degenerované.

Véta Hilbert-Schmidtova. Necht Ay, 25, ..., Ay, ... jsOU charak-
teristickd éisla soumérného jddra K(x, s) @ pi(x), @a(2), ..., pa(x), ... jsou
pfisludejict charalteristické funkce. Necht h(x) je funkce, jeji Stverec je
absolutné integrovatelnyj v intervalu (a, b)>. JestliZe integrdl

b
[|K*z, s)| ds
a

je omezeny, potom funkci

flx) = Kh =vfbK(x, s) h(s) ds (7)

lze rozvinout v absolutné a stejnomérné konvergentni Fourierovu radu
podle orthonormované soustavy funkei p,(x):

&) = Sfaala)s fo = (s 90)

Fourierovy koeficienty f, funkce f(x) jsou vdzdny s Fourierovymi koefi-
cienty h, funkce h(x) relacemi
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fﬂ = T: hn = (h; ‘Pn)’
(@) = 2. 7 pal@). (8)

Vsimnéme si toho podstatného faktu, Ze nepfedpoklddime ani konver-
genci Fourierovy fady funkce A(x), ani fiplnost orthonormované sou-
stavy charakteristickych funkef.

1°. Najdéme Fourierovy koeficienty funkce f(z) vzhledem k ortho-
normované soustavé @,(z), n = 1,2, ...

fa = (f, @) = (KB, @) = (b, Kp,).
Aviak ¢, — 1, K¢, = 0. Odtud K¢, = —1— (p,,(x) a

h
fn A (h/ wﬂ) - ln

UvaZujme Fourierovu fadu funkce f(z). Tato fada mé tvar
@ © hn
2, fa pal®) = 2, 7% @af2). (9)
n=1 n=1 /v
Odhadnéme jeji zbytek. Podle Cauchyho nerovnosti

n+p a2 n4-p n+p n+p ©
> mBB< 5 g 5 e 5

w1 " Fengl  k=ntl 1;2;/ kw1 CES

-+

Podle lemmatu 2 je druhy soudet omezeny a prvy soudet mize byt
v dasledku konvergence fady >%; uéinén libovolné malym. Odtud
k=1
plyne, Ze fada (9) konverguje absolutné a stejnomérnd. Soudet této
fady oznac¢me w(x) a jeji n-ty Castedny soudet w,(x).
2°. Odhadnéme velidinu ||f(x) — w,(z)|®. Mime
f@) — anle) = Kh —3 22 ou(0) = kb — 3> LePulg ) — o,

m=1 m

kde v souhlase s na8im oznaéenim

b
E™h = [K™(x, s) h(s) ds.
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Dile ”f(x) _ wn(x)llz — ”K(n)hllz — (K(n)h’ _K(ﬂ)h)_

Aplikujeme-li na skaldrni soudin vzorec (3), § 11, dostaneme .
If(@) — wu@)I? = (B, (K™ R).
(K™)? je Fredholmiv operdtor, jehoZ jédro je druhym iterovanym
jédrem vzhledem k K™(z, s). Oznadme toto iterované jadro K (z, s),
jak je zvykem a piSme K{"h misto (K™)2 h. Potom
If(x) — wa@)|* = (k, KPR).
Podle lemmat 3 a 1 je nejmensi charakteristické &islo jadra K{"(z, s)
rovno A2, a podle véty 3, § 12
! (9, KPp) !
—— = max —+ X |
T @ 9
Potom pro.libovolnou funkei A(z)
(h, KB) _ 1
by =Ty
(h, h). Avsak 1,4, — co. Odtud

Sili (b, KB) < ,1—21_

n4l
If(x) — wa(x)|2 = (B, K{B) - 0 pro n— .

3°. DokaZme nyni, Ze f(z) = w(z). Odhadnéme proto nejdfive veli-

¢inu [|f — w|. Podle trojihelnikové nerovnosti '
If — ol K I — wall + 0, — ol

Podle dokizaného, konverguje prvy séitanec napravo k nule pro
n — 0. Stejné tak konverguje k nule i druhy séitanec. Skuteéné fada
(8) konverguje stejnomérné; proto pro dostateéné velkd n bude
lwa(x) — w(z)]| < &, kde &€ > 0 je libovolné &islo.

Odtud b

o, — olf = [|wax) — 0@ dz < (b —a), A

-,

coz muZe byt uéméno libovolné malym. Tudiz ||f — w|| - 0 pro n — oo,
aviak ||f — w| nezdvisi na n, tedy ||f — w|| = 0 a tedy také f(x) = w(z).

! Vynechavame zde znak absolutni hodnoty, nebot
(@, KPo) = (9, (KM g) = (KMp, KMp) = | KMg|* = 0.
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§ 14. Uréeni prvého charakteristického €isla Ritzovou methodou.
Véta 3, § 12 pfevadi Glohu uréit nejmensi charakteristické &islo sou-
mérného jidra na tdlohu urc':it maximum veliéiny

s vedlejsi podenkou

b
(@ ¢) = [|p¥()| dz = 1. (2)

Tato véta nim umoiiiuje uZit pfimych method variaéniho poétu
k nalezeni nejmensfho charakteristického ¢isla. Specjdlné je mozZno
uzit methody Ritzovy. Zvolme libovolnou posloupnost funkef

1/)1(2:)’ 1002(x): (XA 1[1,,(27), Ty - (3)

kterou budeme povazovat za tGplnou, pfi éemz pojmu ,,aplna posloup-
nost“ davame takovy vyznam: pro libovolnou funkei f(z) je vidy
moino zvolit éislo n a koeficienty o, &y, ..., x, tak, aby "

) -k_ila; v@)l < e,

kde ¢ je libovolné kladné éislo. Jinymi slovy, posloupnost (3) nazyvame
uplnou, jestliZe je mozZno zvolit koeficienty «,, a &éislo n tak, aby stfedn{
kvadraticka chyba relace

x) Nlé:l“k Pi(@)

byla libovolné mald. Zejména jako posloupnost (3) miiZzeme zvolit libo-
volnou dplnou orthonormovanou posloupnost. Polozme v (1)

P(@)-= a19(%) + a2 py(@) + ... + Gpya(2),

kde ay, a,, ..., a, jsou libovolné koeficienty vyhovujici podmince, Ze
(p, ¢) = 1. Tato podminka nabyva tvaru

Zai ak('/’i) Yi) = 1 (4)
i, k=1
a vyraz (1) pfejde v
I(K‘}’% ‘P)l = ]LZA ikai&k], (5)
i k=1



kde bb . _
Ay = [[K(z, s) pi(x) pls) dx ds.

V dusledku soumérnosti jadra Ay = A,

Budeme hledat maximum vyrazu (5) pii podmince (4). Mime tedy
nalézt maximum funkce nékolika proménnych. Jestlize tuto ilohu
rozie$ime a vypoéteme maximum veliéiny (5), najdeme tim soudasné
pfibliznou absolutnf{ hodnotu nejmensiho charakteristického é&isla.
DokaZme, Ze timto zpusobem dostaneme pfibliznou hodnotu, ktera
je vét3i nez hodnota presnéd a kterd k presné hodnoté konverguje pro
n—> 0.

Oznadme % maximum veli¢iny (5) a "™ (z) funkei, jez toto maxi-
mum realisuje. Potom
1(1,1) (Kp™, ] < max|(Kp, @) = 7o,
kde A, je co do absolutni hodnoty nejmensi charakteristické &islo da-
ného jadra. Odtud A{” = |1, ' '

Zbyva dokdzat, Ze AV — [1,]. ProtoZe soustava (3) je uplnd, mi-
zeme mnajit funkei tvaru

x) = Zak ’lpk(x), XK = konst.
k=1 -

takovou, Ze |lp, -— w|| < %¢, kde @,(z) je charakteristickd funkce jadra
K(z, s) ptisludejici charakteristickému ¢islu 4, a ¢ je libovolné kladné
¢islo. Polozme dale

oz
o) = 55
Potom w,(z) vyhovuje podmince (2). Odhadnéme veli¢inu |[><p1 — |-
Podle trojahelnikové nerovnosti mame [lp,|| — llo|| < |lp, — ol £ ¢,
odkud |lw| > 1 — }e. Oznaéme jesté ||w|| = o. Nyni

lop, — ol _ llows — el
o 1—1¢

llpr — el =
Pii dostateéné malém e, 1 —}e > } a tudiz

lps — w4l < 2[lop; — o]l = 2]lp; —w — (1 —0) ‘Pl” <
< 2lpy — ol 4+ 21 —o| < e
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Nyni odhadnéme rozdil
4= I(K‘Pp ‘Pl)[ - ](le’ CL)]_)I.

Funkce w,(z) vyhovuje podmince (2). Odtud a z véty 3, § 12 vyplyva,
e A > 0. Dale je ziejmé

. A g I(K(pls P1) — (Kwy, 0-’1)]-
Uvazujme veli¢inu
(K(py + o3), ¢1 — 0,) = (Kp; + Koy, P1— w,) =
(Ko, ¢1) + (Kwy, ¢1) — (Koy, 0,) — (Kwy, 0y).

Podle vzorce (3), § 11 se druhy a tieti élen na pravé strané vzijemns
rusi, takZe dostaneme

y: | é ](K((pl + wl): Q1— w1)|-
UZijme nerovnosti Buliakovského:
A2 L (K (pr+ o))l llpy — o4l < &K (ps + o))l

Dal
ale lps + @l < llpall 4 lleosl] = 2

a b b
1K (@1 + 02| = [I[K(, 8)lpis) + wis)] ds|* dz.
Opét podle nerovnosti Buiiakovského

b - b b
|[E(z, $)[pys) + wi(s)] ds]* < [| K=, 6)] ds [py(s) + wy(s)[*ds <

b
< 4 [|K¥z, )| ds.
Integrujeme-li tuto nerovnost, dostaneme
K (g1 + o))|? < 4B

a konecné A < 2Be.

Podle definice funkce @™

I(K‘Pvﬂ‘h)l —Z I(K‘P(n): ‘p(n))l g I(le: wl)"
Odtud
1 1
R (K@, @1)| — [(KE¢™, ™) < 4.
- 1
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Avsak A muZe byt uéinéno libovolné malym. Odtud plyne, e —

a tedy A% — |1,1.

A(ﬂ)
_9. —_—
M’ll
Pripomenime nékolik piipadt, kdy muZe byt tloha zjednoduSena.
a) Jestlize je jadro K(x, s) redlné a funkce y,(z) jsou zvoleny také

realnd, potom se muiZeme omezit na uvazovani pouze reilnych koefi-
cientd a,. Misto (4) a (5) dostaneme vyrazy

kzaiak(%”i,',uk) =1, (4,)
i, k=1
(K, ¢)| = |VA,,,a A, (51)

pii Sem% B

Ay = ffK(x, 8) pi(x) pi(s) dz ds.

Pripad realného jadra je nejdileZitéjsi pro aplikace, jeZ nis zajimaji.
Na tento ptipad se zde omezime.

b) Jestlize posloupnost (3) je orthonormovand, nabyva vztah (4,)
jednodussiho tvaru:

B
>al =1
i=1

c) Uloha se obzvla§td zjednodusi, jestlize je zndmo, Ze vyraz
(Ko, ) nabyva pouze kladnych hodnot.! V tomto piipadé je tfeba
uréit maximum kvadratické formy

(Kq)? ®) = kZ‘;likaiak (5,)

pii podmince (4,). Vzorec (2), § 12 ukazuje, Ze v uvaZovaném piipadé

jsou charakteristickd ¢isla kladnd, a maximum formy (5,) ihned diva

hledanou pfibliznou hodnotu charakteristického éisla. _
Pomoci Lagrangeovy methody neuréitych koeficientti se maximum

formy (5,) nalezne takto: Oznadme

F=3%Aua,0,, ®=F —oa;, (6)

i, =1 i=1

1 Jédra, jeZ maji tuto vlastnost, se nazyvaji kladné definitni.
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kde o je neurdity koeficient. Extrémni,hodhoty proménnych a; jsou
uréeny rovnicemi od  oF

o0, ™ a,

nebe v explicitnim tvaru

— 20a,;, =0

n
SAua, —oa,=0,1=12, .., 70 (N
g

Soustava (7) je linedrni, homogenni. Koeficienty @, nejsou soudasné

n
rovny nule, nebot > a; = 1, a proto se determinant soustavy (7), musi
i1 '

rovnat nule; tim dostaneme pro neznimou ¢ rovnici
Ay —o, Ay, vow A
A, Ayp—o, ..., Ay, _o. (8)
Anl: An2’ ’ Ann —0

Nésobime-li (7) vyrazem a,, seteme-li pro vSechna 7 a uZijeme-li toho,

n -
Ze >a? =1, najdeme, e 0 = F. P¥itom F zde zfejms oznaduje extrém-
i=1 .
ni hodnotu kvadratické formy F. Je také ziejmé, Ze se maximdlni

hodnota F rovnd nejvét§imu z kofent rovnice (8).
Reteni rovnice (8) se znaéné zjednodusi, jestlize uZijeme methody
akademika A. N. Krylova k vypoétu determinantu na levé strans.!
Soucasné s charakteristickym &islem byva dulezité uréit i pfisludnou
charakteristickou funkei. Tato tloha je podstatné sloZitéjsi nez Gloha
uréit charakteristickd ¢fsla. Jednoduse se v8ak Yesf, jestliZe uz pFedem
vime, Ze nalezenému charakteristickému &islu pFislusi pouze jedna
charakteristicks funkce. V tomto ptipads stadi nalézt a,, a,, ey @y 2O
soustavy. (7); vyraz .
S pale)
E=1

se priblizné rovna hledané charakteristické funkei.

1 Podrobnéji o této methods viz v ganku A. N. Krylova ,,0 &islennom reSenii
uravnénija, kotorym opred&ljajutsja éastoty malych kolebanij matérialnoj sis-
témy*‘. Izvéstija AN SSSR, Otd&l matématieskich i jestéstvénnych nauk,
1931, No. 4.
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UvaZujme jako piiklad rovnici

p(x) — 4 flK (@, 8) p(s) ds = 0,
0
kde

1
;x(x —38), z< s

Kz, 8) =\, (x > 1). (9)
-;.s(x—-z), z=8

K #éto rovnici dospéjeme pfi FeSeni jedné z iloh theorie vedeni
tepla. Lze dokdzat, Ze jadro (9) je kladné. Za posloupnost (3) vezmeme
posloupnost orthonormovanou v intervalu (0, 1>

wi(x) = |2 sinknz, k=1, 2, ...

Naleznéme ~pi"ibliiné hodnoty nejmensfho charakteristického &fsla;
Pii tom budeme kldst n = 2, 3, 4. Zvolme pro uréitost. x = 2. Pro
koeficienty A4, lehce dostaneme:

(__ 1)i+k . i . 9
T vk A=

2272’

Aik =

Vezmeme-li n = 2, budeme FeSit lohu nalézt maximum kvadratické
formy 1
F = n—2(2a§ — a,a; + }a3)

pii podmince a? 4+ a2 = 1. Rovnice (8) nabyva v nasem pi{pads tvaru
(z = on?) '
‘ 2—7, —1 —0

—1, 2—4«

¢ili 472 — 107 + 3 = 0. Vétsi kofen této rovnice je 7 &~ 2,15. Odtud
A~

Vezmeme-li n = 3, dostaneme pro T = on? rovnici

2—1z, —1, 1
—1,2—4r, —1 =0
1, —1, 2—97
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éili
1873 — 497 4 21t —2 = 0;
jeji nejvétsi kofen se rovnd 2,22. To davd pro A, hodnotu 2, ~ 4,47.
Vezmeme-li n = 4, pfijdeme k rovnici

2 —z, —1, 1, — 1

—1, 2 —47, —1, 1 —0
1, —1, 2—97, — 1| ~

—1, 1, —1, 2—16r

¢ili

57614 — 164013 4+ 81972 — 1207 4- 5 = 0.
Jeji nejvétsi kofen se rovna 2,258, coi diva A, ~ 4,371. Presnéji
hodnota 1,, kterou dostaneme jinym zptisobem, se rovna 4,115.

Objasndme stru¥ng, jak jsme dostali tuto hodnotu 4,. Homogenni rovnice
8 jadrem (9) mé tvar

T 1
p(x) — i fs(x — ) p(s) ds — i fa:(u — 8)p(s)ds = 0. (10)
»® %
0 z -

Derivujeme-li ji, dostaneme
1

T
2 A
wm+—fwm&——j@—wwww=m
*® . % (11)
0

z

9"(@) + Lol) = 0.

Odtud @(x) = A cosux + Bsinux, u = /2. Z (10) a (11) plyne, ¥e ¢(0) = 0,
(x — 1) p’(1) + @(1) = 0. Prvni z t&chto relaci ddvda 4 = 0; druh4, jeZ mé pro
»# = 2 pondkud jednodussi tvar ¢’(1) 4+ ¢(1) = 0, ddva rovnici pro uréeni u:

u + tgp = 0.
Koieny této rovnice dostaneme, sestrojime-li v rovind (g, y) prasesiky kiivek
y = — g, y = tgu. Neni obtiZné nahlédnout, Ze nejmensi kladny kofen leii

v mezich & < g < . Polo¥me g = © — v a takto nalezenou rovnici
- tgyv=mn—1»

budeme fesit iteraéni methodou, kladouce », = 1. Opakujeme-li proces tak dlou-
ho, dokud nedostaneme fefeni na 4 desetinnd miste presnd, nalezneme ¥ =
= 1,1128, odkud u = 2,0288 a 1 = u? = 4,115.
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§ 15. Urceni prvého charakteristického Cisla pomoci stop jadra. Ve
vzorci Hilbert-Schmidtové (8), § 13 polozme h(s) = K(s, t). Dostaneme

@

wy(t
Kyw ) = > 200, @),
n=1 n
kde w,(t) jsou Fourierovy koeficienty jidra K(z, t) vzhledem k soustavé
jeho charakteristickych funkei @, (x),-.. ., g,(), ... Neni obtiZné vypodi-
tat tyto koeficienty. Podle vzorct pro Fourierovy koeficienty

b
w,(t) = f-K(x: t) po(z) do
¢ili, jelikoz jadro je soumérné,
b

w.(t) = [K(t, %) p.(x) dz.

a
Avsak @,(z) vyhovuje rovnici
b
Pa(@) = 4, JK(z, t) pa(t) dt.
a

Zménime-li oznadeni ¢ za x a naopak, najdeme

JE(, ) pafz) do = /11 alt) ,
a konedné 1 ——
wn(t) = - 900).
Nyni L
Ky, 1) =n=1&(%)2‘7’"(t), (1)

Podobné najdeme

a obecné

K,,"'(x’ t) = i M ' (2)

Abychom dostali na p¥. vzorec pro Ky(z, t), muZeme opét uzit vzorce
Hilbert-Schmidtova, poloZime-li v ném h(s) = K,(s,t). Pfi tom je
t¥eba si uvédomit, Ze podle vzorce (1) je n-ty Fouriertiv koeficient jadra

K,(z,t) Toven 7 a(t).

88



Rada (2) konverguje stejnomérné vzhledem k ob&ma proménnym
z, t soutasné, jestlize m >3 a je splnena podminka, kterou obyéejné
piedpoklidime:

f]K”(ab, t)] dt < C,, €, = konst.

Abychom to dokézali, uvazujme zbytek fady (2)

Y@ ab| . 1L )] o) |

k=n+1 A;’;n IA,T+1Z| kengl| Ak Av | T
< 1 Y‘ () || @uls) |- :
- l;‘n+1 \ k=1 Ak )‘Ic

Utijeme-li Cauchyho nerovnosti a lemmatu 2, § 13, dostaneme

1 [ } { |p3(s } C,
< k
Mn+1 {lzl k LZ Ic M;Ln+12

Posledni zlomek konverguje k nule, nebot 1,, - o0; odtud plyne stejno-
mérn4d a absolutni konvergence fady (2). Rada (1) konverguje stejno-
mérné vzhledem ke kaZdé z proménnych z a ¢, zvolime-li pevné hod-
notu druhé proménné. To plyne z véty Hilbert-Schmidtovy.

n+p

Px() ‘7:(3—)
k=n-1 Z}"c"

Rada (2) se nazyvé bilinedrni fada jidra K,(z, ). Pfipomefime, Ze
integral b
m = [Kn(x, z) dz

a

jsme nazvali m-tou stopou jadra K(z, s). Jestlize je jidro soumérné,
jsou jeho stopy v jednoduchém vztahu k charakteristickym &islim,
totiz

A,,,=§:i m 2> 2. (3)

nm14ny

1 MuZeme sestrojit bilinearni fadu i pro jadro K(z, s). M4 tvar
o -
(@) @alf) *
25 )
Rada (*), obecn® feeno, diverguje. MiZeme viak dokézat, ¥e konverguje

v priméru ke K(z,s). Jestlize fada (*) konverguje stejnom&rné vzhledem
k z i 8, pak jeji soudet je roven jadru K(z, s).
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Vzorec (3) lehce dostaneme, polozime-li ve vzorei (2) ¢ = x a zintegru-
jeme-li jej v mezich od @ do b. P¥i tom j e nutno si uvédomit, Ze charak-
teristické funkce jsou normovany, takie

b
[|@n(z)|2 dz = 1.

P#i odvozeni vztahu (3) je tfeba integrovat ¢len po €lenu Fadu

3 ot

Pro m > 2 je tento postup opravnény vzhledem k stejnomérné kon-
vergenci fady (2) a pro m = 2 vzhledem k Lebesgueové vété o integro-_
vani Fad s kladnymi ¢leny élen po élenu.

Stopy se sudymi indexy jsou vSechny kladné, protoze

@ 1 .
“AE W
a charakteristickd éfsla 4, jsou redlni.
Poznamenejme jesté, Ze
bb
Ay = [[|Kn(x, t)|? dx dt. (5)
Skuteéné podle vzorce (8), § 2

b
Kom(®, 8) = [Kn(z, 1) Kn(t, s) dt
a
¢ili v dusledku soumérnosti jadra

K, (2, ) fK (z, t) K (s, t) d.
Odtud
b
K,.(z, z) = [|K,(z, t)? d.

Integrujeme-li posledni rovnici vzhledem k proménné x, dostaneme
vzorec (5).

7 vz

UkaZme, jak lze uréit nejmensi charakteristické éislo, jestlize zname

0 vz

stopy jadra. Necht &islu 4, pFislusi p linedrné nezdvislych charakteris-
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tickych funkef a éfslu — 4, jestliZe je také charakteristické, pFislusi ¢
linearné nezavislych charakteristickych funkei, takze se ¢len, v némz se
vyskytuje 1™, objevuje v ¥ads (4) r = (p + q)-krat. PiepiSme (4) ve

tvaru r
A2m = ﬁ(l + em)) (6)
1

kde jsme jako &, oznaéili veli¢inu

1 © A 2m
Em =7n=z+1(]/n) .

Utijeme-li toho, Ze |4,| > |4, pro » > r, miZeme lehce dokdzat, Ze
£, —> 0 pro m — oo.
. A 2m
Skuteénd necht se séitanec (71—) vyskytuje v e, r'-krat. Potom
T+ 1

1 21 )Zm I:T, + 2] (lr+l)2m:|
N i <
Em r (lr+‘l k=‘r§'+l ln =

< |2 ’ fre1
=r (Ar+l) r +k=r+zr'+1 l‘n

a je zfejmo, Ze posledni vyraz konverguje k nule pro m — co. Nyni
ze (6) plyne m

. s . 1
A2 = lim Aom + A2 =lm |/ ——. (7)
m—o A2m+2 m->® 2m

Z (6) dostaneme také piiblizné vzorce, jeZ jsou vhodné p¥i dostateéné

velkém m:
N 2m

SN Vo ey K2
M~ |/ =" |4 ml/———. 7
| 1‘ A2m+2 | ll Azm ( 1)
Z (3) miZeme dostat vzorec, jenz dava 4, i se znaménkem
1
Ay =lim g ——, (8)

e VA 2mv+ 1
a piisludny pfiblizny vzorec
: . 2m+1

~ P
21 - A2m+1' (81)

Oba jsou spravné vidy, kdyz q = 0.
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Uziti vzorce (8,) je moZno doporuéit pouze tenkrat, kdyz se nepodafi
urcit znaménko 2, jinym zpasobem.
Ze vzorce (6) plyne om® om

_ (1 + €,,) 1/7-—
o= |/ s |
l 1| V Azm A‘.:m

Tudiz druhy ze vzorct (7,) dava hodnotu |4,] mensi nez je hodnota
presné. Prvy vzorec (7,) dava hodnotu |4,| véti, nez je hodnota presna.
Skutecné je zfejmé, zZe &, > &,,,, a proto
A, 14+ ¢

= A —— > AR

A2m+2 ! 1 + Em+1 ! /

Jako ptiklad vezm&me jédro uvaZované jiz v predchazejicim para-

grafu,

32 —s), x < s
. 2 ’ — 9
K, s) = {%s(2 —x), = 8.
Vypottéme jeho druhé iterované jadro. To ndm dovoli urdit stopy
A, a A,. Protoze K(zx, s) je soumérné, stadi nalézt K,(z, s) pouze pro

§ < z. Mdme
1 &

Ky(z,8) = [K(z, t) K(t,s)dt =} [(2 —x)(2 — ) £2dt +

0 0
+1 ft(z —t)ys(2—az)dt + } flxs(2 —trdt =

= 12— (2 — 2) + s(@® — 622 + T2)] (s < x).

Hodnoty K,(z,s) pro # < s dostaneme, zaménime-li v poslednim
vyraze proménné x a s:

Koz, 8) = To[— 232 —¢) + a(s® — 652 4 Ts)] (x < 9).
To plyne ze soumérnosti jadra K,(z, s).
Vypoétéme stopy 4, a 4,. Podle vzorce (5)
11
4, = [[K¥z, s) dz ds.
00 .

Absolutn{ hodnotu zde nemusime psat, nebot jadro K(z, s) je realné.
Posledni vzorec ponékud upravime. Je mozno jej napsat ve tvaru

A, = [[K*z,s)dxds, -
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kde ¢ je &tverec 0 < 2 <1, 0 < s < 1 (obr. 2). Vedeme-li uhlop¥itku
z = 8, rozdélime ¢ na dva trojuhelniky o, a o,, takze

2,—ffKZar:, dxds+ffK2x,.s)dxds

V disledku soumérnosti K(z, s) ]sou mtegraly nad

G, a g, shodné; proto §
2_2ffK2x, dxds—2fda:fK2xs 4
Obecnd L s “ s
: Ay = 2 [dx [KZ(z, 5) ds.
0 0 Obr. 2.

V nasem ptikladé
1 T
A, =% fdx f32(2 —x)2ds = Tl'gj'ﬁ'.
00
Uplné obdobng

1 z
Ay =5 [dx [[— 32 —2) + s(x® — 622 + Tx)]*ds = sitdv. .
0 0

Ve druhém ze vzorcii (7,) polozme m = 2. Potom?
- 1
|4,] ~ Y
/4,
&ili, nebot 2, > 0 (viz § 14), °

ll [ 'rl: = 4,115.
V4,

To nim dévs pribliznou hodnotu A, mensi, nez je hodnota presna,
‘aviak velmi blizkou k pfesné hodnot$. Vidime, e vzorec (7,) dava
presnéjsi vysledek neZz methoda Ritzova. Dobry vysledek také dosta-
neme, jestliZe uZijeme prvy ze vzorei (7,). Specidlné polozime-li v ném
m = 1, dostaneme hodnotu 1, v&t3i nez je hodnota presni,

4,

A~ 7 = b1se.

1 MuZeme dokdzat, %o v nafem prikladsé r = 1.
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§16. Kelloggova methoda. Zpiisob uréeni charakteristického éisla sou-
mérného jidra navrzeny Kelloggem je elegantnf a vyhodny, i kdy% ne-
vede vidy k cili. Kelloggova methoda spoéiva v tom, Ze vezmeme libo-
volnou funkei w(x) a vychazejice z ni sestrojime posloupnost

wy(z) = fK(%: s) o(s) ds,

-

wy(x) = fK(a:, 8) wy(s) ds,

........................ (1)

Limita 1
lim —— = p (2)

= Vel

obecns existuje a rovna se absolutni hodnoté jednoho z charakteristic-
kych &isel jadra K(z, s). Déle existuje limitni funkce

) — l wzn(x) 3
p(x) lim looa]” (3)

kterd je za uréitych podminek charakteristickou funkef jadra K(x, s),
prisluSnou charakteristickému é&fslu - . nebo — u. Piipomefime, Ze
normou libovolné funkece f(z) nazyvime veli¢inu

i =) firer e

Objasnéme, za jakych podminek divd Kelloggova methoda kladny
vysledek. Necht @,(x), @a(x), ..., @a(), ... jsou charakteristické funkce
jédra K(z, s) a 4, 45, ..., A, ... jsou jim pfisluSejici charakteristicka
c¢fsla. Mize se stat, Ze w(z) je orthogondlni ke vSem funkeim g(x).
V tom piipadé, jak ukazuje Hilbert-Schmidttv vzorec

w,(z) = fbK(x, 8) w(s) ds = 0

a viechny ¢&leny posloupnosti (1) jsou rovny nule. V tomto piipadé
nevede Kelloggova methoda k cfli. Necht nyni neni w(x) orthogonalni
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ke viem funkeim ¢;(x). Oznadme ¢@,(x) prvou z charakteristickych
funkef, ke které w(x) nenf orthogonalni. Hilbert-Schmidtiv vzorec
nyni dava © .

@) = 2. T oula), 2+ 0,

k=r

kde a; = (w, i) jsou Fourierovy koeficienty funkce w(x) vzhledem .
k orthonormované soustavé ¢,(z), pa(z), ..., @u(z), ... UZijeme-li znovu
téhoz Hilbert-Schmidtova vzorce, dostaneme:

@

wnlz) = 2. 72 ge(z)- (4)
Z (4) plyne, Ze . CRPNT
ol = /3 G @)

Dokazme to. Vzorec (4j ukazuje, %e Fourierovy koeficienty funkce

w,(z) vzhledem k funkeim ¢,(z), ..., p.(z), ... jsou rovny Z—'j. Vyna-
k

sobme nyni (4) vyrazem w,(z) a zintegrujme. Uvédomime-li si definici
normy, dostaneme: 2
loall = 2. 72 (@1 wn)-

k=7
Av3ak (py, ,) = (wn, ¢x) a skaldrni soudin (w,, ¢)) je k-ty Fouriertv

koeficient w,(z), jenz je roven a—:. Dosadime-li toto do posledni rov-
5 -
nice, dostaneme vzorec (5).

Muze se stat, Ze ¢islu A, nepfislusi jedna, nybrz nékolik charakteris-
tickych funkei. Dale se miize ukazat, Ze — 1, je taktéz charakteristické
¢islo. V takovém piipadé bude v fadé (5) nékolik ¢lenid se jmenovate-
lem 22, Necht jsou to &leny s indexy r, r + 1, ..., 7. Oznaéme

AZ — [.arlz + Ia’f+1|2 + .o + ](Ix,.;,z.

Veli¢ina 4 je rizna od nuly, protoZe a, £ 0. PfepiSme nyni vzorec (5)
ve tvaru’

kde
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Neni obtizné dokédzat, Ze.o, = 6 pro n — oo. Najdeme-li n-tou
odmocninu ||lw,| a piejdeme-li k limité, dostaneme po jednoduché
tapravé 1 n >
= lim |/[|w,]

2] noe

Zkoumejme nyni.podil

Wan() _ Az > @)

llewzall AT ¥ «, 8= A7
Osamostatnime-li v soudtu &leny, obsahujici 2% ve jmenovateli,
dostaneme :

0n(@) _ Sy gul®) 13, (A,)g"
P k

||w2n” = AV] + &on Al/l —+ o,; k=r'+1 Ak

Lehce se ukaze, %e pro n — oo konverguje druhy soudet k nule. Ptejde-
me-li k limité, dostaneme

Pr(x).

W9n(T) g ap .
e o]l 2 4 A “

Predpoklidejme nyni, Ze ze dvou é&isel 1, a — 4, je pouze jedno
charakteristické. Potom je souéet v (6) linearnf kombinace charakteris-
tickych funkei, ptisluSejicich k é&islu 4, (nebo — 4,), a tudiZ je sama
charakteristickou funkef pisluSejici k tému &islu. P¥i tom se uvedeny
soudet nerovna identicky nule, protoZe funkee @ ,(z), @,.1(z), ..., @ (x)
jsou linedrné nezavislé a a, + 0.

JestliZe w(x) neni orthogondlni k ¢,(z), uréime podle Kelloggovy
methody nejmensi charakteristické é&islo i jemu p¥islusejici charakteris-
tickou funkei.

Jestlize dobfe zvolime vychozi funkei w(x), miZeme dosalnout po-
mérné jednoduchosti vypoétu. V tom je nejvétsi vyhoda Kelloggovy
methody. Jeji podstatny nedostatek spodiva v tom, Ze ndm nenf pie-
dem znamo, zda nebude w(x) orthogonilni k nékterym charakteristic-
kym funkeim, a ztstane nerozhodnuto, které z charakteristickych
funkei se ndm podafilo urdit.

Poznamenejme, Ze absolutni hodnotu charakterlstlckeho ¢isla ma-
Zeme také uréit ze vzorce

i el ,
# n-—+wo llwn+1” ( 1)
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JestliZe misto (2) a (2,) vezmeme p¥isluné pFibliZné vzorce

Vnw,.n @

. eall |
~ Torall (73)

pak vzorec (7,) dava hodnotu u vétsi, nez je hodnota pfesna. O vzorci
(7) nemiiZeme v tomto smyslu nie Fici.

Abychom ozfejmili Kelloggovu methodu, vezméme totéz jadro, které
jsme uZ uvaZovali v predeilych paragrafech:

_ |32 —9) (zZ9),
Kz, 5) = {%s(Z —) < 7). (8)

Uz jsme ukdzali, Ze charakteristickd é&isla tohoto jadra jsou kladna.
Dile je moZno dokazat, Ze kaZdému charakteristickému éislu prislusi
pouze jedna charakteristicka funkce. Kelloggova methoda ndm umoz-
nuje tuto funkei urédit.

Polozme w(x) = xz. Abychom vypoéetli w,(z), budeme muset znat
hodnoty integralt 1

[K(z, ) s" ds.
0
Jednoduchy vypocet dava

1

(n + 3)x znt2
K nds = — :
JEw e ds =g ey armry ©
Nyni 1
i) = [K(z, 5) s ds = §= — §5%; [l = 0,1371;
0
; 31z =- 0,03328;
wy(x) = c.fK(:.;, 5) wy(s) ds = 25 — 15 + m fleog]] =<
1 (1602 . 3123 7
ws(x) = fK(x 8) wy(s) ds = 360( 21:1:__61 x5——f—4);

[lws]] = 0,0080083.

Ve vzorci (7) poloZzme n = 3. Potom dostaneme u ~ 4,998. ProtoZe
charakteristickd ¢isla jadra K(z, s) jsou kladna, je 1, = u ~ 4,998,
Vzorec (7,) dava A, ~ 4,156.



Uz jsme uvedli, Ze kazdému charakteristickému &fslu jadra (8) pti-
sludi pouze jedna charakteristicka funkce. V takovém pripade miizeme
v souhlase se vzorcem (6) poloZit
ws(z) A
)y ~ M2
<pl( ) ” wa “ .

Veli¢ina M je urlena poZzadavkem, aby <p1(x) byla normovana.
Potom muzeme ziejmé polozit M =1 a

py(z) = 2,643 — 1,724a3 + 0,3475 — 0,02527. (10)

§ 17. Uréeni dalSich charakteristickych &isel. JestliZe charakteristicka
disla 24, 74, ..., 2, a jim pFisluSejici charakteristické funkece ¢,(z),
Pa(Z), .., P,(x) jsou zndmy, mizeme uréit dalsi charakteristické éislo
2441 jemu piislusejici charakteristickou funkei ¢, , (). Zpusoby, jak
uréit /,, 1 & @, 1(z), mohou byt zaloZeny na dvou vétach:

Véta 1. Absolutni hodnota charakteristického &isla Anyq jadra K(z, s)
je prevrdcend kodnota maxima tntegrdluy

(Kg, ¢) l—|ffo, g(x) p(s) dz ds| (1)

s vedlejsims podmmka,mz
@ 9) =1 (9 ¢1) =0, (P, @2) = 0, ...; (9, a) = 0. (2)
Véta 2. Nechi 2y, 2g, ..., Ay, .'.. je posloupnost véech charakteristickiyjch
Cisel jadra K(x, s) a pi(x), @a(%), ..., a(), -.. jSou jim pFisludejici ortho-

normované charakteristické funkce. Potom je A, , co do absolutni hodnoty
nejmendi charakteristické &islo jadra

K(")(.’E, §) = K(x, 6‘) S‘ (plc( ) ( 8) (3)
] = A
a @, 1(x) je charakteristickd. funkce jddra K™ (x, s), p%slué’ejici charakte-
ristickému &islu 2, ,.

Véta 2 plyne z lemmatu 3, § 13. Vetu 1 miZeme odvodit ze vzorce
Hilbert-Schmidtova. DokaZme ji. '

JestliZe @(z) je orthogonilni k e, (x), ps(2), ..., pa(z), pak podle
vzoree Hilbert-Schmidtova ((8), § 13),
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S ( 3 m.
Kp= > Pfnlg g
m=mn 1 m
Vyndsobme skaldrné obé strany této rovnice funkei @(x). DokaZme, e
fadu na pravé strané miZeme integrovat Glen po ¢lenu. Skuteéns,
polozme
«w
R = 3 By g
m=p+1 m
Potom

4 e .
(Kp, )= > (@eal, p o) (%)

m=n+1 }'m

Dale podle nerovnosti Bufiakovského

(B, @) < 1B, - Nl

Funkee @, (x) jsou orthonormovany; proto v dusledku Parsevalovy
rovnice

< 3 m z 1 <
Rl = 3 (P2l 5 gt < I 0 pro oo
m=p+1 m p+1 m=p+1
Av3ak potom také (R,, ) — 0; nechdme-li p v (*) riist nade viechny
meze, dostaneme

@

(Kp g = > [@eal

m=n+1 lm

Nahradme v3echna 7,, nejmensim. Potom

@

(Ko, )l < o D 1@, pm)l?

TN [An+1] m<m+1

&ili, jestlize uzijeme Besselovy nerovnosti,

llell®
(Ko, @)l < et

Koneénd podle podminky véty 2 |g|| =1 a

(Ko, )] <

ST |
K dokonden{ dikazu vty 1 zbjvé si pouze viimnout, Ze v poslednf
relaci skuteéns platf vztah rovnosti: k tomu staéi poloZit ¢(x) = @, 4(2)-
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Uziti téchto vét v praxi je obtiZzné, protoie se vidy nepoda¥i urdit
charakteristické funkce dostateéns presns. UkaZme postup, jehoz po-
moci{ miiZeme uréit charakteristickd é&isla poéinaje druhym, aniz
uzijeme charakteristickych funkei. Pro uréitost predpokladejme, ze
znime A, a chceme najit' 1,. Utvo¥me rozdil

S 1\ &1 2 1

B2m=A§m—A4m=(Z Fﬁ) — 2 o= z , TEm e (4)

k=1 /Ay
- Predpokladejme pro jednoduchost, Ze charakteristickd ¢&isla A, a A,

jsou jednoducha a Ze — 4,, — 1, nejsou charakteristickymi éisly. Pro
dostateéné velkad m bude mit v souétu (4) rozhodujicf vyznam séitanec

1 . ey ;
T ostatni séitanci budou vzhledem k nému mizivé mali. Potom
1 2
ze (4) dostaneme piibliZny vztah J
1 B,
T~ Ty (5)
a odtud

v V B, ©

Jestlize zname A, presné, divé vzorec (6) pfibliznou hodnotu 2,, jeZ je
mensi nez hodnota presnd.

Vyjdeme-li ze vzorce (4), dostaneme snadno také vzorec, ktery dava
hodnotu |4,] v8tsi, nez je hodnota presna:

B
A V i 7
ST B "
Ptibliznym vzorcim (6) a (7) odpov1da,ji pfesné limitni vzorce
|2, = lim 3, lim -l/ Bom (8)
B2m+2

w e g |Al| e

Jako pfiklad vypoditdme druhé charakterlstlcké Cislo jadra, jeZ jsme
jiz nékolikrate uvaZovali:

K(x, -5‘) — {%x(z - 'g) (x % S))

V tomto piipadé
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Vezméme 1; = 4,115 (viz § 14). Potom, poloZime-li ve vzorci (6)

m = 1, dostaneme
1
Ay = 4,115

Presnéjsi hodnota je 1, = 24,14,

Jako druhy piiklad vypoditaime prvé dva kofeny Besselovy funkce
nultého fadu J(z). Ctverce téchto kofend jsou charakteristickymi
¢isly soumérného jadra

— Joslgs (z < 9),

“%”={—Vﬁ@xwz@
(integradni meze jsou a = 0, b = 1).

Vypoétéme nejdiive druhé itegrované jadro L,(z, s). Necht z < s.
Potom ’

Ly(z, s) = E(x, t) L(¢t, s) dt + zL(x, t) L(t, s) d¢t + 1L(:::, 1) L(t, s) dt =
/ J ]

J/8100 = 21,87.

— 8. z 1
— Vas{ [t1gz 1gs At + [tlgelgtdt 4+ [t1g2t de} =
0 : 8 z

= ws[(@? + ) Igz + 1 —2?].
Jednoduché vypodty nyni daji:
A4, = 7%, A, = 19958, B, = t3iww.

PoloZime-li pfiblizné
1 11/2
}‘1 AT j'2 I _‘I/_‘_).
ja, AV E
budeme mit:
2, = 5,7813, 2, = 27,117.

Odmocnénim najdeme prvé dva kofeny Besselovy funkce, a to mensi
ne? hodnoty presné:
oy~ 2,4044, o, ~ 5,2702.
Presnéjsi hodnoty téchto kofend, jeZ nalezneme v tabulkdch, jsou:!
xy = 2,4048, x, = 5,5200.

1 P. O. Kuzmin: Besselevy funkeii. GTTI, 1933.
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Vzorce analogické (8) miuZeme dostat, vyjdeme-li z téchze Gvah i pro
charakteristicka ¢isla s vys8imi indexy. Tak na pf. pro 4; nalezneme
bez obtizi pfiblizny vzorec

il ~ 7z V T ©

Tento vzorec je spravny za téchze predpokla,du jako vzorec (8).

§ 18. Jadra, ktera lze pFevést na soumé&rna. Jestlize ma jadro K(z, s)
tvar '

K(z, s) = r(s) L(z, s), (L)
kde r(s) > 0 a L(z, s) je soumérné, takse L(=z, s) = L(s, ), pak se rov-
nice

b .
2) — 2 [K(z, 5) g(s) ds = f(=) (2)

lehce pfevede na rovnici se soumérnym jadrem. Vyndsobme obé strany
Tovnice vyrazem ]/r(x) a zavedme novou neznimou funkei y(z) =
= l/r(z) @(z). Pro tuto funkei dostaneme integralni rovnici

—zf Vr@) 7(s) Lz, s) y(s) ds = |/r(@) f(z), (3)

jejiz jaidro je soumérné.
Jadra typu (1) se éasto vyskytuji v aplikacich.

§ 19. Reseni soumé&rnych integralnich rovnic. Soum&rn4 integraln{ rov-
nice je zvldstni ptipad rovnice Fredholmovy. Redeni soumérnych rovnic
miize byt zaloZeno na obecné theorii. Zde vSak je otdzka poloZena jinak:
Jestlize si klademe tlohu Fesit soumérnou integralni rovnici, pfedpokla-
dame, Ze zndme viechna charakteristickd &isla i charakteristické funkce
jadra. Za téchto predpokladu se rovnice Fe§i neobycejné jednoduse.

Uvazujme rovnici

b

p(z) — 4 [ K(z, 5) pls) ds = f(a), o

jeiiz jidro je soumé&rné. Necht 4, 2,, ..., 4,, ... jsoujeji charakteristick4
disla a @,(x), Pa(x), ..., @u(x), ... pFislulejici charakteristické funkce.
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Oznadme a, Fourierovy koeficienty neznimé funkee ¢(x) vzhledem
k orthonormované soustavé @,(x):

. b
tn = (9, 9) = [ p(2) pu(2) de. (2)
Podle véty Hilbert-Schmidtovy

@

b
afK(x, .s/) p(s)ds = nzl(—;—"%(x).
Z rovnice (1) nyni plyne, ze
)—fx)+azzqoﬂ (3)

zbyva pouze uréit koeficienty a,. Proto vynasobme obé strany rovnice
(3) vyrazem ¢,,(x) a integrujme v mezich od a do b. Ponévadz posloup-
nost @,(x), (), ..., P.(x), ... je orthonormovand, zbude po integraci
v fadé (3) jediny &len, jeho% index n = m. Podle definice koeficienti a,

dostaneme: N | —
amzfm"*"x_am; /m= (f: (pm) (4)

m
Jestlize 4 nenf charakteristické &islo, potom ze (4) okamzité nalezneme
hodnotu a,,:

_ Al
a’m - Z-m _ }» (5)

JestliZe ji dosadime do (3), dostaneme FeSen{ ve tvaru

(2) = +AZ I ula). (6)

Lze dokazat, Ze Fada v (6) konverguje absolutne a stejnomérné,
Necht je nyni A charakteristické &islo. Potom se vyskytuje v posloup-
nosti A5, 4,, ..., 44, ..., & to tfeba i nékolikrat. Necht 1 = 4, = 4,4, =
= ... = A. Proindexy m, razné od », r 4+ 1, ..., 7/, jsou koeficienty a,,
definovany tou# formulf (5). Jestlife se m rovni jednomu z téchto
éfsel, potom rovnice (4) nabyva tvaru f, =0, m=», r+ 1, ..., 7"
Tudi?, jestlife A je charakteristické é&islo, je rovnice Yeditelns tehdy
a jen tehdy, kdyz je prava strana orthogonalni k charakteristickym
funkefm pifslusejicim tomuto éislu. JestliZe je tato podminka splnéna,

je feleni dano tymZ vzorcem' (6); koeficienty, jeZ maji neuréity tvar o

Ize nahradit libovolnymi &fsly.
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§ 20. Véta o existenci charakteristického &isla. Cilem tohoto paragrafu
je dukaz vty (3), § 12. OdloZili jsme jej aZ na konec kapitoly, nebot
neni vibec elementdrni a vyZaduje zavedeni fady novych pojma.
Poznamenejme, Ze samotny fakt existence charakteristického éisla
pro spojité soumérné jadro muze byt dokdzan pomoci dosti elementér-
nfch prostfedki. Prisluiné dikazy lze najit v kursech integrialnich
‘rovnic, jez jsou uvedeny v seznamu literatury na konci knihy.

Podstatnou tlohu ve viech uvahich tohoto paragrafu hraje pojem
konvergence v praoméru. Rikédme, Ze posloupnost ¢, (z) konverguje v pri-
méru k @(z) v intervalu <{a, b), jestlize

b
lpn — @ll = { [ |palx) — @(x)[? da}t — 0.

Posloupnost nemtze konvergovat v priméru ke dvéma riznym
funkeim: jestlize |p, — ¢l — 0 a |lg, —y| — 0, potom podle troj-
thelnikové nerovnosti

o —vll=llp — 9 — (@ — eI < llp — @all + v — @all = 0.
Odtud lp—vll=0a =y
Plati véta, jez je analogickd Cauchy-Bolzanovu konvergenénimu kri-
teriu: '

Nutnd a postaéujici podminka k tomu, aby posloupnost funkci @,(x)
s integrovatelnymi &verct konvergovala v praméru k néjaké funkci
@(x) s integrovatelnym ctvercem, je

]:imH‘Pn —@nll = 0.

m, n—>.
Tato véta je znama pod nazvem véta Fischer-Rieszova. Jejf dikaz je
moZno najit na p¥. v [7].
Kdykoliv budeme v tomto paragrafu mluvit o konvergenci posloup-
nosti funkei, budeme mit na mysli konvergenci v primeéru.

Budeme Fikat, Ze fada
(%) + up(x) + ... F un(x) + ... (1)

konverguje v priméru v intervalu {(a, b) a ma soudet rovny v(x), jest-
lize posloupnost ¢dsteénych souétt této fady konverguje v priméru
k v(x) v témZe intervalu.
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Véta 1. Necht fada (1) konverguje v prioméru a necht f(x) je libovolnd
funkce s integrovatelngm Etvercem. Potom fada (1), jestliZe vyndsobime
jeji Eleny funkci f(x), mate byt integrovdna Elen po Elenw.

Mame dokdzat rovnici
b

[v(=) flx dx—qukx)f(x (2)

a k=1la
Oznacéme n-ty Cisteény soulet fady (1) v,(x). Potom |jv — v, — 0,
kdy% n — oo. Odtud plyne, Ze '

[0 —vn Al < o —val| - [If] > 0

pro n— oo, a tedy

(v, f = lim(v,, f =lim Z un, é:(u,,, f_),

n—wo n—o>o k=1

coz je identické se vztahem (2), nebot

b b
=af () f(z) dw, (u,, f) = af uy(®) f(z) Ao -

podle definice skalarniho souéinu.

Mnozinu funkei budeme nazyvat omezenou, jestliZe normy téchto
funkef tvofi omezenou mnozinu; mnozinu funkef nazyvame kompakini,
jestliZze z jeji libovolné nekoneéné podmnoZiny miZzeme vybrat kon-
vergentni posloupnost. Libovolna orthonormovand posloupnost je pfi-
kladem mnoZiny omezené, nikoliv vS8ak kompaktni. Posledni tvrzeni
plyne z toho, ze kdyZ jsou @,(x) a @,(x) orthogonilni a normované, pak

Pn — @mll® = (Pn — Pms Pn — Pm) = (P> Pu) + (P> P) —
- (‘Fm?’m)' - ((Pm, (,'D,,) =2

a podminka Riesz-Fischerovy véty neni splnéna.
Véta 2. Fredholmiw operdtor

Ko = fK(x, 8) p(s) ds,
jehoZ jddro vyhovuje podmz’ncea
ff[sz,s)] dzds = BY < o,
pfevdd? libovolnou omezenou mnoZinu funkci v kompakini mnoZinu.
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Jinak Fedeno, jestlize je dina libovolnd omezend mnozina funkci
® (lloll < M, M = konst., jestlize ¢ ¢ @), pak je z ni mozno vybrat
takovou posloupnost {p,(z)}, Ze

[Kpr — K@nll = | K(¢n — @m)l| > 0, pro n, m - co.
NapiSme Fourierovu fadu odpovidajici jadru K(z, s):

T kns
Kz, s) 1.2 Akcosb_acosb—_a,

a poloZzme

! RE ks
LZ=O ik CO8 ——— b —— oSy = Pj(z, ),

K(x, 8) — Py(x, 8) = K;-(x, s).
V dtsledku Parseva,lovy identity

1,

lim ff|K (z, 8)|2 de ds = 0. (3)

jowoaa

Polozme déle

K¢ = Pip + Ko,
kde P;p a K,'-rp jsou Fredholmovy operatory, jejichz jadra jsou Pj(z, s)
a K'(z, s). Necht ¢(x) je funkce z dané mnoziny. Utvofme jeji Fourie-

‘rovu fadu: 2 -
~ (k) Ehhbhtadi
o(x) ,ki_,oa cos b —a
Potom podle véty (1)
inx < A,aPb —a)
b—a;So 2 ’

Py = ? cos

Mnozina vSech koeficientd a, je omezend, nebot

[fqp cos knz dx]g

f|<p (x)| dx <M]/b—a,

Podle zndmé Weierstrassovy véty o existenci hromadného bodu ome-
zené mnoziny &Gisel je moZno z dané mnoziny @ vybrat takovou po-
sloupnost {g,}, Ze existuji limity

lay| =
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lim aﬁ,k), k=12...,7,
n—w
kde af? j'e_k-ty Fouriertv koeficient funkece @,(x). Vzorec (4) potom
ukazuje, Ze P;p, konverguje pro » — oo k néjaké limité.
Vyberme z mnoziny @ posloupnost {¢,,} tak, aby existovala limita
(ve smyslu konvergence v priiméru) limP,¢,,,. Dile vyberme z posloup-
. n—>o

nosti {@,,} Cdsteénou posloupnost {g,,} tak, aby existovala limita
limP,p,,. Poznamenejme, Ze posloupnost {P,p,.}, jez tvoii &ast po-

sloupnosti {P,p,,}, také konverguje. Z posloupnosti {p,,} vyberme
casteénou posloupnost {g,,} tak, aby existovala limita hmPacp:,,, atd.

n—rwx
Pokradujeme-li v tomto postupu neomezens dale, dostaneme nekonec-
nou mnozinu posloupnosti

P11, P12y -o» (le cee
Po1r Pozy +oes Pany - %)

(pﬂli ¢ﬂ2’ RS | (an A
KaZzda z nich je obsaZena v piedchazejici, pfi ¢emZ posloupnost
Pipp,, n=1,2,... konverguje pro j < k. UvaZujme diagonilni po-
sloupnost

‘Pn:"Pzz: cors Pany oo
V&echny jeji prvky aZ na koneény podet ptisluseji libovolné z posloup-.
nosti (5). Odtud plyne existence limity

limPﬂpﬂn (6)

H-—+mo

pro libovolné j. Dokazme nyni, Ze posloupnost {K(p,,,,} konverguje.
Podle trojiahelnikové nerovnosti

”K‘pnn - -K(pmmH é ”K(Pnn _Piq)nn” + ”PJ"Pnn - Piq’mm” +

+ ”K‘pmm _'-Pi(pmm”' (7)
Mime

b
K‘Pvm - P.’ifprm = ;?nn = f—K;(x: -S‘) ?‘nn(s) ds.

107



Odtud, v disledku nerovnosti Buiiakovského
bb
1K @nn — Pipunl® < |l@nall® [ [|K(z, s)[2 dz ds <

b b
< M2 [ [|K;(z, s)[2 dx ds
. aa
a uplné obdobné
bb
VE@mm — Pipmml* < M2 [ [|K (=, s)[* dz ds.
aa

V dusledku relace (3) muZeme zvolit § tak velké, aby jak prvni, tak
tfeti séitanec v (7) byl mensi neZ }¢, kde & je libovolné kladné éislo.
Zvolime-li pevné takové § a uZijeme-li existence limity (6), muZeme
zvolit n, tak velké, aby pro n = n,, m = ny bylo ||Ppu, — Pipmmll <
< de. Nyni ||K@,, — K@mnll < &, jestliZe n 2> ng, m = n,, a z véty
Riesz-Fischerovy plyne existence limity

limKeg,,.

n—>rx

Zabyvejme se nyni dikazem véty 3, § 12. Uvazujme mnoZinu funkei
@(x) s normou rovnou jedné. Oznadme x supremum veli¢iny |(Kg, p)|.
Podle definice suprema existuje posloupnost funkei y,(z), jejichz normy
jsou rovny jedné a jez vyhovuji relaci

h_{]il(KWm %)l = M- (8)
Piedpokladame, %e jadro K(x, s) je soumérné. V takovém piipads je
skalarni souéin (Kvy,, y,) redlny a mohou nastat pouze tfi pfipady:
a) im(Ky,, y) = p,
b) ]im(me ¢n) = —f"»
¢) posloupnost y,(x) je mozno rozdélit na dvé — nazveme je y,(x)
a y,(z) — tak, Ze '
Hm(Kyy, ) = 1, Lim(Kyn, pa) = — p.
Budeme uvazovat pouze pripad a). Pfipad b) se pfevede na pripad a)
zaménou A na — 4 a K(z, s) na — K(z, s) v integralnf rovnici; v p¥i-

pads c) stadi uvazovat posloupnost y,(x).
Podle véty 2 je moZno z posloupnosti {y,(x)} vybrat takovou éastec-
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nou pqsloupnost, kterou podle pfedchizejictho oznalime {y,(z)} tak,
aby existovala limita
w(z) = limKy,.

Déle necht je 7,(z) libovoln funkce,- jejiz ctverec je integrovatelny
v intervalu <a, b3, a ¢ je libovolné redlné ¢islo. Normra funkce
¥a(x) + t ()
| I o
je zfejmeé rovna jedné. Podle definice ¢isla
Yot Un Yo+ tya )
K , <
( lbpn + 0all Tipm + tmall/ =
Odtud lehce dostaneme
(K@Wn + ), vt t15) < 8 + a9 + ).
Odstranime-li zévorky a uvédomime-li si, Ze (., p») = [lyal[*= 1, do-

staneme

(K9n, wn) — p + 2t Re(Ky, — uyn, 1,) + 2[(ENn, 1) — plinal?l £ 0.

Levé strana posledni nerovnosti je kvadraticky trojélen vzhledem k ¢,
jenz neméni znaménka. V takovém piipadé je jeho diskriminant ne-
kladny _

|Re(K"Pn —/“pun), 771.)[ é.l/:u”nnllz - (Knm 771;) _l'/:u - (K"pm 1/)1:) (9)
Necht je nyni #, takova, Ze

ﬂ“’?n”z - (Knm 7711) < 0: (10)
kde C je konst.:a.nta, nezavisejici na n. Potom z (8) a (9) plyne, Ze
LimRe(Ky, — i, 1) = 0- .o an
n—

PoloZme nyni
b .
Na(z) = K’l/),, — Wy = — u () + fK(:E, ) Ya(s) ds.

DokaZme, %e nerovnost (10) je pfi tom splnéna. ProtoZe ||1p,,[[ =1,
podle trojihelnikové nerovnosti skuteénd plati

l7all < 1 + _IIfK‘_x, s) jpn(s) ds|l.
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Dale
b 0 b b ’
[[K(x, ) pu(s) ds|* < [|ya(s)| ds [|K¥z, )| ds = [|KX(z, s)| ds.
Integrujeme-li vzhledem k proménné 2 a-odmocnime-li, dostaneme
b
I/ K(z, 8) pa(s) dsl| < B. (12)

TudiZ |,/ < ¢ + B. Nyni
plnallP — (Kna, 1) < (e + B)? 4 (u + B) [ Kl
Diéle

b b ’ b .
[ Ena|* == | [ K (2, 8) na(s) ds|* < [[na(s)]* ds [|K(, 5)| ds <

, .
< (¢ + B)? [|K¥w, s)| ds;
(3
odtud tak jako shora najdeme

|IKn.ll < B + B) (13)
a koneéné
plnall* — (K7 1a) < (u + B)2.

Nyni vztah (11) nabyva tvaru
limRe(K% - /-“/)n"I("/)n — uyn) = 0.
Avsak posledni skaldrni souéin je kladny a rovny | Ky, — uy,|*
Odtud plyne, Ze
lim || Ky, — g = 0

¢ili )
lim(Ky, — py,) = 0, (14)
odkud e
’ limy,(z) = lim — Ky, — — ().
noo e 2
Oznadmne iw(x) = @;(z). Potom y,(x) > @,(x). Ziejmé |lg| = 1.

Opakujeme-li ty avahy, jich% jsme uZili pfi odvozovéni nerovnosti
(12) a (13), lehce nalezneme, %e Ky, — Kg¢,. Provedeme-li limitni
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y y !
piechod ve (14) a poloZime-li m = A, dostaneme

Pi(x) — 2, K@, = 0. (15)

Funkee ¢,(x) neni identicky rovna nule, nebot jeji norma je rovna jed-
né. AvSak potom z (15) plyne, Ze 1, je charakteristické &islo jadra
K(z, s). Tim je véta 3, § 12, a tedy také véta 1, § 12 dokdzdna.

KAPITOLA 3

SINGULARNI INTEGRALNI ROVNICE

§ 21. Hlavni hodnota integrdlu. Obvykla definice, jez definuje integral
jako limitu integrilnich souétd, je vhodnd pouze pro omezené funkce.
Jestlize integrovand funkce je neomezend, zavadime pojem ,nevlast-
nfho integralu*. Pfipomefime ho.

Necht funkce f(z) definovana v intervalu a < x < b neni omezena
v okoli bodu ¢ tohoto intervalu, aviak je integrovatelnd na kazdém
zintervalia <x < c—¢'ic + ¢ < 2 < bprolibovolnd mald kladnd
tisla ¢’ a &¢”. Utvolme soudet

c—e’ b

JHz) dx + [f(x) dx. (1)
a ct+e”

JestliZe ma tento soulet limitu, kdyZ & a ¢” konverguji k nule nezi-

visle na sob8, nazyvame uvedenou limitu nsvlastnim integralem

funkee f(x):

b c—é&' b
JH@) de = lim [Jf(z) dv + [f() dz] (2)

e =0

Muze se stat, Ze soudet (1) nema limitu, kdy% &' a ¢” konverguji k nule
nezdvisle na sobé, avSak limita existuje, jestlie &’ a &” jsou. pfi svém
piiblizovani k nule vizany néjakym vztahem. UvaZujme na pf. funkeci

1 .
fx) = » @ < ¢ < b. Mame:
x—c¢
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