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KAPITOLA II.
METHODA VARIACI

§ 6. Dalsi poznamky o extrémech funkcionali.

Obecnd pozndmka. V predchézejici kapitole jsme nasli nutné pod-
minky pro to, aby dana ¢éara vedla k extrému nékteré funkce &ary.
Methody, jimiZz jsme Fegili podobné ilohy, spoéivaly v aproximaci
naSich funkei éary funkcemi koneéného poétu proménnych, v Fedeni
tlohy o extrému pro tyto funkce a v pfechodu k limité. Nestudovali
jsme opravnénost piechodu k limité a rovnéZ jsme se nezabyvali
otazkou, vede-li vidy limita extrémi aproximujicich funkei k hleda-
nému extrému funkce ¢éary, nebof takové vySetfovani pfekracovalo
ramec nadmi dané ulohy. Kdybychom takové vySetfovani provedl,
dostali bychom nejenom diferencidlni rovnici extremély, nybrz i apro-
ximaci Fe$eni této diferencidlni rovnice feSenim systému obycejnych
rovnic, t. j. vysledek podstatné vétsi; pravé proto je tieba k jeho
dosaZeni daleko jemnéjSich tivah. Pro na8i skromnéjsi ulohu uréit
tvar diferencidlni rovnice hledané extremdilni kfivky je tento postup
ponékud pracny i v nejjednodussi uloze, prejeme-li si jej provést iplné
presné. Pii pfechodu k slozitéjsim tloham projevi se tyto jeho nedo-
statky jesté zfetelnéji. Pri FeSeni variaéni ulohy vychazime od funkei
koneéného poétu proménnych; nemame dosud algoritmu specidlné
uréeného pro funkeciondly a proto pruinéjsiho. Problém vytvofeni
takového algoritmu polozil jiz Euler a resil jej Lagrange v r. 1759.
Tim byla objevena nova cesta pro rozvoj variaéniho poc¢tu. Eulerovy
methody se znovuzrodily teprve neddvno, kdyZz se vynofily otdzky
o aproximaci feSeni varia¢nich tloh.

Podstata Lagrangeovy methody je v tom, Ze se pro funkce obecnéjsi
povahy zobecni ten pojem, na némz je vybudovina theorie extrémi
funkei koneéného poétu proménnych, a to pojem diferencidlu. Princip,
jehoZz jsme v této theorii pouzivali, Ze totiZ v bodé extrému je
diferencial roven nule, se zobecni na funkecionaly.

PFipustné &iry. Zaéneme peclivéjdi a presnéjii formulaci ulohy:
najit ¢aru, pro niz urdity funkecional nabyvi extrému. Je ziejmé,
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Ze pfedeviim musime charakterisovat tu soustavu éar, nalezejici
k defini¢nimu oboru na3f funkce, mezi nimiZ lezi kfivka ddvajici
extrém, Takové ¢iry se nazyvaji pfipustnymi ¢éarami nasi variacni
ulohy.

Nasi alohu formulujeme timto zptisobem: Je ddna tfida C pfipust-
nyjch Car, patficich k definiénimu oboru funkce J(y) édry y. Je najit
nutné podminky k tomu, aby pro Edru y, nasi tFidy nabyvala funkce J(y)
svého minima (resp. maxima), t. §. aby J(y) = J(v,), kde y je libovolnd
jind &dra této tFidy (pro maximum J(y) < J(y,)).

Definice tiidy pfipustnych ¢ar se méni spolu s ulohou. V tak zvané
elementarni tloze varia¢niho poétu byly prpustnymi éarami rovinné
kiivky, které spojuji dva dané body. V isoperimetrické tloze (viz § 5)
musely mit pfipustné éary uritou délku. Takovd omezenf plynou
bezprostfedné z podminek ulohy. Kromé toho klademe na pfipustné
éary jesté fadu omezeni theoreticko-funkciondlniho charakteru, ktera
rovnéi zdvisi na typu dlohy. VySetfujeme-li funkce éary, definované
integrily [F(z,y, y') dz, musime Zidat, aby integrovany vyraz a inte-
gral mély smysl. Na piiklad do t¥idy pfipustnych &ar podobné ilohy
zfejmé nemiZe patfit ¢ara, kterd nemd nikde teénu.

Omezme prozatim tfidu pfipustnych ¢ar u funkciondld, vyjadfenych
integraly [F(z,y,y’) dz, na &iry y = y(z), kde funkce y(x) a jeji
prvni derivace jsou spojité. V pozdéjsich uvahdch bude tiidou pii-
pustnych éar mnoZina kfivek po éastech hladkych.

Tim, Ze vySetfujeme &iry dané rovnicemi y = y(x), kde y(z) je
jednoznaéna funkce, klademe jesté jedno omezeni na t¥idu pfipustnych
Car: jsou to ¢ary, které protinaji pfimky rovnobézné s osou Oy jenom
v jednom bodé. Abychom odstranili toto omezeni, musili bychom
pouZit parametrického vyjadieni rovnic kfivky, coZz také pozdéji
provedeme.

Takovym zpisobem omezujeme tiidu pfipustnych &ar ve dvou
smérech: s jedné strany jsou to omezeni theoreticko-funkcionalniho
charakteru (na piiklad spojitost funkce vyjadrujici éaru a spojitost
jejich derivaci). Od téchto omezeni pfi soutasném zobecnéni pojmu
integralu, délky kfivky atp. lze ¢asteéné upustit a polozit ilohu v obec-
néjsim tvaru. S druhé strany ¢inime pfedpoklady plynouci z charakteru
dlohy (na p¥iklad v isoperimetrické iloze rovnost délek piipustnych
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kiivek). Zmény téchto pfedpokladi vedou po kaZdé k novym tloham,
jez vyzaduji vlastnich method reSeni.

Pro struénost vyjadfovani budeme dale pouZivat této terminologie.
Rekneme, Ze kfivka y = y(x) (@ <z < b) pat¥ do tfidy C,, je-li
funkce y(z) spolu se svou proni derivact spojitd pro a < x < b. Rekneme
obecné, ze kfivka y = y(z) (a < =z < b) patfi do tFidy C,, je-li v uzavie-
ném intervalu [a, b] funkce y(z) spojitd spolu se svymi pronimi n deri-
vacems.

§ 7. Klasifikace extrém.

Absolutni extrém. V theorii extrémi funkeci koneéného poétu
proménnych se rozliSuje mezi extrémem absolutnim a relativnim.
Analogické déleni pojmu extrému provedeme i pro funkce dar. Rek-
neme, %¢ dand funkce J(y) éiry ma v dané tiidé piipustnych céar
absolutni minimum, jehoZ nabyvi na kfivce y, nadi tfidy, je-li pro
libovolnou kiivku ¢ mnasi tiidy

J(y) = J(yo)-

Analogicky se definuje i absolutni maximum.

Vysetfujme na piiklad délku kfivky; za tfidu piipustnych car
vezmeme soustavu kfivek, spojujicich dva dané body A(z,, yo) a
B(z,, ¥;), vyjadfenych rovnicemi

y = y(@),
kde y(z) ma spojitou derivaci a
Y(Zo) = Yoo y(21) = W1~
Délka kiivky je vyjddiena integrilem

—_—fl/l + y?dz.

Absolutniho minima nabude délka na tseéce uréené rovnici

yl yO (

Lo

Y — Yo T — ) (o < < ).
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Poznédmka. Natomto ptikladé vidime, jak je omezeni tfidy pfipustnych
dar na 8éry s tefnou spojité se mé&nici umélé. Je ziejmé, Ze usecka bude udavat
absolutni minimum délky, jestlie za tfidu piipustnych éar vezmeme soustavu
dar, spojujicich body 4, B a skladdajicich se z nekonedného pottu obloukl se
spoiité se m&nici teénou. Ba vice, pro kaZdou &iru y lze definovat délku jako
limitu délek polygont do nf vepsanych, jejichZ strany konverguji k nule. Tato
limita, koneénd nebo nekoneénd, kterd je nezavisla na volb® posloupnosti
polygonii, existuje pro kaZdou kfivku. Mohli bychom v dané tloze vzit za tFidu
piipustnych 8ar soustavu vSech spojitych kfivek spojujicich body A, B; dselka
by jako dfive minimaelisovala délku.

Relativni extrém. Diive nez budeme definovat relativni extrém,
objasnime tento pojem nazornym p#ikladem. Mezi dvéma body na po-
vrchu zemském lezZi vysoka a srazna hora; chceme spojit tyto dva body
cestou nejkratsi délky. Proto, abychom zmen§ili délku cesty, je vyhod-
né objet pii jizdé z jednoho bodu do druhého vrchol hory; jak zprava,
tak zleva najdeme mezi cestami, po nichZ vrchol objizdime, cestu
nejkratsi. Je-li nejkratsi cesta zprava mensi nez nejkratsi cesta zleva,
pak je také absolutnim minimem délek ¢ar na zemském povrchu,
které spojuji tyto body. Nejkratsi cesta zleva nepovede k absolutnimu
minimu, av8ak v kazdém piipadé bude nejkrat$i ze v3ech ostatnich
ji blizkych cest, spojujicich tyto body a obchazejicich spolu s ni
vrchol hory zleva.

Zavedeme nyni nékolik pojmii nutnych k presné definici relativniho
extrému.

Vzdilenost mezi kfivkami. Budte dany dvé kfivky, definované
rovnicemi

y = y(x), < gz <
y =@ @=7=0

Vzddlenost{ mezi témito kiivkami nazveme neziporné &islo r rovné

maximu |y,(z) — y(z)| na Gsetce a < z < b. Tuto vzdalenost budeme
oznatovat takto: -

r = r{y(x), y(z))-

Sestrojme kolem k¥ivky y = y(x) pas ,,8itky* 2k (obr. 8) tak, Ze od kaz-
dého bodu kiivky naneseme na obé strany ve sméru pofadnice tselky
délky A. ’
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Vzdalenosti kfivky y = y,(x) od kiivky y = y(z) pak bude polovina
nejmendi ,.8iFky takového pasu kolem y = y(x), ktery obsahuje
kiivku y = y,(x).

Budi? dana posloupnost kfivek:

y = yl(x)7 ?/ = y2(z)7 LR ] y = ?/n("l'), vy

jejichz vzdalenosti od kfivky y = y(z) konverguji k nule. To znamen3,
Ze posloupnost konvergu-

je stejnomémé k y(z). A
Vzdalenost dvou kiivek |V
rovna nule je nutnou a
postatujici  podminkou
pro to, aby tyto kfivky
byly identické.

Ve funkei éary

J(y) = fF(:L', Y, ?/') dz
zavisi integrovany vyraz
nejenom na hodnoté funk-
ce, nybrz i na jeji deri- € Xo x
vaci. Proto hodnoty funk- Obr. 6.
cionilu

J(Z/) = fﬁ'(ﬂ:, Y, yl) dz
pro dvé éary, mezi nimiz je vzdalenost velmi mald, mohou se od sebe
znaéné lisit. Na priklad kfivka

1
y:;sinm: WLz )

, .1 - .. ‘1 s ,
lezi ve vzdalenosm; od usecky osy Oxz: y = 0. Pfi tom vSak integral

T
2
zménén, kdyi n — oo, t. j. kdyZ vzdéalenosti mezi nimi konverguj
k nule.

Tedy pii nekoneéné malé vzdilenosti dvou kfivek y a y, hodnoty
funkecionala J(y) a J(y,) se mohou li§it 0 koneénou hodnotu — funkeio-

[ 42 dz je pro tyto &iry roven =, resp. 0, a tento rozdil zistava ne-
0 .
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nal je , nespojity. K odvozeni podminek pro extrém je viak zvlasté
dulezitd vlastnost spojitosti. Proto je nutno shora zavedeny pojem
vzdalenosti doplnit podstatné tak, aby se pro dvé ,,blizké* kiivky
vySetfované funkciondly malo liSily. Proto zobecnime pojem vzdale-
nosti takto:

Definice. Vzddlenosti n-tého fidu kfivek y(z) a y,(x), které maji spojité
derivace do n-tého Fddu véetné, se mzyvd nejvdtsi z maxim vyrazi:

ly2(@) — y(@)], lyi@) —y' (@), ...
]y(n) y(n)(z)l

v intervalu a < z < b.

Shora definovany pojem vzdilenosti bude podle na$i nové definice
vzdalenosti nultého fadu.
Pri vySetfovani funkcionalda

[F(z,y,y')dx

hraje zvlastni roli vzdalenost prvniho ¥ddu. Pfi spojitosti funkce F
vzhledem k y a ¥’ ma dostatené mala vzdilenost prvniho fadu mezi
dvéma kfivkami y = y(z) a y = y,(z) za ndsledek libovolné malou
absolutni hodnotu rozdilu funkcionalt téchto funkei. Proto ve vétsiné
piipadi budeme pod vzdilenosti mezi kfivkami rozumét jejich vzda-
lenost prvniho fadu.

Okoli kFivky. Nazveme ¢-okolim n-tého fidu kfivky
y=yk) @<z b
soustavu kfivek
¥ = (@),
jejichZz vzdalenost n-tého fadu od kfivky y = y(x) je mensi nez e.

Tedy e-okoli nultého fddu k¥ivky y = y(x) se sklddd z kfivek,
lezicich v pasu 8ifky 2¢ kolem kfivky y(z).

Silny a slaby extrém. Rikime, e funkcional
b
J=[Fz,vy,y)dz (1)
a
nabyva na kfivce y, silného relativniho maxima, jestlize pro
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viechny piipustné &iry y, lezici v nékterém e-okolf nultého fidu
kfivky v,, plati E

J(y) < J(yo).

Analogicky se definuje relativni silné minimum,

Rikime, %e funkcionil J nabyvé na kfivece y, slabého maxima,
jestliZze pro viechny pripustné éary y, lezici v nékterém ¢-okoli prvniho
fadu kiivky y,, platf

J(y) £ J(v0)-

Kazdy absolutni extrém je soufasné slabym i silnym relativnim extré-
mem. KaZdy silny extrém je soufasné i slabym, avdak obrdcené to obecné
neplatf.

PFiklad 1. Budiz
J =f y2(1 — y'?) d=.
0

Usetka osy Oz vede k slabému minimu J.

Pro y = 0 je J = 0. Na druhé strand vsak pro kfivky, které le%f v e-okoli
prvnfho Fadu této uselky, je |¥’| < 1, je-li ¢ libovolné kladné é&islo mensi ne%
jedna, a integrovany vyraz je tudiZ nezdporny. Je-li y == 0, J je ovlem kladné
a je rovno nule jenom pro y = 0, t. j. pro nasi dsetku. To znamend, Ze na ni
nabyvé J slabého minima.

Silného minima J nenabyva. Stagf poloZit

1.
Y = 5=8mnr;
J/n
pak

n

1
J = —fsin’nz(l—ncos’m:)dz =
n
0

i aT

1 1 . n n
=— |sinPnzdr —— J 8in® 2nzder = — — —
n 4 2n 8

0 0

a pro n dostatednd velké je pro nade kiivky J < 0. Na druhé strang lezi viechny
tyto k¥ivky pro n dostateénd velké v libovoln& malém okoli nultého fadu kfivky
y = 0. Tedy J nenabyvé pro y = 0 silného minima.

43



P¥iklad 2. Uvedeme jestd jeden piiklad, ktery zvldSt& nbdzornd ilustruje
odlisny charakter slabého a silného extrému.

Po jezefe pluje lodka pohénéna plachtou a vesly z bodu 4 do bodu B, pfi dem#%
rychlost vétru mé smér od B k 4. Predpoklddejme kroms toho, %e pohon plach-
tou bez vesel muZe dat lodi rychlost v = v(«x), kde « je tihel, ktery svird smér
rychlosti se smérem vé&tru, pii ¢em#

n

v(x) 20 pro O < ox < m— oy, W— Oy > 7
a pro o > 7 — &g je pohyb nemoiny (je nemoZné plout bez vesel ve sméru
le%icim pfimo proti vétru, « = =, a ve smé&ru tomuto sméru dostatednd blizkému):

v(a) =0 pro n = o« = n— .

Chceme uréit drahu lodky tak, aby lodka doplula z 4 do B za nejkratsi dobu.

Pfi pohybu lodky po pfimce A B bude potiebny &as T roven poméru vzdéle-
nosti mezi A a B k rychlosti lodky, kdy% se jenom vesluje. Pfechod od pohybu
po pfimece k pohybu po kiivee k piimce dostatetnd blizké (ve smyslu blizkosti
prvniho #ddu, obr. 7a) potfebny &as jenom zvé&tsi, nebot plachta nebude v é&in-
nosti a délka drahy se zv&tsi. Usecka 4B dé slabé minimum. Jestlize nynf

E
predpokladéme, Ze je # — ag > 3 aZe rychlost, ji dosdéhneme jenom veslovéanim,

je dostatedn& mald, pak je zfejmé, %e cestovni &as znadén® zkritime, budeme-li
plout po lomené &afe (obr. 7b).

Poznamka. V prvni ka-

A _—_ 6 pitole jsme vidéli, ze kazda
A, =" kiivka, d4vajici extrém in-

tegralu (1), vyhovuje Eule-
rové rovnici (7), § 2. Je tedy
mozZno Fici, Zeidentické anu-
lovani levé strany rovnice
(7),§2, je nutnou podminkou
A g proto, aby funkce y = y(x)
davala extrém integralu (1).

b) V dalséim se budeme zaby-

Obr. 7. vat jinymi nutnymi pod-

minkami extrému a v po-

slednich kapitoldch knihy budeme vy3etfovat také i postadujici pod-
minky. Je dulezité ihned pfipomenout, Ze jak nutné, tak postacu-
jici podminky mohou byt odlisné pro piipady absolutniho nebo
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relativniho silného a slabého extrému. PonévadZ viak kazdy absolutni
extrém je soucéasné silnym relativmim extrémem a ten je zase také
slabym extrémem, jsou nutné podminky pro slaby extrém nutnymi
i pro silny a absolutni extrém. Obracené nutné podminky pro silny
a pro absolutni extrém nebudou obecné platit pro slaby extrém. Pro
postacujici podminky budou vztahy obricené: na piiklad postaéujici
podminky absolutniho extrému budou postaéujicimi podminkami pro
kteryRoli z relativnich extrému, ale obraceng to platit obecné nemusi.

Jak je znamo, kaZda spojitd funkce definovand v uzavieném inter-
valu nabyva v ném svého absolutniho minima.

Ve variaénim po¢tu nemusi funkciondly nabyvat svého extrému
na t¥idé pripustnych éar, t. j. jestlize infimum hodnot funkcionilu
na t¥idé pripustnych éar je rovno ¢, pak nemusi existovat takova p¥i-
pustna ktivka v, Ze J(y) = ¢.

Na priklad v § 17 budeme vysetfovat Glohu, ve které funkcional
nenabude minima na kfivkach se spojité se ménici teénou, ale nabude
ho na kiivkach po ¢astech hladkych. Dokonce je v nékterych pfipadech
snadné ukazat pfiklady funkciondild, definovanych na jistych t¥idach
funkei, které nenabyvaji extrému ani na jednom pfirozeném roz3ifeni
tiidy pfipustnych car.

Je pfirozené, Ze se objevila fada praci o vySetfovini existence
absolutniho minima funkecionali variaéniho poétu a o charakteriso-
vani skupin tloh se zajidténou existenci extrému. Podstatnych vy-
sledklt v tomto sméru bylo dosaZeno v r. 1930 sovétskym matematikem
N. N. Bogoljubovem.

V letech 1948—1950 dosahl A. G. Sigalov znamenitych uspéchi
v TeSeni ulohy o existenci absolutniho minima pro mnozné integraly.

§ 8. Variace nejjednodussiho funkciondlu.

Diferencidl. Dfive nez pfistoupime k vykladu Lagrangeovy methody
ve variatnim podétu, pfipomeneme ¢tenafi definici diferencidlu funkce
mnoha proménnych.

Budiz dina funkce f(z,, z,, ..., ,) se spojitymi parcidlnimi deriva-
cemi prvniho fadu.
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Méme
@y + by, 2o+ by, ooy + By) — f(g, gy -y Zp) =

— i a.f (2}1, Lgy - xn)hi + e,

fex] 33,-

kde ¢ je veliina nekoneéné mald vyssiho f4du nez nejvétsf z absolut-
nfich hodnot pfirastkd |As, 7 = 1, 2, ..., n (nebo nez

Vh? + ke + ..+ ha?).

Vyraz Z f h je linearnf funkece piirastka Ay, A,, ..., h,. Tento vyraz

se nazyva d1ferencla1em funkee f(z;, z,, --., ,). Lze ho nazvat hlavni
linearnf éast{ piiristku funkce (hlavni v tom smyslu, Ze pi{ristek
f je roven diferencidlu aZ na veliinu nekoneéné malou vyssfho fidu
nez nejvétsi z |hy)).

Diferencidl je moZno definovat jeité jinak. Spojme ,,body‘‘ n-roz-
mérného prostoru (z,, %5, ..., T,) & (2, + by, 2y + Ry, ..., z, + R,)
,piimkou*, sklidajici se z bodu (=, + th,, z, + thy, ..., z, + th,),
kde — o0 <t << 4 0. Funkece f se na této piimce zméni ve funkei
parametru &:

D(t) = f{x; + thy, y + thy, ..., z, + th,).

Mame
D'(t) = @ f(:lc1 + thy, £y + thy, ..., xn + th,) =
_ z of(xy 4 thy, xy + thy, ..., x, + th")h-
TS ox; v
Proto je

@'(0) = i of (x4, x5, ”'i")h,-.

ft=1 3:0:,-

Je tedy diferencidl 2 3
i=1
Pozndmka. V naSem pfipad® se obg definice diferencidlu shoduji. V obec-
ndjSim pfipads tyto definice ekvivalentni nejsou.
BudiZ a(hl, v sess hg) hlavni linedrni éast pirastku f(a:1 + hy, 7y + h.‘,,
o Zp + hp) — (&, Ty s Tp)s b o @y + by Ty A+ Ry, s T, - By) — [l
:cz, s ) = @by, by, ..., By) + &, kde ¢ je nekoneénd malé vysitho fddu neZ
nejvétsi z |k

derivace podle ¢ pro ¢ = 0 funkce @(t).

il
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Potom je
f(®, + thy, Ty + thy, ..., Ty + thy) — f(Z{, Ty, ..., Tp) =
= af(thy, thy, ..., thy) + £ 1)

(kde & je veli¢ina nekonefnd malé Fadu vySSiho neZ nejvetsi z |thy = |¢| |h,]):
Tedy pro pevnd k; a pro ¢t — 0 dostaneme: ¢, je veli¢ina nekone&né maléd vyssiho

fadu ve srovnéni s ¢, protoZe z toho, Ze hmI 1 lh | = 0, plyne také pro pevné A,
t—0 i

%o lim—s—‘ = 0. Z toho
t—0

lim — I:/(:c;1 + thy, Ty + thy, ..., T, + thy,) — Hzys Zgy vers :c,,)] =
t—0

= alhy, hyy oo hy) + lim% = alhys by oeos hn)s
t—0
neboli (podle definice derivace podle ?)
d
[af(a:l + thy, 2y + thy, ..., T, + th”)]z—o = alhy, by, .. By),
t. j. diferencidl v prvnim smyslu bude vidy diferenc idlemn také v druhém smyslu.

Obricené tvrzeni neplati BudiZ na priklad f= V:z:" + 3. Potom pro z = 0,
y = 0 a pro libovolné A,,

3
d
pr V(thl)a + (thy)® = | + 13
tato veli¢ina nenf linedrni ani vzhledem k %, ani vzhledem k %,, t. j. neni diferen-
cidlem v prvnim smyslu.

Odvozeni variace. Méjme funkcional
b
J = [F,y,v) da,

kde F' mé spojité derivace druhého fddu podle viech tfi argumenti
a y = y(z) nalezi do tfidy C, funkei, majicich spojitou derivaci.
Budte y(z) a y(z) dvé funkce z t¥idy C,. Oznadme jejich rozdil 5(z) =
= y(z) — y(z); zfejmé n(z) ma vSude spojitou derivaci

n'(@) = y'(@) — y'(@).

1) Nésobime-li viechny argumenty parametrem ¢, zndsobime jim i hodnotu line-
arni funkce a.
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Sestavime rozdil

b
J(y) — J(y) =f[F($,y +ny +7)— Flz,y,y)]de =

b
= f [Fyn(z) + Fun'(2)] dz,

kde pruh nad derivacemi F, a F, znadi, Ze jsou vzaty pro hodnoty
argumenti z, y, ¥, kde 7, ' leZi mezi y(x) a y(x)’ resp. ¥'(x) a y’(x).
Pro stru¢énost budeme oznacovat F, a F, hodnoty téchto funkeci pro
argumenty z, y(z), y'(z). Jezto proa < 2 < b je

ly —yl <In@)]| <y, 9),
v — vl <In'@)| < rly, ),

kde r(y, y) je vzdalenost prvniho fddu funkei y(x) a y(z), pak vzhledem
k spojitosti Fy(x, y, ¥') a F,.(z, y, ¥') podle viech t¥i argumentd, af je
&islo ¢ > 0 jakékoliv, pro dostateéné malé r(y, y) budeme mit

|F, —F,| <e, [F, — F,| <e. @)
Je tedy

b
J@) = J@) = JF@ + Fyn'(@)] d +

b
+ [((F, — F)n(x) + (Fy — F,)y'(z)] dzx =

b
= JIF(@) + Fyy'(@)] dz + exr(y, y), (3)
kde &, spolu s 7(y, y) konverguje podle nerovnosti (2) k nule. Z toho
b
plyne, Ze vyraz [(F,n + F, %) dz, rovny pfiristku funkcionilu aZ
a

na velitinu fadu vyssiho nez r(y, y), je hlavni ¢ast piirastku funkecio-
nilu J. Tento vyraz se nazyva variaci funkcionalu J a znadi se 6J:

b
8J = [[F,(x, y(x), ¥ (@))n(=) +
+ Fy.(x, y(2), y'(2))n'(x)] d=. (4)
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Z definice variace plyne, Ze je funkcionilem zivislym na podatgéni
funkei y(z) a na piirustku 7(z):

6J = K(y(z), n(x)),

pii ¢emz na pFiristku »(x) zavis{ variace éJ linedrné&.

Tedy variace je hlavni linedrni &dst priristku funkciondlu. Tato
definice variace je obdobou prvni definice. diferencidlu funkce mnoha
proménnych.

Je mozné zavést jinou definici variace, odpovidajici druhé definici
diferencidlu.

VySetfujme jednoparametrovou tfidu funkei y(x) 4+ tn(z). Pro
funkce této tfidy, pokud jsou y(r) a 7(x) pevné, se zméni funkciondl
J(y + tn) ve funkei argumentu ¢:

o) = J(y + tn)
Pouzijme formule (3) a zaméiime x(z) funkef t7(z):

b
Jy + tn) —J@) =t[(Fn + Fyn')dzx + &,

kde &, = &7y, ¥y + tn) = &|t|r(y, ¥ + n) je veli¢ina nekoneénd mald
vyssiho fadu nez vzdalenost mezi funkcemi y(x) a y(z) + ¢5(x) (neboli,
pokud jsou y(z) a n(z) pevné, nez ¢). Z toho plyne

lim= =0
zT(l) t
Proto je
@'(0) —lim 2O — PO _ Sy +tn) — J@) _
t—+0 t—0 t
b b
=f(F,,17 + Fyn)dz + ltiﬂoli; =f(Fv77 + F,7') d=. (5)

Je tedy variace derivace podle ¢ pro ¢ = 0 funkce '
() = J(y + in).
To by bylo mozno odvodit i pfimo diferencovinim za integradnim
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znamenim

3
d
D'ty = Esz(z, y+iny +itp)de =
a

b
= f (Fulz,y +tn,y + ')y + Fylz,y +tn, 7" + ty')n'] da.
Je tedy (pro i = 0)
b
QD'(O) = f[F,,(:E, Y, ?/')77 + Fv'(xs Y, .1/')7]'] dz.
a

Tak jsme dosli k jiné definici variace, totiz jako derivace podle
parametru ¢ pro ¢ = 0 funkce J(y + 7). .

Pro funkcionaly pravé vySetiovaného typu jsou obé definice ekvi-
valentni. V obecném pfipadé vSak je druhd definice obecnéjsi (jako
v piipadé obydejnych funkei).

Variace funkce. Ve vyrazu pro uplny diferencial funkce n promén-
nych se hodnoty pfiristkd nezdvisle proménnych nazyvaly diferencialy
téchto proménnych. Analogicky ve vyrazu pro variaci 6J funkcionalu
J(y) se piiristek 5(x) funkce y(r) nazyva variaci y(z) a znadi se

dy(@) = n(x) = y(@) — y(=).

Némi zavedeného pojmu variace lze, jak uvidime v daldi kapitole,
pouiit k feSeni celé Fady extremélnich dloh. Methoda feSeni vSech
podobnych tloh je zaloZena na tom, Ze variace funkcionalu pro funkei
vedouci k extrému tohoto funkciondlu je identicky rovna nule.

Nutni podminka extrému. Odvodime ted nutnou podminku pro to,
aby kiivka y = y(x) ze t¥idy pfipustnych ¢ar davala v nejjednodussi
uloze extrém funkcionilu J(y). Odvodime nutnou podminku slabého
minima (maxima), ale ta bude rovnéz nutnou podminkou i silného
minima (maxima). Z definice slabého relativniho extrému plyne:

Jestlite y = y(x) realisuje slabé minimum funkciondlu J(y), pak
existuje takové e-okoli prvniho fddu kfivky y = y(x), Ze pro kaZdou
pFipustnou kfivku y = y(x) z tohoto okoli pririistek

J(y) —Jy) = 0. (6)
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Obricené v pfipadd maxima pro vdechny pFipustné kfivky y = y(z)
v nékterém e-okoli prvniho Fidu dané kfivky y = y(z)

J(y)—Jy L 0. (M
Je tedy podminkou extrému, aby pfirdstek
AJ = J(y) —Jy)

mél konstantni znameni.

Dokazeme nyni jednoduchou pomocnou vétu, které budeme v bu-
doucnu velmi éasto pouZivat.

Pomocnd véta. Necht ve vjrazu
ad + &,
je d konstantni, pii demZ pro « konvergujici k nule jakkoli, e, konverguje
k nule spolu s « tak, %e %‘5 — 0 (t. j. & je velidina nekonedn& mal4

Fadu vyssiho neZ «); jestlife pak pro vdechna dostateéné mald « mdme
oad + e, 20
nebo jestliZe pro véechna dostateéné mald o mdme
od + e, <0,
pak je d = 0.
Vskutku, budiz d # 0, na piiklad 4 > 0. Potom, jeZto podle pred-
pokladu %‘- konverguje k nule, bude vyraz d + E—: pro libovolna

dostateéné mala o rovnéZ vétsf nez nula. Proto je

od + ey, = & d+%)>0proo¢>0,

ad+sa=a(d+%)<0pr0a<0,

co% je ve sporu s pfedpokladem. Je tedy d = 0. _
Na zdkladé této véty dokaZeme daldi v&tu, kterd udavd zakladni
nutnou podminku pro existenci extrému.

Véta 1. Pro to, aby funkce y(x) tFidy C, minimalisovala (maximaliso-
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b
vala) funkciondl J(y) = [F(z, y, y') dz za podminek y(a) = y,, y(b) =

= ¥,, je nutné, aby variace
b
o = [[Fy(z, y, y")n(x) + F,/(z, y, ')’ (z)] dx
a

byla rovna nule pro libovolnou funkci n(zx) tFidy C,, pro kterou je n(a) =
= n(b) = 0.

Abychom tuto vétu dokézali, vySetfujme funkeci y = y(z) + t5(z),
kde y(x) vede k extrému funkciondlu J(y), ¢ je libovolny parametr
a 7(z) je libovolnd funkce tiidy C,, pro niz n(a) = n(b) = 0. Pouii-
jeme-li formuli (3) a (4) (kdyZ v (3) zaménime 7(z) funkei t(z)), miZe-
me napsat

Jy + tn) — J(y) = t6J(y) + at|r(y, y + 7). (8)

Pro pevnou funkeci #(z) a pro ¢ konvergujici k nule, konverguje ¢, -
rovnéz k nule. Jestlize nyni y(z) minimalisuje J(y), pak plati pro kazdé
kladné nebo zaporné ¢ — 0 nerovnost (6). PoloZzime-li 6J(y) = d,

t = x, &y = 51]‘["(1’/: y + 77)’
zjistime na zakladé pomocné véty, zZe
8J (y(x)) = 0. (9)

V pfipadé maxima je splnéna nerovnost (7), takZe z pomocné véty
najdeme zcela stejnym zpisobem vztah (9). Tim je véta dokazana.

Tuto vétu lze dokazat, vyjdeme-li z druhé definice variace. Na tfidé
funkei y(z) + t#(z) se stane funkcional J funkei parametru ¢:

J(y + tn) = D).
Tato funkce nabyvd minima pro ¢ = 0, t. j. kdyZ funkce y(z) 4 t5(z)
se pravé rovnd funkei y(z) minimalisujici J. Proto se musi pro ¢t = 0
b
@'(t) rovnat nule: @'(0) = 0. AvSak &'(0) = [(F,n + F,7’') dz, ¢imi
je v&ta znovu dokédzina.

Transformace variace. Za integraénim znamenim stoji ve vyrazu
pro prvni variaci linedrnf funkce proménnych dy = 7 a dy’ = %’. Inte-
graci per partes lze variaci transformovat tak, aby za integraénim zna-
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menim stala linearni funkce zavisld jenom na Jy (tak zvand Lagran-
geova transformace) nebo zavisla jenom na dy’ (Du Bois-Reymondo-
va transformace).

Lagrangeova transformace se provede timto zpisobem:
Integraci per partes dostaneme
b ]

f Fy oy dz = [Fy oy — f aydi F, da.
b xr

a [

Predpokladame-li, Ze v bodech a a b je variace 8y rovna nule, pak

b b
[Fy~ dy' dz = —f&y(%:lf',,' dx.
“V a

Je tedy
3

b
d
0J(y) = f (Fydy + Fydy')dz = f (Fy — 3. Fv) 0y de.

Toto vyjadfeni jsme obdrZeli jiz v § 2 (formule (14)), kdyZ jsme
vySetiovali funkcional J(y) jako limitu funkece polygonu a &J(y) jako
limitu diferencidlu této funkce.

Pripometime, Ze jsme o funkeci y(z) pfedpokladali, Ze ma spojitou
derivaci. Av8ak y' jsme nepovaZovali za diferencovatelnou funkei.
"Proto je Lagrangeova transformace a priori nepfipustna.

Aby odstranil dalsi pfedpoklad o existenci druhé derivace y”,
navrhl Du Bois-Reymond jinou transformaci variace. Oznaéime-li
totiz

[F,dz = N(z),

méame
b

dN
8J :f[ﬁ dy + F,,-ay'] dz.

a



Dale, integrujeme-].i per partes:

b
f—— dy dz = [Ndy] —fNéy’ dz.
a

Piedpokladéme-li jako pfedtim, Ze dy v bodech a a b je rovno nule,

dostaneme
b

8J = [(F, — N)oy' dz.
a

Tato transformace nevyzaduje daldich piedpokladd o struktufe
funkee y(x).

§ 9. Zakladni pomocné véty variaéniho poétu.

Pomocnd véta | (Lagrange). Necht M(z) je spojitd funkce. JestliZe
pro libovolnou funkci n(x), kterd md spojitou derivaci a je rovna nule
v bodech a a b, je

b
[M(z)n(z) dz = 0,
pak M(x) = 0 pro vdechna x (a < = < b).

~ Necht je totiZ v nékterém bodé ¢ (¢ < ¢ < b) M(c) + 0, na pifklad
M(c) > 0. Vzhledem k spojitosti funkce M(x) pro dostateénd velké n

je moZno utvofit interval [xo, Zo + ;—E], leZici uvnit¥ intervalu [a, b]

a obsahujicf bod ¢, v némz je M(x) vétsf nez uréité kladné &islo m.
Definujeme nyni funkei 7,(x) takto:

sin? [n(z — x,)] v intervalu [zo, z, + E]
7o Z) = "

0 vné intervalu [xo, z, + %]

(viz obr. 8). Funkce 7,(z) je spojitd, ma spojitou derivaci a je kromé
toho 74(b) = no(a@) = 0. Muselo by tedy byt

fM Z)ne(x) dxr = 0;
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jo viak

n
Tq +—

b
fM(x)no(x) dz =fM(x) sin?(n(x — z,)] dz >

0
n
Tot+—
n
nm

> m | sin?n(x — z,)]dx = o > 0.

Ze
Tudiz pfedpoklad: M(x) + O pro z z intervalu [a, b] vede ke sporu.2)

Tim, Ze aplikoval tuto pomocnou
vétu na variaci

b
/cL . 8J = f F, — L 7)oy dz,

dx

a

Obr. 8. ktera musi byt v pfipadé extrému

rovna nule pro kteroukoli funkei dy
majici shora uvedené vlastnosti, odvodil Lagrange Eulerovu rovniei:

d

F"—ﬁ

F, = 0.

Proto musi této rovnici vyhovovat kazda funkce y = y(x), ktera dava
extrém integralu

b
J = [F(z,y,y") dz.

Ktivky vyhovujici Eulerové rovnici se nazyvaji extremdlams.
Lagrangeovo odvozeni Eulerovy rovnice obsahovalo nepresnost,
na niz jsme upozornili pfi definici Lagrangeovy transformace.

Pomocnd véta 2 (Du Bois-Reymond). Je-li pro spojitou funkci M (x)

a pro libovolnou spojitou funkci n(x) majici spojitou derivaci, pFi EemZ

%) Lagrangeova pomocnd véta zistane v platnosti, je-li funkce n{z) v jeji formulaci
libovolnou funkei t¥idy Ci(k = 1), ktera je spolu s derivacemi do (k — 1)-tého f4du na

F]
hranici rovna nule. Je tteba jenom v definici funkce 7,(z) v intervalu [a:,,, Ty + n ] vzit

sin?*[n(z — z,)].
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n(a) = n(b) = 0, integrdl

pak je M(x) v celém intervalu [a, b] konstantni.

Neni-li totiz M(x) konstatni, pak existuji v intervalu [a, b] alespoii
dva body ¢, a c,, v nichZ funkce M(x) nabyva riznych hodnot, na pii-
klad M(c,) > M(c,). Budiz d, a d, dvojice &isel, kterd spliiuje nerov-
nosti

M(c,) > d, > d, > M(c,).
Pak lze sestrojit pro dostatetné velké n par intervali [xo, zy + %]’
[zl, z + %], leZicich v intervalu [a, b], jez se neprekryvaji a jsou

oy n
takové, Ze vintervalu [xo, Zp + —]
n

Y y=nixl plat{ nerovnost M(z) > d, a
¢ G v druhém ze zvolenych intervala
o 3 x  x-% 5 " plati nerovnost
\/ M(z) < d,.
Obr. 9. Funkeci #'(z) definujeme takto
(obr. 9):

sin?[n(z — z,)] v intervalu [zo, z, + %],

nw) = — sin?[n{z — z,)] v intervalu I:a:l, z, + %],

0 ve viech ostatnich bodech intervalu [a, b].

Funkce 7(z) = [7'(z) dx je spojitd, ma spojitou derivaci 7'(z)

a kromeé toho je n(a) = 0,

b z.+f z,+f

7n(b) =f17’(a:) dz =j‘sin2 [n(z — z,)] dx —./.sin2 [n(z —=z,)dz = 0.
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Podle predpokladu méa byt
-b

JM(z) n'(x) dz = 0,
+a

ale na druhé strané
zn +—

f M@)y'(z) dz = j M(z) sin?[n{z — 2,)] dz —

T

I|+—

—j M(x) sin? [n(x — z,)] dz > (d, — d2)f51n2nx dz > 0.

Vede tedy pfedpoklad, Ze M(x) neni konstatni, ke sporu.

Uplné odvozeni Eulerovy rovnice. Z Du Bois-Reymondovy pomocné
véty dostaneme snadno uplné odvozeni Eulerovy rovnice. BudiZz dana
tfida piipustnych éar y == y(z), kde y(z) je funkce, kterd ma spojitou
derivaci, pfi ¢emZ v3echny funkce y(x) nabyvaji pro z =a a z = b
pfedepsanych hodnot y, a y,. Na této tfidé je definovin funkcional

b

J(y) = fF(z, Y, y') dz,

a
kde F je spojita funkce vSech argumentt se spojitymi parcidlnimi
derivacemi prvnich dvou fddd. Pfedpokladejme, Ze funkce y = y(z)
ze tiidy pfipustnych ¢ar diva relativni slaby extrém funkcionalu J.
V tomto piipadé je

8J =f(—N+F,,)6y’dz= 0

pro kaZdou funkeci dy, kterd m4a spojitou derivaci a je rovna nule
v bodech a a b. Na zikladé Du Bois-Reymondovy pomocné véty
dostaneme

¥,—N=F,—[F,dz=C
a
(C je konstanta). To je tak zvany integrdini tvar Eulerovy rovnice.
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Funkce N(z) = [F, dx je spojitd a m4 spojitou derivaci N'(z) = F,.
a

Tedy spojitou derivaci podle x ma také F,, = C + N(z):

d ,
i F, =N'(z) =F,.

Tak jsme dostali Eulerovu rovnici, pfi ¢em% jsme dokézali diferenco-
vatelnost funkce F,..

BudiZ nyni v nékterém bodé (z, y) kiivky y = y(x)
Fy' v' 4= 0-
Pii pfechodu od bodu této kiivky se soufadnici # k bodu se soufadnici
x + Az zvétsi se funkee y(x) a y'(z) o piiristky Ay a Ay’, které vzhle-
dem ke spojitosti funkei y(z) a y'(x) konverguji k nule spolu s Az.
Mame

d T & Ay — Ay’ —
EFII' —AE_II;[FW' +'A—2‘:Fw' +EF:/1/]»

kde druhé derivace F,,, F,,, F,, s pruhy nahofe oznacujf hodnoty
téchto funkef pro argumenty

x4+ 0,4z, y + 0,4y, ¥y + 60,4y' (|6, < 1).
Pro Ax —> 0 tyto vyrazy konverguji k F,.(z,y4,¥"), Fu(x, v, %),
F,,,,,.(:c, Y, y,) a je t-'edy

d , o Ay
_Fv' = Ly +Fw'y + lim £ Fv’u';

dx az—0 Az
z toho
d ,
Ay’ '(EFV'_FW'_FW'?/
lim —< =9¢" =
Az—0 Ax Fﬂ'ﬂ'

Tedy y"(x) existuje v kazdém bodé kfivky y = y(z) davajici extrém,
v némsz je F . + O.

Body extremély y = y(x), v nichZ je F,.,. + 0, se nazyvaji reguldrni.
Nyni muZeme zformulovat nami dokazanou vétu zcela tplné.
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Véta 2. Budii funkce F(x,y,y') spojitd spolu se svymi parcidlnimi
derivacems do druhého Fddu véetné pro a < x < b a pro libovolnd y a y'.
Ddvd-li kfivka y = y(zx) tFidy C, relativni slaby extrém integrdlu

b
J= [F(z,y,y') dx,

pak funkee y(x) vyhovuje Eulerové rovnics

d
F, — P F, =0
a y"(x) existuje a je spojitd pro vdechna x, pro néZ je F,.,. + 0.
Tak jsme nejenom odvodili Eulerovu rovnici, nybrz jsme i dokazali
(coZ jsme predtim nepfedpoklddali) existenci druhé derivace y”(x)
v kazdém regularnim bodé kfivky, kterd divd extrém.

§ 10. Variace v bodé.

Pojem variace je bezprostiednim zobecnénim pojmu uplného
diferencialu funkce vice proménnych. Lze také prenést (v jistém
smyslu) na pfipad funkcionaldi pojmy parciilni derivace a parcidlniho
diferencialu.

VySetiujme v roviné soustavu polygonu II, s vreholy A,(z,, v,),

Ay(Zs, Ys)y ooy An(@,, ¥,), PH GemiZ jsou usebky z,, 2, ..., ¥, vrcholi
pevné a jejich pofadnice y,, ¥,, ..., ¥, proménné. Kaidy polygon je
uréen soustavou n hodnot y,, s, ..., ¥, pofadnic jeho vrchold, kazdé

soustavé n d¢isel odpovida pak polygon I7,, jehoz vrcholy maji tato
¢isla za své pofadnice. Proto lze funkeci » proménnych povaZovat
za funkei polygonu 77,

YY1 Yo -+ Yn) = pUT).

Necht hodnota proménné y se zvétif o Ay a viechny ostatni hodno-
ty proménnych y;(j # ¢) zistanou beze zmény; geometricky to zname-
na, ze vrchol A, polygonu I, se posune o Ay, rovnobézné s osou Oy
a viechny ostatni vrcholy zistanou beze zmeny, polygon I, prejde
v polygon IT,. Potom je

w(ﬁn) — p(1,) op(I1)

= _Ey.- dy; + &,
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kde & je velidéina nekone¢né mald vyssfho fidu nez Ay;. Ale prvn{ &len

pravé strany této rovnosti 'p(y IT,) Ay, je parcialnf diferencial funkce
v a
oy 4yi—0 Ay

je parcialni derivace. P¥i pfechodu od polygont ke spojitym dardm
a od funkei polygonu k funkeim ¢éary (funkcionalim) se nedaji operace
parcialni diferenciace bezprostiedné zobecnit: u spojité kiivky nelze
zménit pofadnici jenom jednoho jejiho bodu. Avsak podle Volterrovy
my3lenky je mozno v jistém smyslu pfenést operace parciilni diferen-
ciace na pfipad funkciondlid. VySetfujme soustavu kiivek y = y(z)
tiidy C,, definovanych v intervalu ¢ < x < b. Zvolme jednu z téchto

kiivek y = y,(x) a bod M
v £, na této kfivc: o soufadnici

4@ Ty, @ << g << b.

Y %(”F\ Zvolme nyni funkei dy(z)
tiidy C,, kterd je vSude
rovna nule aZ na nevelky
interval (a’, b’) obsahujici z,.
Predpoklddejme pro jedno-
duchost, ze dy(z) v tomto
intervalu neméni znameni.
0 8 RS Budiz kromé toho y,(z) =

Obr. 10. = yo(x) + dy(x) (obr. 10).

Krivky y = yo(x) a y = y(z)

spolu vSude souhlasi az na okoli bodu M. Obsah plosky omezené
témito kfivkami ozna¢me

b
o = [dy dzx.

b
VysSetfujme funkciondl J(y) = [F(z, y,y’) dz, kde y je libovolnd

kiivka tfidy C,. Potom je
v

(yl)—J(yo)—f(FéerF dy')dxr = j(F dF)éydz
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kde F,, F, jsou hodnoty funkei F,, F, pro argumenty z, y, + @0y,
Yo + O,8y’. V dal¥im budeme povaiovat F,, F, za hodnoty tychz
funkef pro argumenty z, y,, y,. Podle véty o stfednf hodnoté je

J(y) — J(yo) = [Fv _'(%1:":—1_"’.11':lz-zl .[6?/ dz :[Fv _%Fv']z=zl .o; (10)
zde z, znamend néktery bod intervalu (a’, b').

Nyni budeme zmenSovat ploSku mezi nadimi kiivkami y = y,(z)
a y = y,(z) do bodu M tak, Ze:

a) interval (a’, b’) konverguje k bodu z, (a tedy z, — z,);

b) vzdalenosti prvnifho Fadu mezi kiivkami ¥, a ¥, 7(%,, %) = 0,

t. j. 6y a Oy’ konverguji stejnomérnd k nule; tudff F, — d_(i:- F,

d

konverguje stejnomérné k F, — d—zF""

Za téchto predpokladi

= d - d
I:Fv — d—zF,']z=z‘-—> [F, —_ EF,']ZEI..

Formule (10) nabude tvaru

d '

J(y) — J(yo) = { [F,, ~5Fv,] T+ e}a, (10°)

kde ¢ konverguje k nule spolu se ¢. Vyraz [F,, - (%F,,] o se na-
zyva variaci J(y) v bodé M o usedce z, a oznaduje se takto:

d
0J (yo)u =[Fv - EEFv':L_I g.

Variace v bodé je rovna pfiristku aZ na veli¢inu nekoneéné malou
vy3siho fadu nez o.
Vyraz -’
d i JW) — I (@)
se nazyva funkcionalni derivaci funkcionélu J(y) v bodé M.
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Variace a funkcionilni derivace v bodé jsou obdobou parcidlniho
diferencialu a parci4lni derivace funkce vice proménnych. Uplny
diferencial se rovnal souétu parcialnich derivaci, ndsobenych pifiristky
proménnych.

b

Variace 8J = f (F, — ——F,) 8y dzr je rovna integrilu funkcional-
a
ni derivace, nasobené pifristkem funkce.

Nutnou podminkou extrému funkce vice proménnych bylo, aby
se viechny parcidlni derivace (parcidlni diferenciily) rovnaly nule.

Nutnou podminkou extrému funkecionalu (Eulerova rovnice) je,
aby se funkcionalni derivace ve viech (vnitfnich) bodech extremdlni
kiivky rovnaly nule (neboli, aby se variace ve viech vnitinich bodech
rovnaly nule).

Pouzijeme-li pojmu variace v bodé, mizeme uvést jesté jeden dikaz
Eulerovy rovnice. Pfitom za obvyklych pfedpokladii o funkei F(z, y,y’)
dokéZeme, Ze kdyz jakikoli spojita kfivka y = y(z), i kdyZ ne-
patii do t¥idy C, (nebo C,), vede ve srovnani ke vSem sobé blizkym
(ve smyslu vzdalenosti nultého fadu) kifivkam tiidy C, k extrému J,
pak v kazdém bodé, ktery je vnitinim bodem intervalu spojitosti
y(x), ¥'(x), ¥"(z), vyhovuje funkee y(z) Eulerové rovnici. Nebot necht
je pro bod z, tohoto intervalu

d
[F, - -&F,,Lz =d.

Variujeme-li funkei y(z) v okoli bodu z = z, (t. j. zménime-li y(zx)
o pfiristek dy(z), rizny od nuly jenom v tom okoli bodu z,, kde je y”
spojita), potom z formule (10') dostaneme

dz

AT = J(y + oy) — J(g) = {[F —d%F] + e}o,

t. j.
A4J = od + eo,

kde € — 0 pro o — 0. ProtoZe ¢ — 0 miZe mit jakékoliv znaménko,
kdezto AJ musi byt stale téhoZ znameni, zjistime na zakladé pomocné
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véty se str. 51, Ze d = 0, t. j. v tomto bodé y(x) vyhovuje Eulerové
rovnici.3)

Invariance Eulerovych rovnic. Némi uvedené definice funkciondlni derivace
v bod¥ 1ze pouZit k tomu, abychom dostali jednu duleZitou vlastnost extremél.

Zachovame-li predchozi oznadeni, pfejdeme od soustavy soufadnic (z, y)
ke ktivodaré soustaveé soufadnic (u, v):

z:q)(u,v) } Pu Fo
y=vwv) | |v, v
kde funkce @ a y majf spojité parcidlni derivace druhého fddu. Kfivky p:
y = y(z) a y,: y = y,(z) budou v novych soufadnicich vyjidteny rovnicemi
v = v(u), v = v,(u).
Ploska, obsaZend mezi obdmea kfivkami, bude mit v novych soufadnicich
obsah ¢,. Necht se tato ploika zmenSuje na bod. Potomm pomdr obsahu této

$0;

ploSky ve starych a novych soufadnicich g— konverguje k funkciondlnimu
1
determinantu

Pu Po

Yu Yo
ktery je podle predpokladu rizny od nuly. Funkecionél

b
J(y) =afF(x, v, y) dz

piejde ve funkciondl funkece v(u):
by

J@y) = J, ) = fF [lp(u, v), p(u, v),

Yy + Y v ,
LA 4. ,:I-(‘Pu+%v)d“=
Pyt Py

b,
=fFl (u, v, v') du.
a

Je-li
J —J
lim (1) () — o0,
a0 g

3) Tento dukaz by nebyl pfesny, kdybychom vzali za t¥idu srovndvanych éar t¥idu
C,. Nebylo by t&zké dokdzat pomoci transformace Du Bois-Reymondovy, Ze udili-li
kiivka y = y(z) extrém integralu J ve srovnéni se vdemi blizkymi kfivkami tfidy C,,
pek v kazdém bodd této kiivky, ktery je vnitinim bodem intervalu spojitosti y(x)
a y’(z), je vyhovéno Eulerov& rovnici

d
d_zF,‘,l= 0

apro Fs» & 0 existuje v tomto bods spojitd druhé derivace y”(x).

F, —
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pak podle shora uvedenych poznimek je
. Julv) —J,y(v) . Jy)—Jy) o
lim ———— =lim | ———.

o, —0 0y a—0 a gy

Funkciondlni derivace funkcionélu J,(v) v kaZdém bod8 kfivky y je rovna nule.
Je-li tudi% y extremalou pro funkeciondl J(y), pak y je rovn&% extremadlou pro
funkciondl J,(v). Vlastnost kiivky byt extremélou je invariantnfi vzhledem
k transformaci soufadnic.

Analyticky to znamené: je-li kiivka y = y(z) extremalou pro integral J{y(x)],
pak kaZda jednoznadné v&tev kiivky v = v(u), definovand rovnici

w(u, v) = ylp(y, v)], (11)

bude extremélou pro integral J,[v(u)]; rovnice (11) bude integrdlem Eulerovy
rovnice

oF d oF
—~—— 1= (12)
v dv o

Bude-li obecnyj integrdl Eulerovy rovnice

oF d oF
W wma "
odpovidajict funkeiondlu J{y(x)], roven
¥y =y, % B),

pak obecny integrdl Eulerovy rovnice (12), odpovidajict funkciondlu J,[v(u)], bude

v(u, v) = ylo(y, v), a, . .

Eulerova rovnice ziistane rovnéZ invariantni, vyjddfime-li kfivky y v para-
metrickém tvaru; v geometrickych tlohdch je tento zpusob vyjéddfeni &iry
zvldstE vhodny proto, Ze ndm ihned umoZiiuje osvobodit se od podminky, Ze
kaZdé kfivke tfidy pfipustnych &ar protiné rovnobéiku s osou Oy v jednom bodg.
Této otdzce v&nujeme pozdsji specidlnf kapitolu.

Uvedeme nyni dv8 aplikace principu invariance Eulerovy rovnice.

P¥iklad 1. PFi vydetfovdni a integraci Eulerovy rovnice se fasto pouZivé
zémény proménnych. UZijeme-li principu invariance, mu¥eme tuto transfor-
maci provést 8 vyrazem za integradnim znamenim a pak pro novy integral
napsat Eulerovu rovnici — bude to pivodni rovnice vyjadfend v novych
proménnych.

Jako piiklad vySetiime integril

L2
J = [)r+7dp.
Po
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Soustava extremaél je uréena rovnici

r d r

Ve dpfmies

= 0. (13)

Pti zAménd proménnych

T = rcosp, y = rsing

pfejde integrovany vyraz ve vyraz Vl + y'? dz a tudi pfej de pFi té%e zém&ng
proménnych rovnice (13) ve tvar

y =0
8 obecnym integrilem

y=ozx+ 4
* Z toho bude obecny integral rovnice (13)
r8ing = ar cosp + f.

PFiklad 2. Budi¥ dén funkciondl J(y) definovany pro vSechny jednoduché
oblouky y, které maji spojit8 se m&nici teénu, a méjme pro &iry y, vyjidienéd
v pravouhlych soufadnicich rovnicf y = y(x) (funkece y(x) a jeji derivace y’(zx)
jsou jednoznaéné a spojité),

b
J(y) = [F(z, y, y) d.
a

Predpoklddejme nyni, e mezi viemi ¢arami y (spojujicimi dva dané body 4
a B), na nich¥ je J(y) definovén, existuje ara y,, ddvajici integralu J(y) extrém,
kterou nelze vyjadfit funkef y = y(zx) tiidy C, (existuii teény kiivky y, rovno-
bé%né s osou Oy; ndkteré rovnob&zky s osou Oy protinaji kfivku y, aspoii ve dvou
bodech). Podle principu invariance snadno nahlédneme, Ze &éra y, bude integraln{
kiivkou Eulerovy rovnice

d
F,~—Fy=0. (14)

Vskutku, vidycky miZeme zvolit kiivoarou soustavu soufadnic (u, v) tak,
aby v této soustavé soufadnic byla hledand kfivka vyjadiena funkei v = v(u)
tiidy C,, pak ale bude y, integralem Eulerovy rovnice, napsané pro J v soustavé
soufadnic (u, v); bude tudiZ podle principu invariance Eulerovy rovnice kfivka
Yo TovnéZ integralem rovnice (14).

Jako pfiklad na pouZiti této pozndmky miZeme uvést ulohu o &éfe nejrych-
lejsfho sestupu, kdyZ je polateéni rychlost rovna nule (§ 1). V této uloze mé
extremadla, vyhovujici poédteénim podminkéam, v poddteénim bods teé¢nu rovno-
béZnou s osou Oy, t. j. nepatfi do téidy C,.
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§ 11. Druha variace.

Druhd variace. U funkce jedné nebo vice proménnych obracime
se pii vySetfovani znaménka pFirtstku funkce k druhému diferencialu,
jestliZe se prvni diferencidl rovnd identicky nule. Vydetfovani druhého
diferencidlu nam dava dal$i nutné podminky pro maximum a minimum
(specidlné umoziiujici rozliSovat pfipad maxima od pfipadu minima)
a rovnéz postadujici podminky maxima nebo minima. Analogicky
se postupuje v piipadé funkcionali.

BudiZ definovén funkcional

b
Jy)= [Flx,y,y)dx

na kfivkach tfidy C, o pevnych koncovych bodech.
Rozvineme-li funkei F' v Taylorovu fadu a zavedeme-li oznaéeni
%:(2) = y(z) + dy(=),
kde dy(a) = oy(b) = 0, zjistime, Ze
b
J(y) — Jy) = [(Fby + Fyoy') dz +
b
+ %I(Fw‘syz + 2F,,,,'¢5y6y’ + Fv'v'aylz) dz, (15)
kde
Fyy = Fylz, y(z) + 019y(x), y'(x) + O,5y'(2)]
(161 £ 1, 16, 1),
a analogicky se definuji F,, a F,,. Pro dostatené malé r(y,, y)
[7(yy, ¥) je vzdalenost prvniho Fadu] je
Fw =Fy, + &, Fw' = Fuy + &, E'v' = Fyy + &,
kde max |¢;|, max |¢,|, max || konverguji k nule spolu s r(y, y,).
Je tudiZ

b
J(y) — I(y) = [(F,0y + Féy') dz +

a

b
+ '&’f(Fwayz + 2F,,0y8y’ + Fyy0y®) dx + e, (15')
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kde
b
e = [(e0y* + 26,0y8y’ + e3dy’) da.
a
Protoze je |26ydy’| < dy* + dy'?, dostaneme

b b
| [2e40ydy’ dz| < [le,] [y + oy dx

b
le] < [(eady? + e50y'?) dz,
kde ¢, a ¢; stejnomémeé konverguji k nule spolu s r(y, y,). Je viak

16y < (¥, 31), |99’ < (9, 31),
a proto
le] £ (max|e,| + max|eg|)(b — a) 7(y, ¥,)
Z toho plyne, Ze ¢ je veli¢ina fidu vy&siho neZ r(y, y,)?. Zanedbame-li
ji, zjistime ze vztahu (15'), Ze je
Jy) — Jy) = 8 + &,

kde 4J je prvni variace funkciondlu J:

b
8J = [(F, 8y + F,.0y') dz, (18)
a vyraz
b
8J = 1[(F,,0y* + 2F,,0ydy’ + F,,0y'%) dz, (17)

analogicky druhému diferencialu, se nazyva druhd variace funkcionilu
J(y)-

Legendreova podminka. Nyni dokiZeme, Ze kdyZ kfivka y = y(x)
tfidy C, realisuje minimum J (resp. maximum), pak pro libovolnou
funkci n(x), nla) = n(b) = 0, tfidy C, je druhd variace mezdpornd
(resp. nekladnd):

82J = 0 (resp. 6%J < 0).

Predpoklidejme totiZ opak, Ze pro nékterou funkei ()

6% < 0.
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Vysetfujme soustavu funkei y(z) + t9(z). Potom

J(y + tn) — J(y) = t8J + 1262 + et? r(y, y)?,

l¢] < (maxle,] 4 max]s|) (6 —a),

kde 8J a 62J jsou uréeny nerovnostmi (16) a (17), ¥ = y(x) + ()
a ¢ konverguje k nule spolu s ¢. Jeito podle pfedpokladu kfivka
¥ = y(z) minimalisuje J, je 6J = 0, a tudiZ znaménko pravé Gasti
pro dostateéné malad ¢ souhlasi se znaménkem 62J, t. j. pro tytéz
hodnoty

Jy + tn) — J(y) <0,

co? je ve sporu s podminkou minima. Nage tvrzeni je Gplné dokézéno.

VySetfovani druhé variace hraje zdkladni dlohu pi#i odvozovani
postacujicich podminek slabého extrému. Vyjidfeni druhé variace
je mozno ponékud zjednodusit.

Protoze dyla) = dy(b) =0 a
b b b
2 f Fyydydy dv — f P d(3g®) = — f S (P by da,
) a a. a
pak
b
82J = [(Pdy? + Réy™) dx,
kde
P =] (F d F ) R =1F
=7\ fw _EL‘ w'|s = 2Ly

Nyni odvodime nutnou podminku pro nezipornost vyrazu
[(Poy? + Roy™) da.
Yé&ta 3 (Legendre). Pro to, aby kvadraticky funkciondl
f[P(x)éz)z + B@)éy] da

byl nezdporny pro jakokouli funkcei dy(x) tFidy C,, pro nif dy(a) = dy(b)=
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= 0, je nutné, aby v intervalu a < x < b byla splnéna nerovnosi
R(z) = 0.
Predpoklidejme, Ze pro nékteré z, (@ < z, < b)
R(xe) = —2p (p > 0).
V takovém piipadé vzhledem k spojitosti E(x) miiZeme pfedpokladat,
Zze v nékterém intervalu [a,, b,] délky h > 0, obsahujicim bod =z,
a obsaZzeném v intervalu [a, b],
R(z) < —p

pro a; < x < b, (b, = a, + k). Oznaéme M maximum |P(z)| v inter-
valu [a, b] a utvofme funkei dy = dy(z):
2 gl <
Sy(z) = sin? #-—-— pro a, Z < by, (18)
0 v ostatnich bodech intervalu.

Tato funkce dy(x) nalezi do tfidy C,. Je nyni zfejmé, Ze
b b,

f (Péy® + Roy?)dx = f Psinin

a a,
b,

2 _ 2
+fR7hL2 sin22nx—hﬂdx<Mh—an.4)

TNy 4

a,

2
Pro & dostateéné malé stane se Mh — B;zi zapornym. Zvolme takové

malé » a dosadme do (18); dostaneme funkci dy(z), pro niz je
b

[(Péy? + Réy™) dz < 0.

a

Z toho plyne nutna podminka pro existenci minima:

Legendreova podminka. Pro to, aby exiremdla y = y(x) realisovala
minimum funkciondlu

b
J= [Fz,y,y)dz,

z—a . . Tr—a . r—a
S PL M, je Rein'2n 7 < — psin®2n <

4) ProtoZe P ginin
< —p.
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je nutné, aby byla splnéna podél extremdly nerovnost:

FII"I' g 0'
Analogicky: pro to, aby extremdla y = y(z) realisovala maximum
funkciondlu

b
Jy) = [Flx,y,y) dz,
a

je nutné, aby byla splnéna podél extremdly nerovnost

Fv’y' é OI

K dukazu sta¢i pfipomenout, Ze nutnou podminkou minima je ne-
zapornost druhé variace, takie Legendreova podminka ihned plyne
ze shora dosaZeného vysledku.
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