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KAPITQLA VIII.

POSTACUJICT PODMINKY SILNEHO A SLABEHO EXTREMU

§ 31. Nékteré pojmy theorie pole.

Theorie pole, jiZ jsme rozvinuli v §§ 26—28, umoziiuje nam v této
kapitole rozvinouti theorii postadujicich podminek extrému. Byly
nalezeny Jacobim pro pfipad slabého extrému a Weierstrassem pro
piipad silného extrému.

Zachovédme-li oznaéeni predchdzejicich kapitol, budeme pfed-
poklddati, Ze je dan funkcional

Jy) = [F(z,y,y) dz, (1)
?
déle dva body A(x,, y,) & B(x,, ¥,) a extremala y

y = y(=) 2
integralu (1) spojujici body 4 a B. Predpoklidame, Ze lze extremalu
(2) obklopit vlastnim polem extremal {y}, pokryvajicim nékterou
oblast @, a Ze podél extremal pole je F(xz,y,y’) + 0 (viz. str. 164).
Kaidym bodem C(z, y) této oblasti lze vést extremilu y, naSeho pole:
¥y = Yo(x). Oznadéime znakem
#(C) = u(z, y) smérnici teény ke
kiivee y, v bodé C:

d
’LL(C) = u(a:, y) = a ya(x)' (3)

Podle podminek, jimZz vyhovuje
pole {y}, je u(z, y) definovana
v celé oblasti @, pii ¢emZ v této
Obr. 31. oblasti je spojitou funkei spolu

se svymi parcidlnimi derivacemi.

Funkce v = u(z, y) hraje v theorii pole podstatnou tlohu; nazyva se
smérovou funkci pole {y}. Hodnotu u(x,y) v bodé C(x,y) nazveme
smérem pole v bodé C. Pro body vychozi extremaly (2) je
u[z, y(x)] = y'(x). Vedme bodem A(x,, y,) transversilu I naSeho pole.
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Na zdkladé podminky F + 0 transversila pole protind vSechny ex-
tremaly pole v dhlu rizném od nuly. Vezméme jakykoli bod C(z, y)
pole. Jim prochazi extreméila y, pole. J-délka tseku y,mezi I' a C
(obr. 31), neboli jinak, J-vzdilenost C od I" je funkce soufadnic (z, ¥)
bodu C, definovana v celé oblasti @; tuto funkei oznatime

J(C) = J(=z, y).
Podle vzorci (5) § 26 (viz rovnéz str. 163) mame pro libovolné posunuti
dz, dy bodu C(z, y):
dJ(z, y) = H[z, y, u(z, y)] dz + pl=, y, u(z, y)] dy. (4)

(PiSeme zde u(z, y) misto y'; ¢leny této formule odpovidajici konco-
vému bodu tseku extremaly v, leZicimu na I', jsou rovny nule vzhle-
dem k transversalité y, a I'.) Jezto je

H(xr y! ‘ll,) = F(Q:, y’ ’M) - uFII'(xv y) u)

p(x! Y, ©) = Fv'(z» Y, u),
je moZno (4) napsati v takovémto tvaru:

d
e, 9) = [Flo, o ) + [ = w9 | et ot | a=. )
Av8ak pravi strana rovnosti (4) a (5) je Gplny diferenciil; proto plati

tato véta:
Véta | (Hilbertova). Integrdl

f {F(x, v, u) + [j—-’; — ulz, y)] Fylz, v, u)} o (6)

podél jakékoli krivky tFidy C,, leZici v Q, zdvist jenom na koncovyjch bo-
dech kfivky y, avdak nezdvisi na volbé kiivky spojujici tyto koncové body.2)

Napi{sté, podobné jako v nékterych pfedeslych pifipadech, budeme
oznadovati znakem ¥’ jenom smérnici teény vychozf extremaly, kdeZto

pro viechny ostatni kfivky budeme oznacovat smérnice jako g—‘z

1) ProtoZe je J(z, y) J-vzdalenosti bodu C(z, y) od transversdly I, je dJ(z, y) rozdilem
vzdAlenosti dvou nekoneénd blizkych bodi C od I' a integrél (8) je roven rozdilu
J-vzdalenosti koncovych bodu kfivky y od transversaly I'.
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JestliZe vezmeme za k¥ivku y vychoz{ extremilu y, pak je

ue,y) =y'@) =

a tudiZ vyraz za integraénim znamenim v (6) se zméni v F(x, v Y)
a sam integril pfejde v

[F(z,y, y) dz = J(»)2) (1)

Pro libovolnou kfivku y t¥dy C,, lezici v @ a spojujici body 4 a B,
plati na zdkladé véty 1 tato rovnost:

fF(:c, y,y)dz = f[F(z, y, u) + (S—Z — u) Fy(z, vy, u)] dz. (7)
Y

14

Roz8iffme v&tu 1 na pfipad funkciondlu I. Budi% y, extremélou integrilu I.
Zustaneme u geometrickych konstrukef, uvedenych pfi dukazu v&ty 1 pro pfipad
funkciondlu J. Oznadime-li znakemn y extremdlu pole {y} obklopujiciho extre-
maélu y, prochazejici bodem M(z, y), znaky u(z, ¥) a v(z, y) sndrové kosiny teény
ke kfivce y v bodd M a jako diive znakem I(z, y) I-vzdalenost bodu M(z, ¥)
od transversily pole I, (prochédzejici koncovym bodem y,), dostaneme (viz
§ 24):

dI(:t, y) = Fa:'[zr Y u(:z:, y)r ’D(:B, ?/)] dz +- F”'[I, Y u(a:, y)o v(zv y)] dy =
= Hdz + pdy.
Bude tedy v probiraném pripad$ vyraz H dz + p dy rovnéZ totélnim dife-

renciadlem. Z toho soudime, Ze dosadime-li ve shora uvedend formulaci véty 1
misto H a p vyrazy F, resp. F,r, bude v&ta platiti pro funkciondly I.

Funkce E (Weierstrassova). Funkeci ¢tyr proménnych z, y, &, 7
E(,y,¢, )= F(z,y,m)—F(x,y,&) — (n—EFu(z, 9, &) (8)

nazveme Weierstrassovou funkei (pro funkecional J).

Pouzijeme-li véty 1, ukiZe se, Ze je moZno najiti velmi jednoduse
piiristek funkciondlu J(y) pomoci Weierstrassovy funkce.

BudiZ y extremala spojujici body A(x,, y,) a B(z,, ¥,). Nechf{ mimo
to lze extremalu y obklopiti polem extremal {y} pokryvajicim oblast Q.

2) To znamené, Ze rozdil J-vzdélenosti koncovych bodi extremAly ¥ od transversély
I (viz ptedchédzejici pozndmku) je roven J-délee y.
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V takovém piipadé na zikladé véty 1, at je ¢ara y t¥Hdy C, spojujici
body A4 a B a leZici v oblasti @ jakdkoli, maéme

J(y) = JF(:"" Y, y)dz =

- f {F(x, y ) + (j—z . u) Fy(z,y, u)} dz. (7)
¥
Avgak je
Jiy) = f F(z, , j—Z) dz.
Je tedy v
J(y) —Jy) =
=f{F(z’ y’g_Z) - F(z’ Y, u) - (g—z_ u) Fv'(z) Y u)}(:h=
=fE(z, Y, U, g%) da. (9)
y dy

V tomto vyrazu » = u(z, y) je smér pole v bodé (z, y) kiivky 7 a e

je smérnice teény ke kiivce ¥ v tomtéz bodé.

Budiz
y =y
rovnice kiivky y. Ve vzorei (9) miZeme piejit od k¥ivodarych integrali
k obyéejnym (zaménime-li g% vyrazem ¥'(x)). Potom
J() —J() = [E{z, y(z), ulz, y(z)], ¥'(z)} dz. (9

Z formule (9') dostaneme pfimo nasledujici vysledek: lze-li extremdlu
y obklopiti polem extremdl, pak k tomu, aby y ddvala silng extrém,
je nutné a stalt, aby kaidd édra vy, y = y(z), tFidy C,, leZici v poli a spoju-
jict koncové body vy, spliiovala vztah

fé(x, ¥, %,y )dx > 0 resp. < 0. (10)
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Uvedené kriterium pro silny extrém je samo o sobé pro svoji pracnost
prakticky madlo vhodné, aviak z tohoto kriteria, jak uvidime dile,
se jednoduse odvodi nové nutné podminky pro silné minimum a také
se dostanou prakticky cenné postaéujici podminky.

Geometricky smysl funkce E(z,y, u, »). Vratme se k poli {y} a
k funkeci J(z,y). Ciry J(z,y) = C (geometricki mista boda stejnd
vzdalenych od transversaly I') jsou transversilami pole (véta 3, § 27).

Mgjme diny body M(z, y) a M'(x + dz, y + dy), které leZi na bliz-
kych transversilach I} a I',. Pfi pfechodu od M k M’ (od I'y k T},)
vzroste J o pfirustek:

d/ =Hdx + de = [F(x! Y, ﬁ)—(a—u)Fy'(z,?/:’"’)] d.'t,
kde % je smér MM’ a u = u(z, y).

Pirastek dJ je roven J-délce nekonedné malého tseku extremily
pole mezi Iy a I,. Na drubé strané mi tsedka MM’ J-délku
F(z, y, u) dz.

Rozdil F(z, y, u) de — dJ = E(z, y, 4, ) dx ndm udivid, o co je
vets J-délka elementu MM’ ne% J-vzdailenost mezi transversilami
prochézejicimi body M a M’.

Udéava tedy [E(z,y,u,u)dz, o co je vétdi J-délka k¥ivky y nei

Y -
J-vzdalenost mezi transversilami prochdzejicimi koncovymi body y.

Funkce E pro funkcionil I. V pfipads funkcionélu I se funkef Weierstrassovou
nazyva funkce Sesti prom&nnych z, y, £, 3, E
El(z' y’ E' 7)’ E' ;l) = f[Fz'(I' y' 6' ;]) - Fz'(xv y) 5! 'l)] +
+ ;}[Fy'(zn Y £ ﬁ) - Fy'(z’ Y ' 7])]' (ll)
Pii zachovani oznadeni, kterd jsou analogickd pfedchézejicim, méme podle
véty 1 .,
fF(a:,y,z,y)dt =
Yo

= [F_lz, y, u(x, y), v(z, Y)1 dz + Fylz, y, u(=, y), vz, y)] dy.
Y

Oznaéime-li ds element oblouku &4ry y a u(z, y) a v(z, y) smérové kosiny ke kkivce

y v bod8 (z, y):

¥y

A v(Z, ¥),

mAme — —
JFdz = [[Fi(z, y, u,v)u + Fpz, v, u, v)v] ds.
Ye ?
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Odtud, vezmeme-li za parametr délku oblouku, dostaneme

I(y) — I(yo) =

= J{F(Z, Y, u, 5) - EF:'(:E: Y U, v) — ’l—JFv'(Z, ¥, 4, v)} ds.
Y
PouZijeme-li podminek homogenity, 1ze funkei ¥ vyjddFiti takto:

F(z, y, u, v) = uFy(z, y, u,v) + oF,(z, y, u, v).
Dosadime-li tento vyraz pro F' za integradni znameni a zavedeme-li funkei E,,

dostaneme nakonec

1(7_") - I(?o) =_f£1(1!, v, u v, Ey 5) ds. (12)
7
To je obdoba formule (9’) pro funkcional I.
Z formule (12) plyne, %e v piipad® funkciondlu I nutné a postadujicf podminka
pro minimum (10) pfejde v podminku

fsx(l'p Y, u, v, u,v)ds > 0. (12"
Yo

§ 32. Nutna podminka silného extrému.

Necht extreméla y, spojuje body A a B. Opirame-li se o ivahy pfed-
chézejiciho paragrafu, stanovime novou nutnou podminku, poché-
zejici od Weierstrassa, k tomu, aby y, realisovala silné minimum.

Véta 2. K tomu, aby extremdla v, realisovala silné minimum funkcio-
ndlu J, je nutné, aby podél y, pro jakékoli hodnoty 7 bylo vyhovéno ne-
TOVNOStt

E(z,y,y', 1) =2 0.9) (13)

Budeme piedpoklddati opak. Necht v nékterém bodé M,(x,y)
extremaly y, a pro nékterou hodnotu # plati obricend nerovnost:

E(, 9,4, m) <0. (14)
Mizeme predpokladat, Ze bod M, je rizny od koncovych bodu A
a B extremdly y,; v opatném piipadé na zakladé spojitosti funkce E
by bylo moZno zaménit bod M, blizkym bodem extremaly, ktery

3) Tato nerovnost musi byt splnéna vzhledem k podminkdm vty ,,podél* y,, t. j.
v libovolném bodé (z, y) kiivky y, pro hodnotu ¥’ rovnou smérnici tedny ke y, vedené
bodem (z, y) a pro libovolné 7.
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je jiz rizny od koncovych bodit 4, B a ktery by jako dfive spliioval
nerovnost (14). Analogicky miZeme predpokladat, Ze smér o smérnici 7
nenf smérem teénym nebo transversilnim k nasf extremale v bodé& y,.
Zvolime na extremile y, bod M leici mezi M, a A takovy, Ze oblouk
MM 1 extremaly y, neobsahuje dvojici konjugovanych boda (obr. 32).
V takovém pifpadé miZeme konstruovati pole extremal {y} se stfedem

v bodé M, obsahujici oblouk MY 1 extremaly y,. Vedeme transversily
I'" a I pole {y}, protinajici ¥4 v bo-
dech M, a M,, kde M, lezi mezi
M a M,. Dile z bodu M, vedeme pa-
prsek M, M’ o smérnici # do bodu,
v némiZ se protnou s transversilou
I'" v bodé M’'. JestliZe body M,
a M,, neboli, coz je totéz, éiry I”
a I' jsou dostateéné blizké, pak
konstrukce je mozna a J-délka tseé-
ky M'M, je mensi ne% J-vzdilenost
.Obr. 32. mezi transversilami I' a IV, t. j.
J-délka M’'M, je mendi nez J-délka
oblouku M, M, extremdly y,. To vyplyva z geometrické definice funkce
E a z podminky E\_</O (viz § 31, str. 198). Spojime nyni bod M’ s bo@
M i)g:remé,lou MM’ pole {y}. J-délky extremailnich oblouktd MM’
a MM, jsou si rovny (jeZto to jsou dvé extremaly centrilnfho pole,
jejichZ koncové body M’ a M, lezi na jedné transversile I"). Z toho
plyne: lomend &ira MM'M, sklidajici se z oblouku MM’ a tsedky
M'M, ma men\éi..[ -délku nez oblouk MM, extremaly y,. Zaménime-li
v 9, oblouk MM, lomenym obloukem MM’M,, dostaneme kfivku
spojujici tytéz body 4 a B, jejichZ J-délka je mensi nez J-délka y,.
Tato kiivka nepatii k tfidé pripustnych car, jezto m4a tfi thlové
body. AvSak na této kfivee je hodnota funkcionalu J mensi nez jeho
hodnota J, na puvodnim oblouku extremdly. Tuto kiivku je moino
»zaokrouhliti‘ tim, Ze ji zaménime kiivkou t¥idy C,, kterd s ni
souhlasi viude, aZ na intervaly obklopujici tfi body lomu. Tyto inter-
valy lze uéiniti tak malymi, %e rozdil hodnot J pro lomenou kfivku
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i ,,zaokrouhlenou* kfivku t¥idy C, bude jakkoli maly. Tak je mozno
dostati kiivku t¥idy C,, pro niZ hodnota J bude jako dfive mensi nez
Jo. Dojdeme ke sporu s podminkou véty, a tedy nerovnost (14)
nemize platit. Tim je véta dokazéna.

Je zfejmé, Ze pro pfipad maxima je tfeba nerovnost (13) zaméniti
nerovnosti obricenou. '

Zcela analogicky lze dokéazati, e pro pfipad extremély y, funkciondlu I
spodivé nutnéd podminke minima I v tom, Ze podél y, pro libovolné @ plati
vztah:

E,(z, ¥, u, v, coa®, sin®@) > 0.

§ 33. Postacujici podminky silného extrému.

Prejdeme k odvozeni postadujicich podminek pro silné minimum.
Dokazeme tuto zakladni vétu.

Véta 3 (Weierstrassova). K tomu, aby extremdla y spojujict body
A(zy, yo) @ B(z,, ¥;) vedla & minimu J-délek kfivek (tFidy C,), spoju-
jicich body A a B stali, aby:

1) y bylo moino obklopiti vlastnim polem extremdl {y};
2) existovalo okoli extremdly y, v jehof katdém bodé (x, y) by pro libo-
volnou hodnotu 7 platila nerovnost
Elz,y, u(z,y), 1] Z O, (15)
kde u(z, y) je smérovd funkce pole.

Vskutku pro dostateéné malé ¢ kazdd kiivka y ze tfidy pFipustnych
¢ar, nalezejici do e-okoli nultého fddu ¢ary v, bude naleZeti do oblasti
pokryté polem {y}. Tudiz podle formule (9’) pro y mame

_ dy
I®) — ) = [Ele.y w3 ax
Y
Avgak podle druhé podminky véty pro e dostatednd malé podél y je

dy
E(x, Y, U, a) =2 0.

Existuje tedy takové & > 0, Ze pro libovolnou kiivku y tiidy pkipust-
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nych kfivek, patiicich do e-okoli nultého fidu extremdly y, mame

J(») 2 I ().
Tim je véta Gplné dokazana.

Zjednodu$eni postadujici podminka. Jestlize je moZno danou
extremdlu y obklopit polem extremal, pak otdzka, zda bude davat
extremila minimum, se tim pfevede na ulohu uréit znaménko funkce
E. Vzhledem k tomu, e funkce E m4i libovolné sloZity tvar, zaméniuji
se fasto Weierstrassovy podminky podminkou hrubsi, ale jednodussi.

Rozvedeme-li rozdil F(z, y, n) — F(z, y, £) v Taylorovu fadu podle
mocnin (7 — &) 8 druhym zbytkovym élenem, vyjidiime funkei
Weierstrassovu ve tvaru

E(@, y, & n) = 3(n — &) Fyy(z, 9, 7), (16)
kde 7 le#i mezi & a 7. Upozorfiujeme, Ze pro kladnost funkce E staéi,
aby pro jakékoli  platila nerovnost

Fﬂ'ﬂ'(xi Y, 7_7) 2_ 0.
Odtud dostaneme nasledujici zjednodufené kriterium pro existenci
minima: K tomu, aby extremdla y spojujici body A a B ddvala silné
minimum J-délek kfivek spojujicich body A a B, stai, aby bylo moZno
extremdlu y obklopiti polem extremdl, v jehof kaidém bodé (x,y) pro
jakékoli

Fv'v'(z’ Y, 77) g 0.

Poznémka. Nutnéd podminka Weierstrassova (13) zejména podél extremdly

pro jakékoli n
E(z,y, v, 7) g 0

po rozloZenf funkce E podle vzoree (16) nabyva tohoto tvaru:
Fyplzym 20,

kde 7) le%f mezi y’ & 7. Pro n— ¢’ je n— ¥’; protc-) posledni nerovnost prejde
v tuto nerovnost:
Fyylz 9, y) 2 0.

A to je ndm jiZ zndma podminka Legendreova (viz. str. 69).

Postalujici podminky silného minima funkciondly I. Tyto podminky jsou
zcela analogické podminkédm formulovanym na zadatku paragrafu pro funkcional
J, zam®&nime-li v nich nerovnost (15) nerovnosti (pro jakékoli ©)

E,(z, y, u, v, cos®, sin@) = 0.
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§ 34. Postacujici podminky slabého extrému.

Ze shora rozvedené theorie lze odvoditi také postadujici podminky
pro slabé minimum.

Véta 4 (Jacobiova). K tomu, aby kfivka y: y = y(z) udilela slabé mgrs-
mum integrdlu J(y) = fF(z, Y, y') dx mezt kfivkami, které maji s ni
spoleéné koncové body A“(:vo, ¥,) a B(z,, y,), staéi:

1) aby y byla extremdlou;

2) aby podél y platila zesilend Legendreova podminka F .. .(x,y,y’) > 0;

3) aby interval [z,, z,] neobsahoval hodnoty konjugované s x, (t. j. aby
bylo A(zy, z) + 0 pro z, < z < z,).

Piedeviim upozorfiujeme, Ze zde Zidame splnéni nékterych pod-
minek pouze podél samotné kiivky. Dale jsou tyto postacujici pod-
minky velmi blizké nutnym podminkim Legendreovym a Jacobiovym;
dilezitym ztstiva jen pfipad, kdy F,.,. je rovno nule podél extremaly
a kdyz samotné z, je hodnota konjugovana s z,.

Dikaz. Z podminek 2) a 3) plyne moznost sestrojeni pole extremal
{y} obklopujiciho oblouk y. Existuje takové é&islo ¢, > 0, Ze kazda
oblast definovana nerovnostmi z, < z < 7, y(z) — &, < ¥y < y(x)+¢
je pokryta polem extremadl.

V oblasti @ je definovina funkce u(z, ), ktera je smérem pole a ktera
podél y souhlasi s y'(z): u[z, y)] = y'(z). Podle pfedpokladu (podmin-
ka 2) jest:

Fyylz, y(z), y'(x)] > 0. (17)
Vzhledem ke spojitosti F,.,. existuje takové ¢islo ¢, > 0, Ze pro viechna
y a k vyhovujici nerovnostem

[y —y@) < &0 [k —y' (@) < & (18)
jest:
F,,:,,:(I, :';v k) > 0. (19)

Dale vzhledem k spojitosti funkce « existuje takové &islo e > 0,
Ze pro [y — y(z)| < & je

[u(z, y) — ulz, y(@)]] = |u(z, y) —¥'(2)] < & (20)
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Oznadime znakem & nejmensi ze tif &isel ¢, ¢,, &; podle definice &,
a ¢ je oblast @, definovana nerovnostmi

2 Sz <7, yY@) —e Sy Syle) + o6
pokryta polem extremal {y}.
BudiZ nynf y uréené vztahem y = y(z) libovolnd kfivka spojujici
A a B a lezici v ¢-okoli prvniho fadu kfivky y, t. j.
[y() —y@) < & ¥ @)—y'@)| < e (21)
Tato kfivka le#{ v oblasti Q pokryté polem extremal {y}.
Proto na zakladé vysledki predchazejicich paragrafu je

J(@) — J(y) = [E@x, ¥, u(z,¥),y']dz =
Y
= }[[u(z, y) — ¥’ ()] Fyy(=, ¥, k) dz, (22)
Y

kde k& lezi mezi y'(z) a u(z, ¥).

Vzhledem k nerovnostem (21) a (20) mame, Ze ¥'(z) a u(z, y) lezi
soucasné mezi y'(z) — &; a y'(x) 4 ¢, a tedy le#i k v téchZe mezich:
e —y' (@) < e (23)
z (18), (19), (21) a (23) plyne
Fv'u'(z: yn k) < 0’
a tedy (viz (22))
) = J).
Tim je véta dokazana.
Uvedené podminky nestaéi oviem pro silné minimum.
Zcela analogicky charakter maji postadujici podminky slabého
minima funkciondlu I, zaménime-li podminku 2) podminkou F, > 0.
Porovname-li nutné podminky s podminkami postacujicimi, vidime,
%e nutné podminky — podminka Jacobiova a Weierstrassova — kladou
omezeni na funkei E v bodech studované extremdaly; mezi postacujicimi
podminkami zesilend podminka Jacobiova rovnéz klade omezeni na
funkeci E v bodech samotné extremadly, a co se tyée podminky Weierstras-
sovy, pak k jejimu aplikovéni je tfeba znati priibéh funkce E v nékte-
rém urlitém okoli studované extremaily. Odtud ptirozené vznika
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otazka, zda nelze tuto prvni podminku nahraditi zesflenou nutnou
podminkou Weierstrassovou:

Ez,y,y', k) >0
podél extremaly.

Uvedeme piiklad, ktery ukaZe, Ze pfipomenuté oslabeni v nutnych
podminkdch provést nelze. Tento piiklad rovnéz ukaze nedostateénost
zeslabené podminky, jestlize navic pfedpoklddame, Ze podél extremaly
je E(z,y, ¥y, k) > 0.4)

PFiklad. PoloZime ilohu: najiti minimum funkeciondlu

1
J = f(y” — 4yy”® + 2zy’*) dx,
0

tvori-li tfidu pfipustnych 8ar Sary tifidy C, spojujici body A(0, 0) a B(1, 0).
Eulerova rovnice mé tvar: y"(12zy'? — 12yy” + 2) = 0 neboli y” = 0. To
znamené, Ze piimky y = ax + b jsou extremalami pro J. Extremdla y, spojujici
body A, B, je Gsefka [0, 1] o8y Oz a tato extrem#la muZe ziejmé byt obklopena
polem extremadl (soustava pFimek rovnobé&inych s osou Oz). Mimo to méme

Ez, 4,9, 1) = (1 —y)1 —8yy" + 62y — dn(y —zy’) + 2z9%}.
Podél y, dostanerne
Fpy=2>0,
E = n*1 — 2z%*) > 0 (pro 5 % 0).
Vyhovuje tedy extreméla y, prvni z postadujicich podminek a rovnéZ zesilené
nutné podmince Weierstrassovs. DokdZeme, Ze pfesto y, neddvé silné minimum.
Abychom dokézali toto tvrzeni, sestrojime lomenou &aru AMB, jejiZ vrchol

umistime do bodu M o soufadnicich » > 0 a k. Potom, pouZijeme-li formule
(9’) a shora napsaného vyrazu pro E, dostaneme

IH—Jpy -yl 1 PUAH
4 Yol = TR T I—h a—ap |

Zde jeo y lomend 8ara AMB, y, usetka [0, 1]. Odtud soudime, Ze pro jakékoli k
Ize vidycky zvolit h natolik malé, aby bylo J(y) — J(y) < 0. K¥ivka y, nedava
8ilné minimum J mezi éarami tfidy D, a tudiZ ani rnezi ¢arami tiidy C,.

Slaby extrém pro oblouky malé délky, princip nejmensi akce. Budiz
yo extremala funkciondlu J vychdazejici z bodu A(z,, y,) a nechf je podél
k¥ivky y, splnéna zesilend Legendreova podminka F,. > 0. Bod C

4) Tato okolnost je odchylnym rysem theorie extrému J ve srovnani s theorii silného
extrému I.

205



extremaly y, konjugovany s A lez{ v uréité vzdalenosti od bodu 4
rizné od nuly. Kazdy oblouk AB extremaly y,, le#ici na oblouku AC
s koncovym bodem B riznym od C, povede k slabému minimu
funkciondlu J. Je tedy Legendreova podminka F,. > 0 postadujfcf
podminkou pro slabé minimum, je-li pf{slu$ny oblouk extremaly do-
stateéné maly.

Pripomenuté tvrzeni lze rozsifiti také na piipad funkcionalit defino-
vanych na prostorovych kiivkach; pfi platnosti Legendreovy podmin-
ky (viz § 13) dostateéné malé oblouky extremél vidycky realisuji
minimum. Jako pifklad vy3etiime integrdl ué¢inku (akce) (viz formuli

(18) § 2)

1, B
J = 'jV2U +h V"'uq;2 + 2‘11291’9; + a22q;z dt.

Snadno nahlédneme, Ze pro funkcionil J je Legendreova podminka
vidy splnéna, a tedy pro dostateéné malé ¢asti trajektorie skuteéného
pohybu integrdl 4uéinku (akce) podél téchto &asti dosahuje slabého
minima. Tim je pravé opravnén sim nazev principu.

Neni tézké ukézat na piikladech, Ze dostateéné velikd koneéna
¢ast trajektorie skuteéného pohybu nemusi minimalisovat integral
Gdinku. VySetfujme na piiklad setrvaény pohyb bodu na povrchu
koule. V tomto pfipadé integral déinku nabude tvaru

t
J = fVa:'2 + y'2 + 22 dt.
to
Trajektoriemi-extremalami jsou oblouky hlavnich kruZnic na kouli.
Oblouk extremdly dava Géinek minimalni tehdy a jenom tehdy, kdyz
tento oblouk neobsahuje oba koncové body priméru koule.

§ 35. Pfehled nutnych a postacujicich podminek pro extrém.

Shrneme hlavni nutné a postadujici podminky pro minimum
funkcionalu

J= [F(z,y,¥')dz,

které jsme v predchazejicich uvahich obdrzeli.
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K tomu, aby &ara y t¥idy C,, spojujici body A(z,, y,) a B(zy, ¥,),
mezi kifivkami t¥idy C,, spojujicimi body 4 a B, davala slabé minimum,
je nutné, aby:

1) céara y byla extremalou, t. j. aby byla integralem rovnice Eulerovy

d

F,— 4

Fv'=0;

2) podél y byla splnéna Legendreova podminka
F,.=>0;

3) je-li podél y splnén vztah F,.. > 0, y vyhovovala podmince
Jacobiové, t. . aby neobsahovala body konjugované se svym koncovym
bodem, neboli analyticky, aby integralni kfivka Jacobiovy rovnice

d d ,
(P59 -G @En =0
vychazejici z bodu (z,, 0), neprotinala osu z v bodech intervalu
xy < X < @,.

Aby y dévala silné minimum, je dile nutné, aby
4) podél y pro libovolné hodnoty k platilo

Ex,y,y,k) = 0.
K tomu, aby éara y davala slabé minimum, stadi, aby

1) y byla extremélou;
2) podél y (véetné koncovych bodl) byla splnéna zesilena Legen-
dreova podminka

F,., >0

3) y vyhovovala zesilené podmince Jacobiové: t. j. aby integral
rovnice Jacobiovy, vychazejici z bodu (z,, 0), neprotinal osu z v bodech
zprava uzavieného intervalu

z, <z X ).

Pro silné minimum staci, aby jesté
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4) existovalo okoli kiivky y, v jehoZ kazdém bodé (z, y) pro libovolné
hodnoty # plati

Ez,y, u(z,9), m) 2 0,
kde u(z, y) je smér pole obklopujiciho .
Prisludné podminky pro maximum se dostanou zménou smyslu
nerovnosti.

Pfiklad 1. Uloha o brachystochrond. Jak vyplyva z vysledka § 2, jsou
pro tuto tulohu pro jakoukoli polohu boda

Ay, y1), BlZg ¥y)

podminky Legendreovy a Jacobiovy splndny a tedy extremélu, spojujic{ body
A a B, 1ze obklopit polem extremAl. Mimo to je pro tuto 1ilohu

1 1 '

Fpp=0f—— >0

Vo -1+ ymt

pro jakékoli y a y’; tudi? extreméla y, dévé silné minimum.
PFiklad 2. Uloha o refrakei. Pro tuto tlohu funkce F(z, y, ¥’) mé tvar

F= Jresr (z, y) > 0).
v(z, y)

Zde je podminka Weierstrassova vyplnéna pro kteroukoli funkei » > 0:
1 ay— 3
Fv.”,=7(1+yz) .

Tedy otézka, zda extremdla y, minimalisuje J-délky, se zcela prevede na
otazku, je-li moZno y, obklopit polem extremdl. Specidlnd, kdy% rychlost Sifen{
svétla je nepfimo Gmérné y, jsou extremdlami polokruZnice orthogonélni k ose .
V tomto piripads pro jakoukoli polohu bodt 4 a B lze sestrojit extremalu, spoju-
jici tyto body, & je moZno také sestrojit pole extremadl, obklopujici extremdlu y,.
Oblouk kruZnice dava silné minimum.

PFiklad 3. Uloha o geodetickych &ardch. Funkce F mé tvar
F=)a4 +2By +Cyr,
kde A, B, C jsou spojité funkce proménnych z, y a forma
Au? 4+ 2Buv + Co?
je kladné v libovolném bod$ (z, ¥), t. j. B2 — AC < 0. Pro tuto tlohu je
AC — B?
(4 + 2By’ + Cyn¥

Fv'v' =
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Tedy ka¥Xdé geodetickéd 8ira y,, kterou lze obklopit polem geodetickych &ar
(t. j. ka¥da &éra neobsahujici konjugované body) divé silné minimum délek
oblouk, spojujicich body 4 a B.

Pfiklad 4. Minimélni rotadn{ plocha. Stejné jako v ptiklads 2 je podminka
Woeierstrassova spln&na pro libovolnou extremalu; tudi mezi dv&mea extremé-
lami, spojujicimi body 4 a B, davd horni extremadla silné minimum obsahu
rotadni plochy.

Pfiklad 5. Eulerovo kritické zatiZenfi. M&me ddnu vertikdlni vilcovou
pruznou ty& AB. Necht je vetknut{ spodniho konce 4 tuhé a necht horni konec
B se muZe volné pohybovat po vertikdlni pfimce tak, aby teéna k &afe ohybu,
vedend bodem B, zistala stile konstantni. Predpokldddme nyni, Ze na horni
konec B pusobi sila P smé&fujici vertikalng doli. Tyé bude v rovnovaze pro
jakoukoli sflu P, aviak tato rovnoviha bude stabilni pouze pro ndkteré hodnoty
P. Supremurm hodnot P, pro n&% vertikélni poloha tyte ddvé stabilni rovnovahu,
se nazyva kritickym zatiZenim tyce. K definici kritického zatiZeni pouZijeme
Frincipu:

K tomu, aby soustava byla ve stavu stabilnf rovnovdhy, je nutné a stadi,
aby dand poloha soustavy mezi vierni jinymi polohami odpovidajicimi vazbim
dévala jojf potencidlnf energii nejmensi hodnotu.5)

Jak je znamo, potenciélni energie ohybané tyée, pusobi-li na ni sila P, ma tvar

!

E= f k (gz)ada + PY.9) (24)
ds

0

kde ! je délka tyle, k konstanta zdvisld na vlastnostech tyde,  uhel, ktery svird
tegna k ose ohybu tyde s vertikdlou a ¥ vzdalenost horniho konce tyée od nd-
které pevné horizontélni roviny. Ziejms lze poloZit

!
Y = { cosp ds.
0

1
Sl o]
E = k{—) + P cosp|ds. (25)
ds
o

Tim se naSe tiloha pfevede na nédsledujici variaéni problém: pro jaké hodnoty P
funkce ¢ = 0 bude ddvat minimum funkciondlu E, jestliZe za tFidu pFipustniyjch
funket vezmeme funkce ¢ = @(s) tFidy C, pro 0 £ 8 < 1 vyhovujlet poldtebnim
podminkdm: pros = Ojep = Oapros=1ljep = 0.

Z toho

5) Tento princip v obeeném tvaru plati pouze v fadd dodateénych podminek, které
zde neuvedeme. Tyto podminky v kazdém piipad® jsou v nasi uloze splnény.
8) Véhu nosniku zanedbdvédme a s jeho stlatenim nepoditéme (viz pfiklad v § 14).
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Pro jakoukoli hodnotu P piimka ¢ = 0 je extremdlou funkciondlu E. Ozna-
&ime-li znakem F(p, ¢’) integrovanou funkei, budeme mit

F>0, Fpy=1k>0.

NaSe otdzka se tedy pfevede na kol ov&Fit splndni Jacobiovych podminek.
Rovnice Jacobiova nadi dlohy mé tvar

Pu + 2ku” = 0. (26)
Integral A4(0, 8) této rovnice, spliiujici podminky 4(0,0) =0, 4°(0,0) = 1,

bude
4(0, 8) = si L3
{ ,_s) = sin % 8.

Tedy tsedku !’ bodu, v ndmZ se protne extremila ¢ = 0 s nekonefnd blizkou
extremédlou, uréime z rovnice

BIln 0.
1 (

Pouzijeme-li toho, Ze I’ musi byt ze viech kladnych kofenu rovnice (27) k nule

nejbliZe, dostaneme nakonec
2%
V=an|/—.

P
Tedy k tomu, aby pfimka ¢ = 0 davala hledané minirmurm, je nutné, aby

a stadi, aby

Z toho pro hledané kritické zatiZeni P, naleznemse nasledujici hodnotu:
2kn?
Py =22,
B
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