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KAPITOLA IX.

LINEARNI VARIACNT ULOHY

§ 36. Rovnice Sturm-Liouvilleovy.

Vénujeme se nyni tém varia¢nim tloham, pro které Eulerovy rov-
nice jsou linedrni.
Vysettujme kvadraticky funkecional

b
K(y) = [[P(z)y® + R(z)y"?] dx. (1)

Eulerova rovnice pro tento funkcional je znama Jacobiova rovnice
d o,
Py — = (Ry) = 0. (2)

Vydetfujeme-li isoperimetricky problém, jak najit podminénou
extremalu funkciondlu K za podminky

b
Jyrdz =1, (3)

jsme vedeni k iloze hledat nepodminénou extremalu funkcionalu
b

J(Ry'® 4+ Py? — Ay?) dzx

a
(A je konstantni). Pfislu$na Eulerova rovnice
d o,
Py — - (By') =2y (4)
(neboli Ry” + R'y’ — Py + Ay = 0) se nazyva rovnici Sturm-Liouvil-
leovou.
Napfisté se omezime na nejjednodussi pripad poédtecnich podminek

y(a) = y(b) = 0. (5)
Dale budeme pfedpokladat, Ze funkce R(x) a P(x) patii do tiidy C,,

a mimo to budeme piedpokladat, Ze je B(z) > O proa < x < b.
PiSme kratce:

Py — 2 (&y) =Ly, ®)
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Rovnice Jacobiova (2) a Sturm-Liouvilleova (4) nabudou nyni tvaru

L(y) = 0, L(y) = 4y.
L(y) se obycejné nazyva operatorem Sturm-Liouvilleovym. Tento

operator je linearni: pro dvé libovolné funkce y, a y, tfidy C, plati

Ly, + y2) = L(yy) + L(y,).
Pro jakoukoli konstantu « je

L(ay) = «L(y).

Kvadratické 2 bilinedrni funkciondly. Zavedeme oznaceni

b
K(y,2z) = [(Ry'?’ + Pyz) dz. (7)

a
Funkciondl K(y,z) je bilinedirnim funkciondlem funkce y = y(z)
az = z(z), t.j. K je linedrni jak vzhledem k y(z), tak i vzhledem k z(z).
Pro y(z) = 2(x)

K(y,y) = K(y)
Pripometime nasledujici identitu:
K(a,y + agz) = afK(y) + 2a,a,K(y, z) + a:K(z), (8)

kterou si snadno ovéfime piimo. Tuto identitu lze zobecnit, a to:

K(Zl"‘y") = .Zf?K (ya) + 22 K0, 9)- (8

i>i
Vzhledem k podateénim podminkdim (5) dostaneme:
b b b

fRy’z' dr = — f(ga-:Ry')z dz = _f(C%? Rz') y d=.
Lze tedy integral (7) napsat v tomto tvaru: “
K(y,2) = afb L(y)z dz, (9)
kde L(y) je definovina rovnosti (6). Je ziejmé, Ze lze také napsat

b
K(y,2z) = [L(2)y dz,
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a tedy » »
Ly dz = [L(z)y d. (10)

Specialné pro y = z ,
K(y) = [Lly)y dz. (11)

Symetrické operiatory. BudiZ na tfidé funkei [y(z)], e <2< b,
definovan lineirni operator Ay(x). Operator Ay se nazyva syme-
trickym, jestliZe pro libovolné funkee y(x) a z(z) nasi tfidy plati

b b
[(Ay)z dz = [(Az)y dz.

a a

Formule (10) ukazuje, Ze operitor Sturm-Liouvilleiv na nasi t¥idé
funkei je symetrickym operatorem.

Analogicky lze dokazat, %e operator Ly na tiidé funkei [y(z)] C C,,
vyhovujicich obecnéjsim poédteénim podminkim, na piiklad

y(@)=0, y®)=0,
je operator symetricky. Pravé tak je tento operator symetricky na t¥idé
funkei, u nichz krajové podminky jsou podminkami periodicity
8 periodou w = (b — a):
y() = y(a), y'(b) = y'(a).

Jako jiny pripad symetrického operitoru lze definovat operator

Fredholmuv K, definovany na viech funkeich tfidy C:

b
K(y(z)) = [K(=, s) y(s) ds

se symetrickym jadrem K(z, s) = K(s, z).
Je totiz

b bb
[(Ky) z(x)dz = [ [K(x, 8) y(s) z(z) ds dz,

b bb
[(Kz) y(x)dz = [ [K(z, 3) z(s) y(z) ds dz.

Vzhledem k symetriénosti jadra K(z, ) = K(s, z) jsou si oba dvojné
b b
integrily rovny a je [(Ky)z dr = [(Kz)y d=.

a

213



Orthogonalita. Dvé funkee y,(x) a y,(x) se nazyvaji orthogondinimi
v intervalu [a, b] s vahou o(z), jestliZe

b
Je(@) y1(®) yo(x) dz = 0.
Funkee y,(x) se nazyvd normovanou v intervalu [a, b] s wvahou
9(93), je']i
b
[o(@) yi(x) dx = 1.

Napfisté budeme povazovat vahu za nezapornou a pfitom v inter-
valu [a, b] nerovnou identicky nule, o(x) > 0.

V pfipadé véhy o(x) = 1 mluvime jednoduse o orthogonalité dvojice
funkei y,(x) a y,(z) v intervalu [a, b], je-li

b
Jy:19: dx = 0 pro y,(z) * y,(z)
a 0 normovanosti funkee y(x) v [a, b], je-li
b
fyrdz = 1.

Posloupnost funkci se nazyva orthonormovanou v intervalu [a, b]
8 vahou o(x), je-li

0 pro ¢ + j,

fyl y: x) Q(x) dx - {1 pro 1’ — 7"

PFildady: 1. Posloupnost
1
15;, Vn cosz, V:z sinz, ..., V

je orthonormované posloupnost o vaze 1 v [0, 2x].

cosnz, 4— smnz, e

Vn

2
2. Posloupnost {l/—— sinnx}, n=0,1,2,..., je orthonormované posloupnost
n

o vaze 1 v [0, 2x].

Pro jednoduchost se napii§té viude omezime, bez dalsich poznimek,
na pfipad vahy o(z) = 1. Ale viechno, co v této kapitole dokaZeme,
lze automaticky pfenést na piipad jakékoholi kladné vihy o(z).
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§ 37. Vlastni hodnoty a vlastni funkce.
Rovnice (4) za podminek (5) pro jakékoli redlné nebo komplexni 1
ma vidy trivialni feSeni
y(x) =0.
AvSak pro nékteré hodnoty i miZe mit tato rovnice pro poéateéni
podminky (5) také netrividlni (t. j. nikoli identicky rovné nule) feSen:

y(z) == 0.
P#isludné hodnoty 2 se nazyvaji vlastnimi hodnotams pro operator L.

Pfiklad. Budi?
b
Ky) = f(cy® + ey’ dz, 0 = 1,
a

kde ¢; > 0 (¢, ¢, jsou konstanty). Rovnice Sturm-Liouvilleova mé nyni takovy
tvar:

" A—c
Y+ y=0. (12)
¢
Z toho je
y — Alemz + Aze—mﬁ’
kde
A—e
md: = — . (13)
51

Podéatedni podminky (5) vedou k paru homogennich rovnic vzhledem k 4, a 4,,
a to:

Ajeme 4 A,0-™8 =0, Ae™ + Ae-mb =10, (14)
K tomu, aby systém (12) m&l netrividlni FeSeni, je nutné a stadi, aby jeho
determinant se rovnal nule, t. j. aby
em(@~b) — e-m(a-b) peboli e2m(a-8 = 1.

Je tedy m(a —b) = nai (i = |/— 1), kde n je libovolné celé &islo. Proto lze
fefeni rovnice (11) vzhledem k A napsat v takovémto tvaru:

5 cnin? " (16)
=——+e¢.
(b—a)?
Redeni rovnice (12) za podminek (5) 1ze dét tvar
. na(r—a)
y = Asin ——, (16)
b—a
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kde A je libovolné konstanta. Pro n celé rizné od nuly dostaneme netrivialn{
TeSeni.
Budou tedy vlastnimi hodnotami viechna €isla tvaru (15).

Vlastni funkce. Kazdé netrivialni feSeni rovnice Sturm-Liouvilleovy

Ly) = 4y
pro y(a) = y(b) = 0, odpovidajici vlastni hodnot& A, se nazyvi
viastni funkci operatoru Ly. Vlastni funkce y(z) se nazyva normovanou,
je-li
b
[y (x) dx = 1.

Pro ptedchazejici pfiklad budou funkece (16) vlastnimi funkcemi.
Zikladni vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich funkci. Stanovime
piredbéiné fadu dilezitéjdich vlastnosti pro vlastni funkce.
1. Je-li y(x) vlastni funkce, pak je
y'@) * 0,
y(b) # 0.
Jelikoz totiZz rovnice Sturm-Liouvilleova je rovnici druhého fidu
a koeficient pfi y” je rizny od nuly, je podminkami y(a) = 0, y'(a) = 0
nebo y(b) = 0, y'(b) = 0 integril uréen jednoznaénym zplsobem.
Aviak stejnym politeénim podminkdm vyhovuje trividlni FeSeni
y = 0 a tedy za predpokladu, Ze pro vlastni funkei y = y(z) je y(a) = 0
a y'(a) = 0, dostaneme, Ze tato funkce je identicky rovna nule, coz
je ve sporu s definici.
2. Jsou-li y,(x) a y,(x) viasini funkce, odpovidajici jedné a téte viasini
hodnoté, pak jejich linedrni kombinace

Yy =y@) = ey, + Y,
kde ¢, a c, jsou konstanty, je bud viastni funkci nebo trividlnim fefenim.
Na zdkladé vlastnosti homogennich linearnich rovnic je totiz y(x)
integralem rovnice (4), a mimo to je
y(@) = 1y (a) + c.y,(a) = 0,
y(b) = ¢y,(b) + cya(b) = 0.
Je-li tedy y(z) == 0, je tato funkce vlastni funkei,
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3. JestliZe y,(z) a y,(x) jsou vlastni funkce funkciondlu K, odpovidajici
jedné a téze viastni hodnoté, pak y, a y, jsou linedrné zdvislé, pfi éems
¥2(®) ¥1(a) — 9,(x) ya(a) =0. (17)
Skuteénég, funkce
y(@) = y2(=) y1(a) — 1(x) a(a)
je FeSenim rovnice (4) pro piisludné i. Protoze kromé toho je pro ni
y(a) = y'(a) = 0, pak na zikladé jednoznacnosti feSeni diferencialni
rovnice rovnéz dostaneme (17).
4. Pro kaZdou vlastni hodnotu A existuji jenom dvé normované vlastni
funkce. Tyto funkce se od sebe lisi jenom znaménkem.
Vyplyva totiz z vlastnosti 1 a 3, Ze jsou-li y,(r) a y,(z) dvé vlastni
funkece, prislusné jedné a téze vlastni hodnoté 1, je
Ya() = ky,(2),
kde & + 0 je néktera konstanta. Z rovnosti

b b
[4pde = [yidz =1
Plyne, Ze je bk = 4 1.
Nyni dokazeme fadu elementdrnich, ale dileZitych vét.

Véta 1. Jsou-li A, a 2, dvé razné viastni hodnoty pro K a y,(x) a y,(x)
jim odpovidajici vlasini funkce, pak jsou lyto funkce y,(x) a y,(x)
orthogondlni, t. §. spliiuji rovnost

b

fyl.’lz dr = 0.
Vskutku je

L{y,) = Ay,

L(y,) = Ay,.

Nésobime-li obé strany prvni rovnice éinitelem y,(x) a druhé rovnice
&initelem y,(z), integrujeme-li v mezich od a do b a odeéteme-li od sebe
dosaZené vysledky, obdrzime

b b
f[(Dyl)?/z — (Lya)y ) dz = (4, — j-2)1‘!/1?12 dz = 0,
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a protoZe je A, + A,, mame tedy

b
fyy, dxz = 0.

Véta 2. Viechny viasini hodnoty K jsou rediné.})

Budiz 2 komplexni vlastni hodnota funkcionalu K, v kterém ovsem
pfedpokladdme, Ze funkce P a R jsou reilné, a budiz y(x) pFisluina
vlastni funkce. Oznadime-li 1 a %(z) velid¢iny s nimi konjugované,
pak z rovnice

Ly) = 2y

L(g) = 2,
t. j. A je rovné% vlastni hodnota funkcionalu K a § je odpovidajici

vlastni funkce. AvSak na zdkladg véty 1 pro A + 1 mame
b b
fyy d = fly?| dw = 0.

Posledn{ rovnost je mozna jenom tehdy, kdyZ je |y| identicky rovno
nule, coz je ve sporu s nadimi pfedpoklady. Je tedy 4 = 4, t. j. 1 je ¢&islo
redlné.

dostaneme

Véta 3. Je-li A viastni hodnotou K a y(x) pFisluénd normovand vlasini
funkce, je
K{y(x)] = 2.
Vskutku je
L(y) = 2y. (18)
Z toho podle formule (11) mame

b b
K(y) = [L{y)y dz = Afy* dz = 4.

Véta 4. Je-li y(x) vlastni funkce K a y,(x) k y(z) orthogondlni funkce,

je K(y, ) = 0.
Nésobime-li totiZ obé strany rovnosti (4) vyrazem y,, pak po inte-
graci podle rovnosti (9) dostaneme

b b
K (y,9) =afL(y)?/1dx=).!yy, dz = 0.

1) Véty 1 a 2 plati pro vBechny symetrické operatory.
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Hledejme nynf k¥ivku y = y(z), kterd naleZi ke t¥idé C, (nebo D,,
viz §6), a spliluje podminky (3) a (5) a ¢ini K(y) minimdlnim. Lze
dokazat, Ze vidycky existuje funkce y = y,(z) t¥idy C, ') davajici
integrilu K(y) minimum.?) Tato funkce musi vyhovovat Eulerové
rovnici (4) pro nékterou hodnotu parametru 4 = 4,. TudiZ pro rovnici
Sturm-Liouvilleovu vidycky existuje jak vlastni funkce y,(z), tak
i k ni pfisludnd vlastni hodnota. Podle véty 3 je

K(y,) = 4.
Avsak podle definice y,(x) 4, je minimum funkciondlu K za podminek
(3) a (5). Jiné vlastni hodnoty podle téie véty jsou také hodnoty funk-
ciondlu K (rtizné od minimélnich) pro nékteré funkce, vyhovujici
témZe podminkam (3) a (5).

A, je proto nejmensf z vlastnich hodnot. Tak jsme dosli k nasledujici
véte.

V&ta 5. Nejmendt z vlastnich hodnot je prdvé minimum funkciondlu K
za podminek (3) a (5).

V&ta 6. Je-lt A, nejmendi z vlastnich hodnot funkciondlu K, y,(z)
pFislusnd vlastni funkce, pak pro jakoukoli funkci y(x) tFidy C, nebo D;,
vyhovujict pobdteénim podminkdm (5), je splnéna nerovnost

b
K(y) = 4 [y* de, (19)
a
pfi EemZ znameni rovnosti plati jenom v tom pFipadé, kdyZ je y(x) =
b
= 4 ky,(x), kde k* = [y da.

b a
Je-li [y?dz = 1, pak je podle véty 5 K(y) > 4,. Necht je nyni
¢ b

b 2
fy? dx = m? £ 0; potom jef(% y) dz = 1, a proto
a

1 1
i K0 = K (L 9) 20

/) Funkee dévajicf minimum integrdlu K patii ke t#{d® C,. Vskutku, v kazdém bodé
lomu ¢ rovnost Weierstrassova-Erdmanova (§ 17) mé tvar R(e)y’(c — 0) = R(c)y’(c + 0).
Avdak je R(c) > 0, a tedy y’(c — 0) = y'(c + 0) = y’(¢).

2) Dukaz existence takové funkce Ize najit na pfiklad v nasi knize ,,Osnovy variacion-
nogo iséislenija‘*, sv. I, &. II, str. 255—260 nebo 386—394.
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b b
z &ehoZ plyne (19). Je-li nynf K(y) = 4, [y dz, pak klademe [y dz =

— k* a §(z) = - y(z). Potom je K(7) — 4, a tedy §(x) &inf funkecional
<y

K miniméalnim. Tedy tato funkce pat¥f ke t¥idé C, a je FeSenim rovnice
(4) pro A = A, a za podminek (3) a (5). Na zdkladé vlastnosti 4 je y(z) =
= £ yu(2), t. J. ylx) = & kyi(2).

§ 38. Extremalni theorie vlastnich hodnot.

Véta 5 uvadi extremalni definici nejmensi vlastni hodnoty. Jinymi
slovy, vlastni hodnota je minimum funkeciondlu K na kiivkach tiidy
Cy(D,) za podminek (3) a (5) a prislusnou vlastni funkei je funkce
tridy C,, pro niZz se tohoto minima dosahuje. Nyni dokiZeme, Ze lze
definovat zbyvajici vlastni hodnoty jako minima funkcionalu K
na kfivkach tiidy C, za nékterych dodateénych podminek, a prislusné
vlastni funkce jako ty funkce tiidy C,, pro néz toto minimum nastava.
Diikaz existence takovych funkei nebudeme opét provadét.

Véta 7. Viechny viastni hodnoty funkciondlu K mohou byt sestaveny
v rostouct nekoneCnou poslowpnost

<l <hh<..<l <A <...

Py tom, jestliZe Yy, Ya, Yss -+ vy Yn—1> Yns --- j& posloupnost prislusnych
normovanych vlastnich funkci, pak pro kaZdé n je vlastni hodnota 1,
rovna minimu funkciondlu K(y) za podminek

b b
fyrde=1, [yy;dz=0 (i=1,2,...,n—1),

y(a) = y(b) = 0,
a funkce y(x), realisujici toto minimum, je rovna y,.

Ustanovili jsme totiz v § 37, Ze minimum funkciondlu K za podminek
(3) a (5) je rovno nejmensi vlastni hodnoté 4,. Podminky (3) a (5)
mohou byt zfejmé vySetioviny jako zvlastni piipad podminek (20)
pro n = 1. TudiZ druha ¢éast nasi véty je spravna pro n = 1. Budeme
nyni predpoklidat, Ze jsme uréili vlastni hodnoty 1,, 2,, ..., 1,_, a jim
prisludné vlastni funkece ¥y, %5, .-, Yn_y, PHi Cemz 4, < A, < ... < Ay,

(20)
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a %e neexistujo jiZ Zidnd jind vlastni hodnota, leZici mezi 4, a 4, _,.
Potom dokézeme, Ze minimum funkciondlu K za podminek (20) je
vlastni hodnota nasledujici pfimo za 4,,_., a Ze funkce davajici minimum
je piisludna vlastni funkce.

Na zakladé vysledkd kap. V funkce y(x), realisujici minimum
funkcionilu K za podminek (20), musi byt nepodminénou extremalou

funkcionilu
n—1

b
[[(Ry'* + Py?) — py* — > 2vy,y] dz,

=1
kde z a 2y, jsou Lagra.ngeovy' multiplikatory. Euler-Lagrangeova
rovnice dava
n—1
L{y) = py + dvy.. (21)
i=1
Nésobime-li obé strany rovnice (21) ¢initelem y; a integrujeme-li
v mezich od a do b, dostaneme potom tuto rovnost:
b b b b
JL(yyy; dz = pfyy; dz + »,[y; dz + S [y, dx. (22)
a a a iF] a
Protoze podle véty 1

b
[Lty)y; dz = K(y, y;) = 0

a téz podle véty 1
b
Jyy;dz =10 pro i +j,

nalezneme pak na zakladé podminek véty z rovnosti (22) vztah
‘V, == O.

Rovnice (21) se tedy stane rovnici Sturm-Liouvilleovou, funkce
y(x) realisujici minimum za podminek (20) je vlastni funkce a ¢initel x
je piisludnd vlastni hodnota, kterd je podle véty 3 rovna velikosti
hledaného podminéného minima:

K(y) = p.
DokéaZeme, Ze u je vlastni hodnota, kterid bezprostfedné nésleduje
podle velikosti za hodnotami A, 4, ..., 4,_,. Pfedpoklidejme totiz

221



naopak, Ze existuje je§té vlastni hodnota A funkciondlu K mensi nez u
a riznd od A, 4, ..., A,-;. BudiZ y(z) piisludnd vlastni normovana
funkce. Potom je

b b
fyrdz =1, [yy;dz=0 (1 =1,2,...,n—1)

* ¥@) = (b) = 0.

Funkee y(z) je tedy jedna z p¥pustnych funkei na3i isoperimetrické
tlohy a je proni 2 = K(y) < up = K(y), coZ je ve sporu s definici y(x)
jakozto funkce, realisujici nade podminéné minimum. S druhé strany u
nemiize byt rovno ani jednomu z ¢&isel 4, 4,, ..., A4,,, nebot kdyby
bylou =12;(¢t=1,2,...,n— 1), pak by z vlastnosti 4 str. 217 vyply-
valo, Ze y(z) = 4 y;(x), a z podminek (20), Ze

b b
Jyyide = £+ [y2dz =0,
a a

coZ je nemozné. Je tudiz 4 > 1,_, a pfitom je u nejblizsi vlastni hod-
nota nasledujici za A,_,. Oznaéime ji znakem A,. Nechame-li nyni »
probihat postupné hodnoty 2, 3, ..., budou v8echna tvrzeni véty tiplné
dokézina.

Véta 8. Je-lt funkce y(x) tFidy C, (nebo D,) orthogondlni k prvnim
(n — 1) vlastnim funkcim a vyhovuje-li podminkdm (5), pak je pro ni

b
K(y) = in[y? dz, (23)
pFi éemZ znameni rovnosts plati jenom tehdy, kdy? je y(z) = + ky.(z),

b
kde k2 = [y? dx. Dikaz je zcela analogicky dikazu véty 6.
gicky

Y&ta 9. Vzrostou-li koeficienty P(z) a R(x) o kladné pfiristky 6P(x) a
O0R(x), pak n-td viastni hodnota A, vzroste (n = 1, 2, 3, ...).
b

Piejdéme totiz od funkciondlu K(y) = [[P(z)y® + R(z)y'?] dx
k funkciondlu ¢

b
K, = [P + éP)y* + (R + 6R)y'*] dz =

b
= K(y) + [(6Py* + ORy") dx;
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budiz y,(z) n-t4 vlastni funkce, odpovidajici ptivodnimu funkciondlu
K(y), a ¥y, = ya(x) + Oyn(z) funkce, odpovidajici zménénému funkeio-
b

nalu. P¥i tom zistane hodnota [y dz nezménéna (rovna 1) a je
a

df';/,”, dz = 2[1;;/,,6y,, dz = 0. (24)
a a
Variace 4, = K(y,) pii zméné funkciondlu se sklidd ze dvou &asti:
0 = Ky(¥a) — K(y) = [K1(¥n) — K1(ya)] + [K1(¥a) — K(y)]
1) z variace OK(y,, dy,) = 2 fb[Ry:.éy:. + Py,dy.] dz, vyplyvajici
ze zmény integrované funkce, ’
2) z vyrazu fb(ény, + 6Ry?) dz, vytvofeného zménou samotného
funkcionalu, t. ;

b ]
8, = 2[(Ry,8y, + Py.dy,) dz + [[(6P)y: + (6R)y,’] dx. (25)

Prvni integral ve vzorei (25) je roven nule, nebof podle vztahu Ly, =
= 1,%, a podle vztahu (24) je roven vyrazu

b b
2K(y, 0y) = [(Ly.)dy dz = Afy,dy, dz = 0.
Je tedy
b
61, = [[(6R)y. + (8P)ys] dz;

pro 0R(z) > 0 je dP(x) > 0, 81, > 0. Véta je dokazana.
Tedy vlastni hodnoty 4, neklesaji ani v tom pfipadé, kdyZ je 6P, (x)=
=0, 6R,(x) = 0.

Dasledek. Odhadneme shora i zdola vlastni hodnotu 4,, odpovidajici
funkcionalu

b
J[R(z)y* + P(z)y*] da.
Necht ¢, ¢, oznatuji minima a C, C, maxima funkei P(z) a R(z).
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VySetiime funkciondly
b b

f(cy? + ewy'?) dz, [(Cy? + Cyy'?) da.

a a
Budte A, a A, n-té vlastni hodnoty, odpovidajici témto funkcionalim-
Na zakladé predeslé véty je

Ay L2 < 2p
Z rovnosti (15) plyne:
,_ minc w1220,
}'ﬂ'— (b_a)2+c; )'n_(b___a)z +C’
z Gehoz
nnic n2n2C

Z formule (26) plyne (ponévadz je ¢, > 0), Ze pro n —  je i, - o0,
t. j. posloupnost tlastnich hodnot konverguje kladniymi hodnotami
k nekoneénu jako n* tedy jenom koneény pocet vlastnich hodnot
miZe byt zdporny.

Véta 10 (Courant). Viastni hodnota A,(b), n-td podle velikosti, je mono-
tonné klesajici funkce horni meze b.

V § 20 jsme odvodili formule pro diferencial dJ integrilu J, vzatého

podél extremaly pro (J -+ AK) za podminky, Ze integral K = const.
Necht 3°(x) je n-t4 vlastni funkce, odpovidajici n-té vlastni hodnoté
A2. Mame:
l: =K b[yZ]-
b
y? je extremala funkciondlu [K, — 221,], kde je I,(y) = [y*dz a
a
I,(4%) = 1. V koncovém bodé b mame:
Yalb) = 0, y,(b) * 0. (27)
Oznadime: H = Ry'? + Py* — Jy? potom
H—y'H, = — Ry'? + Pyt — 2292,
Pro kiivku y = yb(z) p¥i £ = b méme podle (27):
(H—y'H,,)» = — R(b)[ly'(b))* < 0.
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Pti prechodu od 32 k #'*% vazrostou soufadnice koncovych bodu
o piiristky:
dz, = da = 0, dy, = 0; dz, = db, dy, = 0,
proto
ar, = dK,(ys) = (H — y'H,)» db = — R(b)[y'(b)]* db.

Z toho plyne, Ze A2 pro rostouci b klesi. Analogicky se dokazuje,
%e vlastni hodnoty, vysetfované jako funkce dolni meze a, jsou funk-
cemi rostoucimi. Jestlize b konverguje klesajicimi hodnotami k a, pak
A.(b) roste. Z formule (26) plyne trochu vice, a to:

An(b) — oo pro b — a. (28)

§ 39. Zavislost vlastni hodnoty na integradénich mezich.
Oscilaéni véta.

Budeme nyni pfedpokladat, Ze hornf mez ve vzorcich (1), (3) a (5)
je proménna. Abychom to zduraznili, napi§me u znaku K jakoZto
index pismeno b:

b
Ky = [ (Py* + Ry™) dz. (1)

a

Pokud vlastni hodnoty 4,, 2,, 4,, ... zavisi na téZe mezi b, budeme
je oznadovat takto:
A4(b), A5(b), Ag(b), ...
Vé&ta Il (oscilaéni). Viastni funkce y,(x), odpovidajici vlastni hodnoté
Aa(b), n-té podle velikosti, se anuluje wvnitf intervalu (a, b) (n — 1)-krdt.
Dikaz je zaloZen na této vété:

Pomocnd véta. Je-li z,(x) netrividini fefeni rovnice
L(z) = vz (29)

(v je konstanta), vyhovujici podmince z,(a) = 0, pak nulové body funkce
2,, t. j. kofeny rovnice z,(c) = 0, vél¥i net a, jsou prdvé kofeny rovnic
Ase) = ». .

Budiz pro ¢ > a z,(c) = 0. ProtoZze mimo to z,(a) =0 a jeito
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z,(x) je netrividlnim feSenim rovnice (29), je z,(z) vlastni funkce pro K,
a Cislo » je jedna z vlastnich hodnot: v = A;(c).
Necht je obricené pro nékteré prirozené 1

Aic) = ».

Jednou z vlastnich hodnot funkcionilu K, je hodnota v, jiz odpovida
vlastni funkece z,(x) vyhovujici rovnici (27) a poditeénim podminkam
danym vztahy z,(a) = 0, z,(¢) = 0. ProtoZe dvé netrividlni Fefeni
linearni diferencidlni rovnice (27) druhého fidu, kterd jsou soucasné
rovna nule pro = a, se li§f jenom o konstantu raznou od nuly, maji
tato feSeni spoleéné kofeny. Je proto z,(c) = 0. Pomocna véta je do-
kazina.

Vratme se nyni k na8i vété. Budiz A,(b) = ». Znakem ¢, budeme
oznacovat bod uvnitf intervalu (a, b), pro ktery je 4,(c;) = v (jestlize
takovy bod existuje). DokaZeme, Ze existuje pravé (n — 1) takovych
bodi.

Vskutku, protoze 1,(£) je funkce monotonné klesajici, je 1,(£) >
> A,(b) = v proa < £ < b a tim spiSe pro k > n, 1,(£) > 4,(£) > ».

Tedy pro k = n uvnitt intervalu (a, ) neexistuji body ¢,.

Obracensé, je-li 1 <1< n—1, pak je 1,(b) < A,(b) = »; soudasné
pro £ — b je 1,(§) > + oo (viz formule (26)). Pro & dostateéné blizké
k b je 2,(£) > ». Funkce 2,(£) pfejde uvnitf intervalu (a, b) od hodnot
vétsich nez » k hodnotdm mensim nez ». Existuje takové ¢;, a < ¢, <
< b, Ze je Ai(c;) = v. Existuje tedy pravé (n-— 1) ¢isel ¢; pro ¢ =

=1,2,...,n VSechna jsou od sebe razna, nebot je-li j > %, pak je
Ai(ee) > Ai(c;) = v, a tedy ¢, + c;.
Podle pomocné véty téchto (n— 1) é&isel ¢y, ¢y, ..., Co—, & jenom

téchto (n — 1) ¢isel je nulovymi body funkce y,(z) = 2,(x) uvnitf
intervalu (a, b). Oscilaéni véta je tim dokazina.

§ 40. VySetifovani druhé variace.
V § 11 jsme objasnili, Ze pro extremélu ¥y = y(x) funkcionalu

b
Jy) = [F(z,y,y') dx
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piirtstek funkcionalu
Jy + 7)) —J@)

a% na veli¢inu nekoneéné malou druhého fadu ve srovnéni s r(y, y + %)
je roven druhé variaci

b
887 = [(Pn* + Ry dz = K(y),

kde je
d
R = F,,',,', P = Fw - CE:-F‘II"II"
Budeme pfedpokladat, ze podél extremaly je vyhovéno zesilené
Legendreové podmince
FII'1I' = R > 0.

K vySetfovani druhé variace dokidZeme predbézné nékolik dalsich
vlastnosti funkciondlu K(#).

Rekneme, Ze tento funkcionil je positivné definitni nebo prostd
kladny, kdy% pro jakoukoli funkeci 7(z) == 0 tf¥idy C, (nebo D,), vyhovu-
jici podminkam 7(a) = #(b) = 0, je K(n) > 0.

Véta 12. K tomu, aby funkciondl K, (n) byl kladny, je nutné a staét,
aby jeho nejmendi vlastni hodnota byla kladnd

A(b) > 0.

Nutnost této podminky vyplyvd z toho, Ze vlastni hodnota A,
je hodnotou funkcionalu K pro pfislu§nou vlastni funkei. Z nerovnosti .
(19) vyplyva, Ze podminka je postaéujici.

V&ta 13. Pro ka#dy Fkladny funkciondl K, existuji takové kladné
konstanty d, a d,, Ze pro vdechny funkce tfidy C, (nebo D,), vyhovujict
podminkdm n(a) = 7n(b) = 0, plati vztahy:

b
Ky(n) g 2d1f712 dz, (30)
b
Ky(n) = 2d,[7n" dz, (30%)
b b
Kyn) = dlf’lz dz + dzf’]'2 dz. (31)
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Nerovnost (31) je dusledkem dvou pfedchédzejicich nerovnosti.
(30) plyne z (19) a z véty 12: 2d, = 4,(b).
Dokézeme nerovnost (30'). Mame

b b
Kyn) = cfn?dx 4 ¢, [n? dx, (32)
kde ¢ a ¢, (¢c; > 0) jsou minima funkeci P(z) a R(x) v intervalu [a, b].
Je-li ¢ = 0, pak staéi poloZit 2d, = ¢,. Budiz ¢ = —¢,, ¢; > 0. Vy-
Setfime oba mozZné piipady:

b b

1) szﬂz dz < %fﬂ'z dz; potom z (32) plyne
a

b
Kol) 2 2 f n'? da. (33)

b b
2) ¢, f ntdz > % f 7'? dx; potom z (30) dostaneme

b 3
Ks(n) = Ay(b) f ot do 2 900 f y'* da. (34)
a ) a
PoloZime-li 2d, rovno mendimu z &isel % a 9%, dostaneme ja-
2

ko vysledek z (33) a (34) vztah (30").

Souvislost s theorii Jacobiovy rovnice. Jacobiova rovnice (2) je
zvlastnim piipadem rovnice Sturm-Liouvilleovy pro 2 = 0. Oznaéime
jako v predeslych kapitolach znakem A(a, z) netrivialni FeSeni Jaco-
biovy rovnice, pro které

A(@,a) =0, A.a,a)=1.

Viechna netriviadlni Fefeni Jacobiovy rovnice, kterd jsou rovna nule
pPro z = a, se dostanou z A4(a, z), ndsobime-li je konstantou riznou
od nuly.

Hodnotami konjugovanymi s a budeme nazyvat kofeny rovnice
4(a, x) = 0 rizné od a.
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V&ta 14. Polet zdpornyjch vlastnich hodnot A,(b) funkciondlu K, je roven
poltu hodnot konjugovanych s a a leZicich uvnitf intervalu (a, b). .

Polet nekladnyjch viastnich hodnot K, je roven poltu hodnot, konjugo-
vangch 8 a v intervalu-(a, b] zprava uzavieném.

Podle definice konjugovanych hodnot a podle pomocné véty na
str. 225 jsou hodnoty konjugované s a vétsi nez ¢ kofeny rovnic
ME=00=123,..).

Kazdé kon]ugovane hodnote ¢, a<<c<b, 0dpov1da index ¢, pro
néjz A,(c) = 0. Vzhledem k monotonnimu poklesu funkce 1,(£) je
A:(b) < 0, t. j. kazdé hodnoté konjugované s a uvniti intervalu (a, b)
odpovida zapornd vlastni hodnota 4,(b).

Obrécend kazdé zaporné vlastni hodnoté A,(b) odpovidd. uvnit¥
intervalu (a, b) bod ¢, pro ktery 4,(c}) = 0 (jeZto pii konvergenci £ k a
zméni se 1;(£) ze zdporné hodnoty na kladnou, pfi ¢em? konverguje
k + o0); podle naii pomocné véty je ¢ hodnota konjugovani s a.

Tim je prvni éast véty dokazana.

K dikazu druhé &dsti pfipomeneme jesté podle téZe pomocné vety,
ze nulové vlastni hodnoté 1,(b) = 0 (jestlize takova existuje) odpovida
konjugovana hodnota ¢ = b, ktera souhlasi s koncovym bodem naseho
intervalu. Obréacené, je-li b hodnota konjugovana s a, pak existuje
vlastni hodnota A.(b) = 0 (podle téZe pomocné véty); je tedy véta
dokazana.

Z toho vyplyva:

Yé&ta 14'. K tcmu, aby vdechny vlastni hodnoty byly nezdporné, je nutné
a stalt, aby interval (a, b) neobsahoval hodnoty konjugované s a. {

K tomu, aby vechny viastni hodnoty byly kladné, je nutné a staét, aby
interval (a, b zprava uzavieny neobsahoval hodnoty konjugované s a.

Z druhé éasti véty a z nerovnosti (19) plyne déle:

Véta 15. K tomu, aby K, byl kladnym funkciondlem, je nutné a stadi,
aby zprava uzavieny interval (a, b] neobsahoval hodnoty konjugované s a.

Postacujici podminka Jacobiova. Véta 15 je ekvivalentni postacdujici
Jacobiové podmince pro minimum funkciondlu v nejjednodusi tloze
(viz § 35).

Predpoklidejme totiz, Ze podél extremily y = y,(z), a < = < b,
je F,, = R > 0, a déle, Ze je podél ni vyhovéno Jacobiové podmince

229



— Ze totiZ neexistuji hodnoty konjugované s @ v intervalu [a, b]. Podle
véty 15 je druhd variace

6%J = Ky(n) = fb (Pn* + Ry'*) dz
kladnym funkciondlem proménné 7, t. j. (véta 13)
0°J = Ky() Zafb(dm2 + dyn'?) dz. (35)
Porovname-li nerovnost (35) s rovnosti (15°) § 11, dostaneme
Jly +7)—J) =
= 87+ Jlea® + e do 2 [l + et + G+ e d

Zde ¢, i £, konverguji stejnomérné k nule spolu s r(y, ¥ + 7). Pro
dostateéné malé r(y, ¥y + 7) stanou se koeficienty u %’ a % kladnymi
a dostaneme

Jy+n)—J@y = 0.

Jesté jednoduseji se dokaze nutnid podminka Jacobiova (viz § 29).
Necht uvnitf intervalu (a, b) existuje hodnota konjugovana s a. Potom
podle véty 14’ existuji zaporné vlastni hodnoty pro druhou variaci
0%J = K,(n). Jinymi slovy, druha variace mize nabyvat i zdpornych
hodnot. Av8ak v takovém pfipadé vibec nemame pifipad minima.

Klasifikace extremdl. Morse navrhl klasifikovat extremaly podle
poétu zapornych vlastnich hodnot jejich druhé variace.

Omezime se na oblouky extremal, u nichZ neni koncovy bod konju-
govan s bodem poditeénim (t. j. u nichz ma druhd variace vlastni
hodnoty ruzné od nuly). Extremilu budeme nazyvat exiremdlou
k-tého fddu, jestliZe druhd variace obsahuje pravé k zapornych
vlastnich hodnot. Podle véty 14 je to ekvivalentni s podminkou, aby
oblouk extremaly obsahoval pravé k bodu konjugovanych s pocatkem.
Extremalami nultého fddu jsou extremadly realisujici minimum.

Pfiklad. Vedme dv&ma body A a B na povrchu koule, které neleZi na koneci
prameéru, hlavni kruZnici g. Body 4 a B ji rozd$li na oblouky ACB a ADB.
Mensi z t&chto oblouktt ACB je extremélou nultého fddu pro funkeional vyjadfu-
jici délku oblouku na kouli, vét8i A DB je extremdélou prvniho fadu.
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§ 41. Steklovova véta o uplnosti systému orthonormovanych
funkei.

Budeme vysetfovat orthonormdini soustavu z,(z), t. j. soustavu,
pro niz

b 1 pro i =34,
&fz,z,- dz = {0 pro i + j. (38)
Z (36) plyne rovnost
b n n
[ az,)?dz = Yal (37)
a i=1 i=1

Fourierovymi koeficienty pro funkei y(x) vzhledem k posloupnosti
{2,} se nazyvaji Cisla

b
¢; = [yz,dx.
a

@ n
Rada >c,z,(x) se nazyvé Fourierovou fadow pro funkei y(z) a > cz,(x)
i=1 =1
édsteénym soultem této fady. Oznatéime znakem R, (z) rozdil

y(x) — Dezi(z) = R, ();
i=1
potomjeproj=1,2,...,n
b b n
Rz, dz = [(y — Dcizy)zsdx =¢;—¢; = 0,
a a i=1

t. j. R, (z) je orthogonalni ke véem funkeim

21(1?), zz(x): ey zn(x)'

Proto z (36) najdeme
b b n n b
fyrdz = [(Qeczi+ R dz = D¢t + [Rd=.
a a i=1 t=1 a
Z toho plyne, Ze je

> < [yrda (38)
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@
pro jakékoli n. To znamend, %e fada > ¢} konverguje, pfi dem?
i1

@ b
> < [y de. (38)
i=1 a

To je tak zvanad Parcevalova nerovnost.
Jestlize Parcevalova nerovnost pro libovolnou funkei y(x) tfidy C,
se zméni v rovnost,?) pak fikame, Ze systém z,(z) je #%plnym ortho-
b
normalnim systémem. V tomto pf'ipadé je f R: dx — 0, t. j. Castedny

n—w

souc¢et Fourierovy fady funkce y(x Zc z.(x) konverguje podle stfedu
k y(z).

A. M. Ljapunov prvii dokizal Parcevalovu rovnost pro soustavu
trigonometrickych funkei.

Pro systém vlastnich funkei rovnice Sturm-Liouvilleovy plati
nasledujici duilezitd véta o tuplnosti, zahrnujici jako zvlastni pfipad
vétu Ljapunovou.

Véta 16 (V. A. Steklov). Posloupnost normovanyjch vlasinich funkct
rovnice Sturm-Liouvilleovy tvori dplnou orthonormdlni soustavu.

b
Méjme totiZz funkciondl K(y) = [(Py* 4+ Ry’?) dz. VySetiujme jeho

prvnich n vlastnich funkei y,(2), ¥,(z), ..., ¥.(z) a libovolnou funkei
y(z) tiidy C,. Zachovame-li pfedchézejici oznadeni, (y = dc;y; + R,)
(viz (8')), mame

K@) = K(Se + Ra) = K(R) + SR () +

i=1

Jf"- 2ZCfK(?/., n 226109 yb yi
i=1 i+

Avialk podle véty 3 § 37 je K(y;) = 4,. Déle (véta 4 téhoZ paragrafu) je
K(y:;, R,) = 0, K(y;, ;) =0 pro j £ ¢ -

(nebof y; je orthogondlni k y, pro j + i, zbytek R, je orthogonaln{
ke viem y;,72 = 1, 2, ..., »).

3) V tomto piipadd se zméni v rovnost i pro viechny funkce s integrovatelnymi
&tverci.
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Je tedy "
K(y) = 2Ac; + K(R,). (39)
i=1

Protoze R,(z) je orthogondlni k y, (), y.(), .. ., ¥a(x), jepodle formule (23)
b
K(Rn) g }‘ﬂ+1f'R12l dz. (40)

Cisla 1, > + 0, a proto, poéinaje od nékterého indexu, jsou viechna

n
kladna. Rada >A,c? potinaje s nékterého mista, miZe jenom rist
a vyraz =1

K(R,) = K(y) — 2heh, (41)

pocinaje nékterym mistem, miize jenom klesat.
Z (40), (41) plyne nerovnost

b n
JRyda < 1 [K(y) —ig{‘lic?]. (42)

ln+l
Protoze vyraz (41) neroste a A,., konvérguje k + oo, je
b
lim (R} dz =0,
n—wx a
a tim je Steklovova véta dokazana.

Steklovova véta plati i pfi pfechodu od vahy 1 k libovolné kladné
vaze o(x).

§ 42. Souvislost s integralnimi rovnicemi.

Inversni operitor. VySetiujme operator Sturm-Liouvilleiv:
Ly(z) = [R(z)y'(z}]" + P(z) . y(x),

definovany ne soustavd funkei {y(z)} tfidy C,, vyhovujicich krajovym pod-
minkdm

y(a) = y(b) = 0. (43)

Budeme piedpokladat, Ze b neni bodem konjugovanym s a. Inversni operdtor
L~1 je definovédn vztahem

L-[Ly(=)] = y(x)- (44)
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Budeme hledat inversni operadtor L-! k diferencidlnimu operdtoru L mezi
integrilnimi operdtory se spojitym jddrem K(z, )
’ b
L~2(z) = [K(=, 9) z(s) ds. (45)
a

Potom lze rovnici zapsat ve tvaru

b
JK(z, 5)Ly(s) ds =
b
= [K(z, s){[R(s)y’(8)], + P(8)y(s)} ds = y(z). (48)

Rovnost (468) musi platit pro vSechny funkce z {y(z))}.

Na vyraz stojici za integraénim znamenim uZijme transformac{ Lagrangeovy
a Du Bois-Reymondovy.

Tak integraci po ¢istech dostaneme:
b
JK(=z, 8)[R(s)y’(s)], ds =
a

b
= [K(z, 9)R(s)y'()13=8 — [K,(=z, 8)R(a)y’(s) da.
. a

Predpoklddédme-li, Ze K(z, 8) vyhovuje krajovym podminkédm, analogickym
podininkém (43):

K(z,a) = K(z, b) = 0, (43
pak

b b

afK(x, 8)[R(s)y’(8)], ds = —afK;(x, 8)R(s)y’(s) ds.

8
Déle pfi oznadeni Ulz, 8) = fK;(a:, t)P(t) de, t. j. U;(a:, 8) = K(z, 8)P(s),
a
méame (vzhledem k podmince (43%)):

b b b
[K(z, 8)P(s)y(s) ds = [U,(x, 8)y(s) ds = — [U(z, s)y’(s) ds.
a a a

Nakonec muZerne napsat

y(@) = [y'(s) ds = [T(z, 8)y’(s) ds,
kde je
Jl proa S8 <z,

T(z, 8) =
[0 pro z <s < b.
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Po provedenych transformacich nabude rovnice (46) tvaru
b
J[R(8)K’(z, 8) + U(z, 8) + T(z, 8)ly’(s) ds = O. (47)
a
Tato rovnice je spln&na pro libovolnou funkei y(z) z {y(z)}. Podle vty Du Bois-
Reymondovy je:
R(s)K'(z, 8) + U(z, 8) + T'(z, 8) = C = const
neboli podle definice T'(z, s):
R(8)K'(z,8) + Ulx,8) + 1 =C proa < s <z, (48)
R(8)K'(x, 8) + Uz, 8) = C pro z < a8 < b.

Na intervalu ¢ < z < s U(z, 8) je diferencovatelnd podle s, Us(z, 8) = P(s).
. K(z, 8), coZ znamené, Ze i R(s)K’(z, ) je diferencovatelnd podle s, pii dem

(R(s)K'(z, 8)] + P(x)K(z, 8) = 0,

t. j. K(z, 8), funkce K vyhovuje pro a < z < s Jacobiova rovnici; pti tom (viz
{43%)) je K(x, a) = 0; z toho

K(z,8) =c¢,4(a,8) proa < s < z. (49)

Analogicky v intervalu # < 8 £ b K(z, 8) vyhovuje Jacobiové rovniei; pfi
tom je K(z, b) = 0; z toho

K(z, 8) = cy4(b, s) pro = < 8 £b. (49’)
Podle piedpokladu je K(z, 8) spojitou funkef v 8 a proto v bod® 2 = x méme
K(z,8 —0) = K(z,3 + 0). (50)
Z (50) plyne (vzhledem ke spojitosti R(s) & T'(z, 8) v 8):
R(z)K'(z,z—0) + Uz, z) + 1 = C,

R(x)K'(z, z + 0) + Ulz, =) = C,
z C¢ehoZ
’ ’ 1
Kz, z + 0) — K)(z, 2 — 0) = T (561)

Tedy funkce K(z, 8) jakoito funkce promé&nné s vyhovuje rovnici Jacobiové
v intervalu (a, z) a (r, b) pfi poditeénich podminkéch (43') a v bod8 s =z

1
méa jeji derivace skok rovny F-Eﬂ
z

Protofe podle pfedpokladu nenf b hodnote konjugovand s a, jsou d(a, s)
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a A(b, s) dvd nezdvislé feSeni rovnice Jacobiovy a odpovidajici Wronského
determinant:
W(s) = d(a, 8)4,(b, s) — A(b, 8)4,(a, )

neni nikde roven nule v intervalu (a, b). Snadno vyéislime W(s); vyhovuje
rovnici

R'(s)

R(s)

W(s) = — Wis),

z &eho
(IgW(s) + 1gR(8))’ = 0 a W(s)R(8) = ¢ = const,
ha'pi"ikla.d W(s)B(s) = W(b)R(b). ProtoZe ale A(b, b) = 0, A;(b.b) = 1, pak je
W(b) = A(a, b), z éehoZ
W(s)R(s) = R(b)A4’(a, b).
Podle (50) a (51) napiSeme rovnosti (49) a (49”) ve tvaru

1
¢, 4(b, af) —c,4(a, =) = 0, cy4°(b, ) — ¢, A'(a, x) = —Ra

Re3ime-li tyto rovnice vzhledem k ¢, a ¢,, dostaneme:
A(b, z) A(b, z)

T Ra)W(@) R@®)4@b),’

51

A(a, z) 4(a, x)

“ = Rae)W) _ RO) d@ b)

Je tedy
Rb)d@, b PeesTse
l Ala, ) A(b, )
R(b)A(a, b)
Jddro K(z, 3) se nazyvé Greenovou funkct pro rovnici Ly = 0 za krajovych
podminek (43’). Lze se snadno pfesv&ddit, Ze je symetrické:
K(z, 3s) = K(s, z).

Pfiklad. Pro rovnici ¥ =0 R =1, d{@z)=z—a, Ab,z)=zxz—b,
4(a, b) = b — a, a proto

] A(b, z)A(a, 8)

Kz, s) = (62)

pro s Sz X b.

(b —z)(s —2)

proa Sz s,
b—a
K(z, 8) =
(z_———bal(ba;a) pro s <z < b.
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JestliZe y(z) je vlastni funkce operdtoru L ze podminek (43):
Ly(r) = Ay(=),
pak, aplikujeme-li na ob® ¢ésti operdtor L—*, dostaneme

y(@) = AL 'y(x) = 4 f K(z, 8)y(s) ds.

y(z) je vlastni funkce a &islo 4 je charakteristické éislo jadra K(z, s).

VySetfovani rovnice Sturm-Liouvilleovy muZe byt pfevedeno na vysSetiovani
integralnich rovnic 8 jdédrem rovnym Greenovs funkeci. Uplné theorie rovnic
typu Sturm-Liouvilleova s jejich zobecnénim na pifipad rovnic vyssich ¥add
na zdklads theorie jedné t¥idy integralnich rovnic je uvedena v pracich sovétského
matematike M. G. Krejna.
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