Kurs varia¢niho poctu

Ulohy na minimum maxim

In: Michail Aleksejevi¢ Lavrent’ev (author); Lazar Aronovi¢ Ljusternik (author);
Karel Winkelbauer (translator): Kurs varia¢niho poc¢tu. (Czech). Praha:
Pfirodovédecké vydavatelstvi, 1952. pp. 238-255.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402796

Terms of use:

© Prirodovédecké vydavatelstvi

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402796
http://dml.cz

KAPITOLA X.

ULOHY NA MINIMUM MAXIM

§ 43. Formulace tloh.

Dosud jsme vyhledavali maxima nebo minima funkei a funkcionald.
P. L. Ceby3ev po prvé podal vysetfovat extremalni tilohy obecn&jsiho
charakteru, tlohy na ,,minimum maxim‘ (viz § 44) nebo, jak se dnes
nazyvaji, dlohy na ,,minimax‘. Studium obecnych tloh na minimaxy
bylo podstatné rozvinuto v poslednim desetileti hlavné v pracich
sovétskych matematikt (viz sbornik ,,Matematika v SSSR za XV let<
a ,Matematika v SSSR za XXX let*).

Budiz dana funkce f nékolika proménnych. PovaZujeme nékteré

z téchto proménnych za pevné (nazveme je proménnymiskupiny 4)
a najdeme maximum f jako funkeci ostatnich proménnych (proménnych
skupiny B). Toto maximum, které oznaéime znakem C, zavisi na volbé
pevné vzatych proménnych skupiny 4. Budeme nyni hledat minimum
C jako funkce proménnych

_ skupiny 4 (misto o maximu

Y _— nebo minimu budeme jindy

A mluvit o horni a dolni hra-
‘g

nici).

N~
Uvedeme nejjednodussi
piiklady podobnych dloh.

A

Pfiklad 1. VysSetfujme kon-
vexni rovinnou oblast G. Sou-
stava vSech selen, spojujicich
dva body hranice, zavisi na

x dvou parametrech — na thlu,

0 ktery svird seina s osou  a na

Obr. 33. priklad na parametru y pofad-
nice stfedu secny.

Mezi viemi vzéjemnd rovnob&¥nymi senami (odpovidajicimi pevnému dhlu o
8 osou z) najdeme tu, pro niZ délka ! je nejvétsi (maximum I podle y). Pak zvolime
ten thel a, pro ktery pfisluiné maximélni te¢na nabyvé nejmensi z moZnych
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hodnot !, (minimum podle «}):
l, = min maxl.
« ¥
Cislo 1, se nazyva Sifkou konvexntho obrazce G. Je-li @ elipsa, pak je I, pravé
délke men3i osy elipsy (obr. 33).

PFiklad 2. VySetiujme soustavu pruméra elipsoidu prochézejicich jeho stie-
dem. KaZ%(y centrilni rovinny fez elipsoidu je elipsa; nejv&t3f centralni seéna
takového elipsoidu je jeho velké osa. Minimélni z vel-
kych os pro vSechny elipsy centralnich praseku elip-
soidu je jeho stfedni osa.

Lze vySetfovat tulohy na minimax nejenom pro
funkce o konedném podtu prom&nnych, nybrZ také
pro funkcionély.

Pfiklad 3. BudiZ M bod uvnitf kruhu razny od stfedu
(obr. 34). Nejkrat3i z éar, spojujicich M s pevnym bo-

dem A kruZnice, je usedka MA. Nejdelsi z t¥chto A
usedek je tvsetka MB pruméru (obsahujici stfed Obr. 34.
kruhu).

Analogicky, budiZ dén bod M a kiivka I Minimum hodnot funkeiondlu
J = fF(:c, ¥, ¥') dz mezi vdemi kiivkami, spojujicimi bod M s pevnym bodem C
ktivky I, je extremala AC. Maxima hodnot J na obloucich extremél AC pro
proménny bod C, klouzajicf po I', se dosihne na extrerndle transversalni ke I'.

Pfiklad 4. Budte g a ¢, dvé rovinné kiivky dané v parametrickém tvaru
rovnicemi

T = xy(t), & T = x,(¢),

i

¥y =%l y=uyl)

VySetfujme maximum ¢ vyrazu V[‘ﬁ(‘) — () + [wa(t) — wo(0)12 t. ).
maximum vzddlenosti mezi body na q a g;, odpovidajicimi jedné a téZe hodnotd
parametru ¢. Cislo ¢ zévisi na volb8 parametrického vyjadieni kfivek g a g;.
Infimum takovych maxim vzhledem ke vSem moZnym parametrickym vyjadie-
nim kfivek ¢ a ¢, se nazyva vzdalenost nultého fadu kfivek ¢ a g,. Analogicky
se definuje vzdélenost prvniho a obecn& n-tého fddu t&chto kiivek. Na str. 42
jsme definovali e-okoli nultého tddu dané kiivky. Skladé se ze vSech ktivek,
jejichz vzdalenost nultého fddu nepfevysuje &.

§ 44. Nejlepsi polynomialni aproximace podle Cebyseva.

P. L. Cebysev studoval nasledujici tlohu. BudiZ dina v intervalu
[a, b] funkce f(x). Aprozimaci funkce f(x) polynomem P, (x) n-tého
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stupné se nazyvd maximum absolutni hodnoty rozdilu |f(x) — P,(x)]
v intervalu [e, b] (t. j. podle na8i terminologie vzdalenost nultého
fadu f(z) a P,(z)). Existuje takovy mnohodlen n-tého stupné P,(x) =
= €gZ" + ¢, z*-1 4+ ... + ¢, (t. j. existuji takové jeho koeficienty c,,
€y, .-+ C,), Pro néjZ tato aproximace nabyvd nejmendi z moznych
hodnot. Tato nejmensi hodnota se nazyva nejlepsi aproximaci funkce
f(z) polynomy P,(z) a ptslusny mnohodlen PP(x) je mnohollenem
nejlepsi aproximace pro f(x). Nejlepsi aproximace funkce f(x) polynomy
n-tého stupné (v daném intervalu) se oznacuje £, f:
E,f = min max|f(z) — (ce2® + c;2"~1 + ... + ¢,)|-

Budiz E,f = h; pfedpokliddejme, Ze existuje polynom nejlepsi

aproximace, oznaéme jej
PO(x) = ¢V2r + -1 L+ el
Mime:
max|f(z) — PO@)| = h.
Uvedeme nékolik dilezitych Cebysevovych vat.

Véta I. Existuje systém (n + 2) Eisel 4, 2y, ..., Zpyq, kde a < 25 <
< < oo < Tpoy b, pro néE rozdil f(z) — PN(x) nabivd stFidavé
hodnot -+ h.

Dikaz této véty je zaloZen na dvou pomocnych vétich, které nyni
uvedeme. )

Viechny body tsedky [a, b], v nichz je

|f — PP = b,
se rozpadnou na dvé skupiny:

1) na body, pro které je f— P = &; budeme je nazyvat (+)-
body; "

2) na body, pro které je f— P’ = —h; budeme je nazyvat
(—)-body.

Usedku, obsahujici (4)-body a neobsahujici (—)-body, budeme
nazyvat (-+)-Gsedkou; analogicky se definuje (—)-tisecka. Sym-
boly (—1)* - bod, (—I1)* - usetka oznadéuji (4 )-bod nebo (—)-bod,
(4 )-tsedku nebo (—)-usedku, a to v zavislosti na znameni (— 1)
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Pomocnd véta 1. Uscékeu [a, b] lze rozdélit na posloupnost st¥idajicich se
(+) a (—)-useCek [a, &], [£1, &al, - [k &)y [Ers D), Kde & (2 =
=1,2,..., k) jsou nulové body funkce f — P\,

Dikaz. Protofe spojitd funkce |f(x) — P{®(z) dosahuje svého
maxima rovného k, pak tsedka [a, b] obsahuje (-+) nebo (—)-body.
Jestlize tato Gsecka obsahuje jenom (4 ) nebo jenom (—)-body, pak
je sama (+) nebo (—)-tise¢kou a pomocna véta je tak dokazana.

Necht nyni tdseéka [a, b] obsahuje jak (4 ), tak (—)-body. Oznadime
Z, bod lezici nejdale nalevo ze viech (+) a (—)-bodd (x, muie byt
rovno a). Pfedpokladejme pro uréitost, Ze x, je (+)-bodem (pfipad,
kdyz z, je (—)-bodem, se rozebere podobng).

Oznatme nyni znakem =z, bod lezici nejdile nalevo z (—)-bodd.
Je ziejmé, ze a < z, < ¥, < b. Plipomerime, Ze jeito v (+) a (—)-
bodé rozdil (f — P{) nabyvé hodnot opaénych co do znaménka, pak
musf byt mezi témito body nulovy bod tohoto rozdilu.

Znakem £, oznadime ten nulovy bod funkce f— P!, ktery lezi
nejblize zleva k bodu =z, Jeito =z, je (+)-bod a =z, je (—)-bod,
pak mezi nimi musi existovat nulovy bod této funkce, a tedy nulovy
bod &,, ktery je zleva nejblize k z,, lezf mezi z, a x,; t.j. 2, < &, < z,.

Usetka [a, £,] je (4 )-dselka. Obsahuje totiz (+)-bod z, a ne-
obsahuje (—)-body, jeito nejdile lezici vlevo z (—)-bodi bod =z,
lezi napravo od &;: z, > £,.

Predpoklddejme, Ze jsme jiZ sestrojili posloupnost (— 1)*-bodda:
Ty < By << ooe <Xy < Xy < Tyyq < ... < X z; jo nejdale vlevo
lezici z (— 1)*-bodu, které jsou vpravo od z;_,. Mezi body x;_, a z,,
které maji opaéna znameni, lezi nulovy bod rozdilu f — P{). Oznadime
znakem &, bod, ktery leii nejbliZze zleva k z; a ktery je kofenem tohoto
rozdilu, t. j. x,_, < & < ;. Déile necht je z,,, nejdile nalevo lezici
z téch (— 1):+1-bodi, které lezi napravo od z,. Mezi z; a z,,, existuje
nulovy bod §;., rozdilu f — P, ktery lezi nejblize nalevo od z;,,;
ziejms je x; << &, < %y4q.

Uselka [&;, &, , 1] je (— 1)i-4setka. Vskutku tato iisetka obsahuje (— 1)i-
bod z;. Usedku [£;, &;.,] neobsahuje (— 1)!+1-body, t. j. body s opatnym
znamenim. TotiZ ten bod z téchto bodd, ktery je zprava nejblize bodu
z,, totiz bod z;,,, lezi napravo od této usecky: z;,; > &;,,. Dile mezi
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£, a z; nemiZe leZet (— 1)i+1-bod z’, ktery ma opa¢né znameni;
potom totiZ mezi 2’ a z; by musil byt nulovy bod & funkce f — P{?
a méli bychom ¢, < 2’ < &' < z;, zatim co &; je nulovym bodem této
funkce a lezi nejbliZe nalevo od bodu z,. Tedy uaseéka [£;, £;,,] ne-
obsahuje (— 1){+!-body. Dokdzali jsme, Ze tato usecka je (— 1)i-
usedkou.

Necht nyni pro konstruovany bod z, podle pfedepsaného pravidla
nelze konstruovat bod z,,,: pak neexistuji napravo od z, (— 1)¥+1-
body. Potom tiseéka [£,, b] je (— 1)*-tse¢kou. A tak sestrojime posloup-
nost Gsedek [a, &,], (&, &b, -+« [Eiy Eiv1lds -« -5 [Ey B], které jsou stiidavé
(+) a (—)-tseckami. Pomocna véta je dokazana.

Pomocnd véta 2. Cislo k v predchdzejici konstrukci neni mendi me%

n+ 1.
Budiz totiz £ < n. Potom

Qulx) = (— 1 (x— &)@ — &) ... (x— &)

je polynom stupné < n. @, je kladny pro viechny body vsech (+)-
usefek a zdporny pro vsechny body vSech (—)-tsedek, konstruova-
nych pfi dikazu piedeslé pomocné véty. Vskutku, jestlize z lezi
na (— 1)i-Gsedee (&;, £;.,), pak mezi Ciniteli (x — &), (x — &,), ...
.. (®—&;) je ¢ kladnych a k—+¢ zdpornych; znaménko polynomu
@.(z) je stejné se znaménkem (— 1)k (— 1)k-¢% = (—1)-¢= (—1).
Dile, jestlize x leZina (4 )-tseéce (a, &), pak @,(x) je kladné; jestlize x
lezi na, (— 1)*-Gsedee (£,,b), pak je znameni @, (x) rovno znameni (— 1)k,

Pro viechny body kazdé (4-)-asetky je f-—P® > —h, a pro
viechny body kazdé (—)-usedky je f— P < h. Existuje takové
kladné ¢islo ¢, Ze pro viechny body viech nasich (4 )-tiseéek

f@) — PP(x) > —h + ¢ (1)
a pro viechny body vSech (—)-usedek
f@) — PQ(x) S h—e. (1)

Dile zvolime tak malé kladné é&islo «, aby vsude na [a, b] byla
splnéna nerovnost

[6@a(@)| < }e. (2)
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Budeme vySetfovat rozdil f— [P 4 aQ,] = (f — PY)) — aQ,.
Tento rozdil (rovny nule v bodech &, &,, ..., &,) je pro vSechny body
vBech (4 )-tseek mensi nez k. Vskutku, tento rozdil dostaneme
odedtenim kladného éisla a@,(x) od f(x) — P®(x) < b (kromé bodi
£, kde je tento rozdil roven nule a proto mensi nez k). Na druhé
strané podle (1) a (2) je

f(z) — Po(@) — aQu(z) = (—h + &) —he = —h + 3¢ > —h.
Tedy ve viech bodech (4 )-tsecek je

|f() — (Pa() — aQa(@))] < k. (3)
Analogicky se dokazuje, Ze nerovnost (3) je splnéna i na viech (—)-

tsetkich. To znamena, Ze je tato nerovnost vidy splnéna na [a, b].
Avgak potom je

max|f(z) — PO(z) — a@u(@)| < h. (4)

PO(x) + xQ,(x) jako soutet dvou mnohoéleni stupné < n je mnoho-
¢len stupné < n. Aproximace funkce f(z) timto mnohoélenem je mensi
nez h, t. j. mendi nez aproximace f(r) mnohodlenem P®(z). To je ve
sporu s pfedpokladem, ¥e P je mnohoélenem n-tého stupns, ktery
dava nejlepsi aproximaci funkee f(z).

Tim je pomocna véta 2 dokazana.

Existuje ne méné nez (n -+ 1) bodu &, &,, ..., £,+,. To znamena,
Ze existuje ne méné nez (n + 2) bodu z,, z,, z,, ..., Z,,,, které jsou
stiidavé (4+) a (—)-body, plitemia <z < 2, <2, < ... < x, < b.
Véta 1 Cebysevova je dokézéna.

Véta 2 (obracend k vété 1). JestliZe pro mnohollen n-tého stupné
P,(x) je maximum [f(x) — P,(z)| na dseice [a,b] rovno h a jestliZe
rozdil f(x) — P,(x) nabjvd na iseice st¥idavé (n 4 2)-krdt hodnot
+ b a —h, pak P,(z) je polynom n-tého stupné nejlepdi aproxzimace
pro funkes f(x) na [a, b].

Necht totiz mnohoélen n-tého stupné Q,(r) ddvd lepsf aproximaci
nez P,(x) k funkci f(z), t. j.

|Hz) — Qalz)] <k

viude na [a, b].
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Podle pfedpokladu existuje (n + 2) bodi z;,: =10,1,2,...,n + 1,
A Ty <y < Xy < ... < Zpyy < b, takovych, Ze je
fx;) — Pp(z;) = (— 1)*h (nebo (— 1)*+1h),
i=0,1,2,...,n+ L
Vy#setiujme rozdily

Qn(x:) — Pu(z)) = [f(@)) — Pa(z:)] — [f(x:) — @nlz))].

Prvni hranata zavorka v pravé &isti ma absolutni hodnotu vétsf
nez druha. Proto jejich rozdil mé znaménko jako prvni zavorka, t. j.
znaménko (— 1)*. To znamena, Ze Q,(r) — P,(z) pro z = z; a z,,,
nabyva opaénych znameni. Proto mezi z; a z,, , lezi kofen £, polynomu
Qu(x) — P,(x), =; < & < 24,,. Tedy mnohoélen @Q,(x) — P,(x) ma
(n + 1) kofenu &, &,, ..., &,. Aviak P, (z) a Q.(z) a tedy i @,(z) —
— P,(x) jsou mnohoé¢leny stupné < n. Tedy ponévadz Q,.(x) — P,(x)
je rovno nule v (» 4 1) bodech, musi byt rovno nule identicky, t. j.
P (x) je identické s Q,(x), coz odporuje Géinénému piedpokladu. Tim
je véta dokizana.

Véta 3. Existuje jenom jediny polynom n-tého stupné nejlepsi aproxi-
mace k funkci f(x) na dselce [a, b].

Budiz totiz E,f = h a nechf existuji dva polynomy n-tého stupné
P.(x) a Q,(z), pro néz

[f(@) — Pg(x)] < b, |f(x) — Qu(x)] < h vBude v [a, b].
Aritmeticky pramsr }[P.(z) + @.(z)] je rovndz mnoh)élenem n-tého
stupné, pfi éemz

[f(@) — 3[Pa(x) + @u(@)]] =
= }|[f(x) — Pa(x)] + [f(x) — Qu(2)]] £
< 3{i@) — Pule)| + If(z) — Qu(z)l] < h.
Maximum absolutnf hodnoty rozdilu
Hz) — HPa(z) + Qula)]
nemiZe byt mensf ne% A podle definice 2. To znameni, Ze je

max|f(x) — }[Pa(@) + Qu(@)]| =k, a Sz < b,
t. j. 3[Pn(x) + @n(z)] je rovnéZi mnohoélen n-tého stupné nejlepsi
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aproximace f(z). Podle véty (1) existuji» + 2 body z;,: =0,1,2, ...
-..,n + 1, v nich% '

H[H(=:) — Pa(x)] + [f(=:) — Qalz)]} =
= f(x;) — 3[Pa(x;) + Qu(x()] = h nebo = — A

Protoze [f(z;) — P.(z;)] a [f(x;) — @.(z;)] lezi mezi —k a + h, pak
k tomu, aby aritmeticky primér téchto vyrazi se rovnal » nebo — b,
je tieba, aby se f(x,) — P,(z;) a f(z;) — @,(z;) soucasné rovnaly %
nebo — k. Je tedy P,(z;) = @.(x;), ¢t =0,1,2,...,n + 1. Polynomy
n-tého stupné P,(z) a Q,(z), jejichz hodnoty jsou v (n + 2) bodech
stejné, jsou identické, t. j. P,(x) =@,(x). Tim je jednoznacénost
mnohoélenu nejlepsdi aproximace dokdzina.

P¥iklad. VySetiujme na useéce [0, 1] funkei
z pro 0 <z <14,
flzy =4 proi<z=}
l—zproi sz < 1.

VySetfujme mnohoélen P(x) = z* — = + ¥%. V péti bodech z, = 0, z;, = §,
2, = 4,7y = §, vy = 1 je rozdil
f(x) — P(z) roven postupné
7, — ¥'%, ¥7, — 37, ¥z. PFi tom,
tak je patrno z obr. 35, jsou 14
tyto body maxima rozdflu
flx) — P(z). Podle vé&t 2 a 3
je P(z) jediny mnohoélen stup- y=fix
né £ 3, ktery dava nejlepsi :
aproximaci funkce /() na tseéce JI
[0, 1], a tato nejlepsi aproxima- : il 1 3
ce jest Eif(x) = +'%. Pro jaky- / %0 xea %72 7 \
koli jiny mnohoélen Q(z) stupné Obr. 35.
£ 3 je max|f(z) — Q(z)| > +%.

Mnohoéleny minimalné& se lifici od nuly. VySetfime aproximaci
v intervalu [— 1, 1] funkce z* polynomy P,_,(z) stupné < n— 1.
Rozdil 2 — P,_,(x) je polynom n-tého stupné, u néhoz je koeficient
u nejvysiiho stupné roven jedné. Obricené, kaidy takovy mnohoélen
z* + a 2”1 4 ... 4+ a, se di vyjadfit ve tvaru z* — P,_,(x), kde
P, ,(x) = —axz"-'— ... —a,. Nejlepsi aproximaci E, 2" je infimum
maxim|z® — P,_,(z)] pro viechny mnohoéleny P,_, stupné < n — 1

245



v intervalu [— 1, 1], neboli, coz je totéz, infimum maxim [z +
+a,z"-1 + ... 4+ a,| v intervalu [— 1, 1] vzhledem ke v8em mnoho-
¢lentim n-tého stupné s koeficientem 1 u z:
Egx" = inf max [2* + a@"-1 4 a2t + ... + a,.
a,,dy,...,8, —1<2<1

Mnohoélen z" — P,O(x) = z® + a,¥z"-! + @, @z"-2 + ... + a,©,

pro ktery je max| z* — P,®(x)] = E,2" se nazyvid mnohotlenem
—1<z<1 .

minimdlné se lificim od nuly.

Jak dokézal P. L. CebySev, mnohoélen minimalng se lisici od nuly

n-tého stupné je roven vyrazu

1
gn—1 COST Arccosy
a minimalni odchylka je

1
Ex" = gn—1

Pomocnd véta. Funkce

T.(x) = cosn arccosz
je mnohotlenem n-tého stupné
T,,(:z:) = 2n=1gn 4 @,2"-2% + g,2"~% 4 ...,
a je sudy nebo lichy podle toho, je-li funkce z* sudd nebo lichd, pit CemZ
koeficient u nejvyd§i mocniny tohoto mnohollenu je roven 27-1,
DokéZeme tuto vétu methodou matematické indukce. Mame
T,(x) = cos arccosz = z,
T.(x) = cos2 arccosz = 2 cos?(arccosz) — 1 = 222 — 1.
Véta plati pron = 1, 2.
Necht véta plati pro vSechna 7', pro ¢ < n — 1. DokaZzeme jeji
platnost pro 7',
Podle tohoto pfedpokladu je
Tn-, = cos[(n — 1) arccosx] =
= 2n-2gn-1 b 2n-3 4 byan-d + ..,
T,.-, = cos[(n — 2) arccosz] =
= gn-3gn-2 | can-d 4 .,



Protoze je
cos nt + cos(n — 2)t = 2 cos(n — 1)¢ cost,
cos nt = 2 cost cos(n — 1)t — cos(n — 2)¢,
wame
T.(x) = cosn (arccosz) =
= 2 cos arccosz cos[(n — 1) arccosz] —
— cos[(n — 2) arccosz] = 22T, _,(x) — T, ,(x).
Pouzijeme-li formuli pro T',_, a T, _,, obdrZime:
Talx) = 22(28-227-1 + byx"-3 4 bya™-% 4 ...) —
— (203t gt L) =
= 2¢-1g" 4 (2b; — 2°-3)a"-2 4 (20, — c;)a"t 4 ..,

t. j. T,(x) je rovnéZz mnohoélen n-tého stupné s koeficientem 27-1
u 2" a T,(z) je funkce lichd nebo sud4d podle toho, zda 2" je licha nebo
sudd. Pomocnd véta je dokdzana.

Dokézeme, Ze mnohoclen — Ta(x) = 2™ + caz"~ + ... je mnoko-

&lenem n-tého stupné, ktery se mzmmalné' 1:87 od nuly, neboli, kdy% piSeme

1
gni Th(x) = 2™ — PO (x),

Ze mnohoblen P, (x) je mnohoblenem stupmé < n — 1, ktery ddvd nejlepdi
a,prom'ma,ci pro funkci x" v intervalu [0, 1].

To(z) = 5,— cosnt, kde t = arccosz. KdyZ x probihd

tsedku [0, 1], { = arccosz problha, useéku [0, #]. Zfejmé v intervalu
[0, =] cos n¢ nabyva stfidavé (n + 1)krate maxim a minim rovnych

+1 a —1 (v bod§ 0, z_z 27” cen (n——n.ﬂy_z’ n). Tedy mnohoélen

1 1
gn=1 T'n(*) = 523 cos ntnabyvé stifdavé (n + 1)kréte maxim a minim
rovnych 1 ; v bodech cos 77;—, i=mn,n—1,...,2, 1, 0. Podle véty 2

mnohoélen 2n—l_1‘T,,(x) = z" — P,(z) je mnohodlenem n-tého stupné
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minimalné se lificim od nuly neboli, coZ je totéz, P ,(x) dava nejlepsi
aproximaci funkce z* v intervalu [— 1, 1] mezi viemi mnohoéleny
stupné < n — 1.
Protoze je
cosnt = 4[cost -+ isint)* + (cost — ising)"],
isint = V—_l /1 = cos? t = J/cost — 1,

jest
cosnt = }[(cost + Vcoszt — 1)* + (cost — '[/cost2 — 1)
Klademe-li cost = z a tedy cos nt = T ,(x), dostaneme
Ta(@) = 3@ + Va2 = 1) + (z — J=* — 1),

Uvedeme vyjidfeni pro mnohoéleny nékolika prvnich stupfii mini-
malnd se lifief od nuly:

T\(x) = =,
%T ( ) = x? — i‘s
Ts(x) = 2* — 3=,
%T4( ) = at — 32t

TeTs(x) = 2 — 32° + %=
S chybou mensi neZ ;% miZeme nahradit v intervalu [— 1, 1] polynom

2% polynomem $2® — %z, pii éemZ tento polynom mezi vSemi mnoho-
éleny stupné < 4 nejlépe aproximuje funkei 2° v intervalu [— 1, 1].

§ 45. Minimaxova theorie vlastnich hodnot.

Jako druhy pifiklad extremalnich iloh na minimaxy uvedeme theorii
vlastnich hodnot. V § 38 uvedend extremdilni definice »-té vlastni
hodnoty 4, Sturm-Liouvilleova operatoru L je definice rekurentni.
Uvedeme jinou jejf extremalni definici.

Budte ,(x), 04(x), --., 0n_1(z) funkee t¥idy C, definované v intervalu
[a, b]. Oznaéime znakem A(g,, s, - .., »_,) minimum funkcionilu

b

K(y) = [(Ry'® + Py?) dzx
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za podminek
b b
fyrdz =1, [ox)ylx)dz=0,i=1,2,...,n—1,

y(a) = y(b) = 0.
Vé&ta 4. Supremum Ap,, 03, - - -, @n_y) Pro libovolné funkce g, je rovno A,
K dikazu pokladejme z pocéatku funkce g,, g, ..., on_, Z& pevné.
Budte y,(z), ys(), ..., ¥n(®) normované vlastni funkce odpovidajici
prvnim #» vlastnim hodnotam 1, 4,, ..., 4,.
VySetiujme n-parametrovou soustavu funkei:

Y = Sey

T

a zvolme ¢, tak, aby bylo vyhovéno (n — 1) podminkim:

b n n b
foDcy)dz = D¢, foy;,dx =0,t=1,2,...,n—1. (5)
] j=1 a

a j=1
Rovnice (5) tvofi vzhledem k n nezndmym c¢; soustavu (n — 1)
linedrnich homogennich rovnic. Proto vidy existuje soustava hodnot
o
€1, C3y + -+ Cy, PFi CemiZ Zcf # 0, vyhovujicich témto rovnicim. Naso-
i=1
benim konstantou lze dosici, aby tato soustava hodnot ¢; vyhovovala

rovné% rovnicim
n n

b
J (.}_‘lc,-y.-)z dz = Zlc? — 1. ©)

Funkce Y(z) = D¢y, odpovidajici témto hodnotém c,, je funkce
i=1

tiidy pfipustnych funkei ve shora uvedené variaéni tloze, pro které
infimum hodnot funkciondlu K je rovno A(g,, 0, ---, 0.1 ), & proto

1(911 Q25 +++5 On - l) é K(zlcay.) (7)
Dile je
K(Zciyi) = ZC?K(%‘) + 2zcich(yiyi)'
i1 i=1 iFj

Avsak na zakladé véty 4 § 37 a podle orthogonality vlastnich funkei
i ay; je K(y,, y;) = 0. Dale je K(y;) = A,.
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Proto miame
1(91’ 025 +oy Qn—l) é K(_E:lcjyi) = 212'1072
j= i=

Pravou stranu (7’) zvétdime, kdyZ zaménime koeficienty u ¢? nej-
vétdim z téchto koeficientq, t. j. koeficientem 4,,:

2’(91) 921 seey eﬂ—l) g )'IIE;CJZ = Z’ﬂ'
j=

Budiz nyni g; = y;, 1 = 1,2, ..., n — 1. V&a 7 § 38 tvrdi, Ze je

1(:’/1, Yo - ynal) = An-

Tedy supremum A(gy, g3, -..s 0n_,) j& rovno A, a dosahuje se ho,
kdyz je px) = yi(x), 1 = 1,2,..,n— 1. Tedy

i, = sup inf K(y).
0,03 - @,y HZ)YC Cloy, 00 ..00, )

Z minimaxové definice vlastnich hodnot plyne véta 9 § 38. Vskutku,
b
jestlie P(z) a R(x) ve vyrazu K(y) = [(Ry'? + Py?) dz rostou, pak

roste pro kazdou funkei y(x) hodnota K(y), coZ znameni, Ze roste
i supremum K(y) pro funkce y(x), vyhovujici podminkam (5), (6),
t. j. A(p1, 025 ---» On—y1), & 1 roste infimum A(p,, gs, - .-, 0n_1)> t- j. 4a-

Pravé tak plyne z minimaxové definice vlastnich hodnot véta
o0 klesdni vlastnich hodnot A, (b) pfi ristu horni meze b.

Budiz totiz a << b, << b. A,(b) se definuje jako supremum
Aoy, 03, «--» On—y) Minim K(y) za konstantnich podminek

b
Jyrdz =1, y(a) = y(b) = 0 (8)
a proménnych podminek
b
foydr=10,1=1,2,...,n—1. (9)

A, je supremum A®)(p,, gy, ... @,_y), kde A®)(g; g, ... @,_;) je defi-
novano jako minimum K, za podminek, které dostaneme ziménou
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horni meze b mendim &islem b,. Lze Fici, Ze 2®)(g,, 04, .-, 0n_,) 8o defi-
nuje jako minimum K, za podminek (8), (9) a za dodateéné podmin-
ky:

y(x) = 0 pro b, < z < b. (@)

Zavedeni dodateéné podminky zuZuje tfidu funkei, mezi nimiz se
hled4 minimum, a proto minimum miZe jenom vzristi, t. j.:

j'(m)(Qli Q2 -5 On—1) g ;-“’)(01, 025 -+ On1)- (10)

Proto i suprema vyrazil, stojicich na levé a pravé strané nerovnosti (10),
jsou v témze vztahu:
An(by) 2 An(D). (11)

Zbyva dokazat, Ze rovnost
An(by) = Aa(b) = 2 (12)

pro b, > b nemtiize nastat. Vskutku, podle (9’) plyne: pro vSechna &',
lezici mezi b, a b, je 4,(b') = A.

Oznaé¢ime jako z,(x) netrividlni fefeni rovnice Sturm-Liouvilleovy
Ly = 2y, vyhovujici krajové podmince y(a) = 0. V3echna jina feSeni
nadi rovnice o téZe krajové podmince (az na konstantniho &initele)
jsou totoZnd s z,(x). Specialné pro jakékoli b’ z intervalu [b,, b] je vlastni
funkce Ly pii krajovych podminkich y(a) = y(b') = 0, odpovidajici
n-té vlastni hodnoté 4,(b") = A, rovna z,(z). Je tedy z;(b’) = 0 pro
b, < b < b. Aviak feSeni z,(x), které je identicky rovno nule v inter-
valu [b,, b], je identicky rovné nule na celé pfimce vzhledem k definici
z,(x).

Tak ptedpoklad 2,(b,) = 1,(b) vede ke sporu. Plati ostra nerovnost
An(by) > An(b). '

Tvar uvedené minimaxové definice vlastnich hodnot lze nepatrné
zménit.

Budeme vySetfovat linearni funkcional J(y), definovany na funkecich
y(x), a < xz < b, tiidy C,. Piikladem takového linedrniho funkcionilu
miZe byt funkcional

b
J(y) = [o(z) y(=) d=,
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kde g(z) je funkce tiidy C,. Jinym pfikladem miZe slouZit hodnota.
funkce y(x) v pevném bodé x, Gsecky [a, b]:
J(y) = y(=o)
atp.
Ozna¢ime znakem A(J,,J,, ..., J,_;) infimum funkeciondlu K(y)
za pevnych podminek

. b
y@) =yb) = 0; [y2dz =1
a za (n— 1) proménnych podminek J;(y)=10; i =1,2....,n— 1.
Stejné jako nahote dokaZeme
MIy Jay ooy Iny) = 4.

Na druhé strané, jestlize
b .
J£0)(y) = f?/-(x) ?/(I) dx’ T = 1; 2’ ey B — 1)
a

kde ¥y, Y3, .-, Yoy je prvnich (n — 1) vlastnich funkei operatoru L,
marme
A(JSO)’ J‘(ZO): (EXS) J;O)—l) = Au,

t. j. n-td vlastni hodnota 2, je supremum funkce A(J®,JP, ..., JO )
pro libovolné linedrni funkciondly JO, JD, ..., JO :
Ay = sup inf K (y)
J.,,J,,...,Jn Jl.(y)=0,i=],2,...,n—1
wa)=yb) =0, fOyrdz=1

-1

Krajové podminky y'(a) = y'(b) = 0. Budeme nyni vySetiovat
misto krajovych podminek y(a) = y(b) = 0 jiné krajové podminky,
a to:

y'@) =y'(b) = 0. (13)

Rovnici Sturm-Liouvilleovu:
Ly =1y (14)
pro krajové podminky y'(a) = y'(b) = 0 dostaneme, jestlize budeme
Fedit dlohu o extrému funkcionalu K(y) pro ,isoperimerickou‘ pod-

b
minku [y2dz = 0 a pro volné konce, t. j. kdyZ tfidu p¥ipustnych
a
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b

kiivek tvoff libovolné kiivky tfidy C,, vyhovujici podmince [y?dz =1,
a

jejichz koncové body leZi na pfimkach z = a, z = b.

Vliastni funkci pro L pfi krajovych podminkich (13) se nazyva ne-
trividlni FeSeni rovnice (14) za podminek (13), odpovidajici hodnota
A se nazyva vlastni hodnotouw L. Operator L za podminek (11) se jevi
jako dfive symetrickym.

Véty § 38 a véty § 39 zistanou v platnosti i pfi pfechodu ke krajo-
vym podminkém (13). Necht vlastnf hodnoty operatoru L, uspofddané
podle velikosti, jsou 1; < 1, <1, < ...

Oznadime znakem A(J,, J,, ..., J,_;) supremum funkcionilu K(y) =

b b
= [(Ry'® + Py?) dz za pevnych podminek [y? dz = 1 a dodateénych
a a
podminek
Jiy)=0,1=1,2,...,n—1,
kde J, jsou libovolné linedrni funkciondly. Tak jako dfive ukiZeme, Ze
An=supi(J, Js ..., Juoe),
a tohoto suprema se dosihne, kdyzZ je

b
Jiy) = [yx) y(x)dr, i = 1,2,..,n— 1.

Vlastni hodnoty i, jsou védzany s vlastnimi hodnotami 2, difvéjs

krajové ulohy témito vztahy:
Y- N (15)

Vskutku, A.(J1, Jgs ooy Jney) 8 (1, Tz vey Jn-y) se definuji jako
infima funkcionalu K(y) za jistych podminek, pfi ¢emZ v definici
Aa(Jy, I3, « ooy Juoy) jsou poloZeny pevné dodateéné podminky y(a) =
= y(b) = 0. Zavedeni dodateénych podminek zuzuje tiidu pfipustnych
dar a muZe infimum jenom zvétsit, t. j.

ATy Tas ver Jn1) = An 1y oy - eny Jn=y)-

Piejdeme-li v obou stranich nerovnosti k supremu, dostaneme prvni

z nerovnosti (15):

A2 1
Dale A,_,(Jg, J 4, «-., Ju_,) 86 definuje jako infimum K (y) za podminky
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fbyz dz =1, (n—3) proménnych podminek Jy(y)=J,{y)=...=
- Jn_1(y) = 0 a dvou pevnych podminek
Jiy) = yl@) = 0, J3(y) = y(b) = 0.
MiZeme napsat
A Jas oo Jnoy) = lJE TE To, Ty Jus),

An je supremum A(Jy, I, J, - .-, J4-y) pro vechny mozné J,, J,, Js, . ..
s Jnoyy -y je supremum A,(JF, JF, Jy, ..., J,-,) pro pevnd J¥, J¥

a libovolné funkciondly J,, ..., J,_;. Ponechame-li ¢ist proménnych
konstantnf, miZeme supremum jenom zmensit, z éehoZ plyne, Ze
In = Aese

Dokézali jsme tak druhou z nerovnosti (15).

PFiklad. Pro rovnici y* — Ay = 0 pfi krajovych podminkéch y’(0) = y’(1)=0
jsou vlastnimi funkcemi 1, cosnx, cos2nz, ..., cos(n — l)zz, ...; pFisluSnymi
vlastnimi hodnotami jsou hodnoty 0, a2, 473, ..., (n — 1)®x2, ... Zde je 4, =
= (n— 1)%n2,

Na druhé strans pro tutéZ rovnici za podminek y(0) = y(1) = 0 jsou vlastnimi
funkcemi funkee sinnaz, n = 1, 2, ..., a 1, = n¥a? Nerovnost 4, =1, = 1,_,
piejde zde ve ziejmou nerovnost

nn® > (n— 1) > (n — 2)272,

Jind extremdlni definice 1, a JT,,. Lze uvést jinou definici vlastnich hodnot
A, (8 dy).
Budiz z,(x), 25(z), ..., 2,(z), @ £ = < b, n linedrnd nezdvislych funkei ttidy O,
spliiujicich podminky
z(a) = z(b) = 0.

Oznadime znakem {z,, z,, ..., 2, } Soustavu funkei y(z) tvaru Z.Ic,-z,-(a:) vyhovujicich
podmince fby* dz = 1 a znakem 1,{z,, z,, ..., 2,} maximum tK(y) pro funkce y(x)
z6 sousta,v;r {21y 29y - s Zp}
Lze zvolit n konstant ¢; tak, aby funkce y(z) = Z,:.c‘z,-(a:) byla orthogonéln{
i=1

1=
k (n—1) vlastnim funkeim y,(x), y5(), ..., Yp—,{x). Lze tudi¥ dosici, aby
funkee y(z) = Xe.z; vyhovovala podmince normovéni. Na zdkladd véty 4 mime:

K(y) 2 A,
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Je vBak y(x) C {z,, 2g, ..., 2»}. Plati tudiZ

AMzyy 29y o0y 2} = max K(y) = 4,
Yy C{zh [T zﬂ}

JestliZze z,(r) = y;(x), 1+ =1,2,...,,n, pak {¥,, ¥a ..., ¥,} obsahuje n-tou
normovenou vlastni funkei y,(z). Dokézali jsme jiZ, e maximum K(y) pro
Y C {Y1: ¥ -+ Ya} je Tovno 4,

Tedy n-td vlastni hodnota A, je minimum A{z,, z,, ..., 2,}, jeho% se dosahuje,
kdyi Z'-(I) = y"(x), 1= lr 2: ey N,

Ap = min max K(y). (16)
[{z1r 20 -0 2,}] ¥C {210 2, 2.}

Definice )T,, je dédna formuli, analogickou formuli (16), jenom na funkce z,,

29y .-+ Zg, definujicf soustavu {z,, z,, ..., z,}, se jiZ nekladou krajové podminky.
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