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III. CYKLOGRAFICKE KUZELE
A CYKLOGRATFICKE KRUZNICE

Doposud jsme studovali cyklické zobrazeni pfimky a roviny.
Pristupme k dtvarim kvadratickym, t. j. ke kuZelose¢ce a k plose
druhého stupné. Obecnd a v prostoru obecné polozend kuZelosetka
jest rovinou seéena ve dvou bodech, cyklicky obraz kuZelosedky
je tedy fada cykld, jez s cyklickym polem ma spole¢né dva cykly,
tedy fada kvadraticka. Podobné plocha druhého stupné ma s pfimkou
spole¢né dva body, cyklicky obraz plochy druhého stupné je tedy
kvadraticka kongruence. Nas vSak zajimaji pfedevsim plochy druhého
stupné, jez jdou zakladni kuzeloseckou (', a kuZeloseky, které tuto
zakladni kuZelosecku sekou ve dvou bodech, nebot jejich zobrazeni
je nejjednodussi a vede k cyklografickému feseni klasickych problému
elementarni geometrie. Budeme kuZelosetky, které sekou zikladni
kuzelose¢ku C ve dvou bodech, nazyvati cyklografické kruinice,
kuzele, které jdou k¥ivkou C, cyklografické kuZele, a jiné plochy druhého
stupné (hyperboloidy) jdouci kfivkou C cyklografické koule.

3,1. Cyklografickd kruZnice. Méjme cyklograficky kuzel. Osa jeho
bud v ose OZ_ pravouhlé soustavy, vrchol V' méj soufadnice (0, 0, 7).
Rovnice jeho jest

2yt — (2 — )= 0. (1)

Prisek tohoto kuzele s rovinou g, jeZ neprochédzi vrcholem V,
jest cyklograficka kruZnice k; jest to elipsa, hyperbola neb parabola.
Jeji kolmy primét je kuzelosetka k,, jez ma primét vrcholu V, za
ohnisko. Skute¢né, je-li rovina ¢ ddna rovnici

z=mx +n (2)
a vylouéime-li z z rovnice (1) a (2), dostaneme
224+ y— (mx+n—r)3 =0 (3)

jako rovnici primétu k. Znaéi-li v = ],/:;2 + y? vzdalenost bodu (x, y)
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od ohniska V,, d = — x vzdalenost od pfimky ¢ = mx + n —

— r = 0, lze rovnici (3) napsati
P —mid? =0 ¢li v= 4+ m.d,

t. j. pomér vzdalenosti bodu na k¥ivee k, od V, a od ¢ je stdly, V, je tedy
ohnisko, ¢ fidici pfimka kuZeloseéky k,. Obracené lze ukazati, Ze kazdou
kuzelosetku v 7 lze povazovati za primét cyklografické kruznice.

Cyklografickou kruZnici se dvéma raznymi body v nekoneénu
(elipsou nebo hyperbolou) jdou dva cyklografické kuzele. Obecné dvéma
kuzeloseckami v prostoru, jez maji dva rizné body spolecné, jde
svazek ploch druhého stupné, mezi nimiz jsou dva kuzele. V nasem
pripadé jsou tyto kuzelosetky k a C, tedy oba kuzele jsou cyklografické.
Obracené dva cyklografické kuZele v obecné poloze maji mimo C jesté
spoleénou cyklografickou kruinici.

Budte A4, B vrcholy cyklografickych kuzeli (obr. 22), (4), (B)
prisluiné cykly. Volme promitaci rovinu piimky AB za druhou
primétnu a oto¢me kolem x,, = A4,B, do n. Ve sklopeni dostavame
osové fezy A, P, A,Q, resp. ByR, B,S, jez vytvofuji obdélnik 4,M,B,N,.
0: = M,N, jest prumét roviny g, v niz lezi pruseéna kuzZelosecka k.
M, N jsou vrcholy, stfed obdélnika O je stfedem kuzelosecky. Stopa
p° je chordala kruznic [A4], [B], nebot spojuje jejich spoleéné body.
Uvaime, zZe viechny plochy svazku (C, k) se dotykaji v nevlastnich
bodech V, W kfivky k spoleénych obéma kuZelosetkdm, spoleéné
teéné roviny jdou pfimkou 4 B a maji za stopy spoleéné teéné paprsky m,
n cykla (A4), (B). Pfimkou VW jde rovina g a polarnf roviny «, §
piimky A B k obéma kuzelim (x, || B, || 0.).

Je-li P bod na kuzeli A(A4), pak cykl (P) ma s cyklem (4) vlastni
dotyk. Je-li P na kiivce k, ma cyklus (P) dotyk s eykly (4) i (B).
k, je tedy geom. misto stfed@ vech cykli, které se dotgkaji cykla (4), (B).
V naSem obraze je to hyperbola %, s vrcholy M,, N,, ohnisky 4,, B,
a asymptotami kolmymi ke spoleénym teénym paprskiim m, n obou
cykla (v obraze nejsou zakresleny). Ostatné, jsou-li r,, 7, polomeéry cykla
(4), (B), r polomér pohyblivého cyklu, je zfejmé |4,Py| = |r, — 7],
|ByPy| = |ry — 7|, tedy rozdil pruvodiét |4,P, — B,P,| = |r, — 1y
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je konstantni. Spojnice dotykovych bodi cyklu (P) s pevnymi cykly
je stopa roviny (4 BP) a prochazi jejich stfedem podobnosti.

Ma-li rovina p odchylku 45° od primétny, pak prisek s cyklo-
grafickym kuZelem je parabola; touto parabolou prochdzi jediny
cyklograficky kuZel. Obr. 22a ukazuje priisek takové roviny g s kuzelem

Obr. 22 a 22a.

A(A). Primét p, je parabola s ohniskem A4,, jeZ je geom. misto stiedl
cykli, které se dotknou paprsku p* a cyklu (4).

Tim jsme dospéli k témto vétam:

Geom. misto stredw cykla, které se dotykaji dvou cykli, je elipsa nebo
hyperbola, jez md stfedy danijch cykli za ohniska.

Geom. misto stFedd cykla, jeZ se dotykaji cyklu a paprsku, jest
parabola, jeZ md stred daného cyklu za ohnisko.
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Poznimka. Nahradme v obr. 22 jeden cykl, na pf. (B) cyklem
doplinkovym, kuzel B(B) tedy kuZelem symetrickym dle z s vrcholem
B'. Dostaneme ovSem jinou pruseénou kuzelosecku, ohniska pramétu
jsou opét 4,, B,. Mozno tedy Fici: StFedy kruinic, jef se dotgkaji krusnic
[4], [B] vypliuji dvé kuzelosecky konfokdini.

h=h,

g
G=Xr2

Obr. 23.

/

Podobné, nahradime-li v obr. 22a cyklus (4) dopliikovym, dosta-
neme parabolu konfokalni s p,. Stfedy kruinic, jez se dotyjkaji kruinice
a pfimky, vyplhiuji dvé konfokdlni paraboly.

3,2, Svazek kruZnic v rovin& a pFisluiny prostorovy utvar. Vénujme
pozornost pfipadu, kdy vrcholy cyklografickych kuzZeld A, B jsou
v prumeétné. g jest pak rovina symetrie bodii A, B kolma k priamétné
a prusek obou kuZeli je rovnoosd hyperbola v roviné p se sttedem O
a jednou osou v pramétné (v obr. 23 jest zobrazena ve sklopeni kolem
x,, = 0,). Cyklografické obrazy bodu této hyperboly jsou eykly jdouci
body A, B, kladné pro vétev nad prumétnou a zaporné pro vétev pod
primétnou, tedy svazek kruinic. Volme O za pocatek pravouhlé soustavy
soufadnic v prostoru, o), o, za 0sy z, y a ozna¢me délku OA = OB = a,
pak jsou rovnice kuzelt
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(—af+y—2=0, (+af+yt—2=0,
prase¢na kiivka je dana rovnicemi
r =0, 22— y? = a

Je-li tedy P(0,n, 4+ =+ V;;;‘L-n_z) bod této hyperboly,
je rovnice piislusné kruznice

+(y—n)f=a+ 9

Jsou-li zdkladni body svazku A, B imaginarni o soufadnicich
(+ ai, 0, 0), dostavime dva imaginirni sdruZzené kuZele, prisecna
kfrivka je vSak realna o rovnicich

x =0, Yt — 22 = a?

Je-li (0,9, =4+ l/172 — a?) bod této hyperboly, ma pridruzena

kruznice rovnici
Ay == —

V prvém piipadé méla hyperbola v primétné osu vedlejsi, v dru-
hém osu hlavni a see tedy primétnu ve dvou realnych bodech
M0, a, 0), N(O, — a, 0). To jsou stfedy kruznic s polomérem nula,
jez jdou imagindarnimi zakladnimi body. Mame tedy vysledek:

Rovnoosd hyperbola v roviné kolmé k priméiné a s jednou osou
v této privmétné md za cyklograficky obraz svazek kruZnic. Lezi-H v pru-
métné vedlejsi osa, ma svazek dva realné zakladni body, lezi-li v pri-
métné realna osa, ma svazek dva imaginarné zakladni body.

Splynou-li oba zakladni body, mdme v roviné svazek kruznic, jez
v bodé T se dotykaji pfimky ¢. V prostoru jim odpovidaji dvé ,iso-
tropické“ ptimky. v roviné kolmé ku ¢.

K uvaZovanému svazku kruZnic o zdkladnich bodech 4, B patii
dopliikovy svazek (1, 8) se zakladnimi body imagindrnimi na g,, jehoZ
kruzZnice jsou kolmé ke kruznicim prvého svazku. Prislu$na hyperbola
b’ je v roviné o(o, = AB) a je v obraze 23 otocena kolem z,; = AB
do primétny. P¥ tom A’y - A, A, B jsou nulové kruznice druhého
svazku.

Poznimky. Bud dan svazek kruZnic dvéma kruZnicemi [A4], [B]
(obr. 23a). Body A, B nad primétnou je uréena rovnoosa hyperbola
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s osou v pramétné n o stfedu w. V obraze je vyznacena teckované
ve sklopeni kolem 4.B, . A,B, je jedna uhlopficka obdélnika, jehoz
strany maji sklon 45°; druha thlopricka obsahuje stfedy rovnoosych
hyperbol, které jdou body A, B a na ni lezi @ (viz odst. 1,9). Budte
8, 8’ stfedy podobnosti obou kruznic. Pak kruznice nad primérem S8’
patiitaké svazku.Skutecéné ¢tyrroh 4,B,4,' B,’,kde A,'B, 'jsousymetri-
cké s A,, B,,je do hyperboly vepsan, body 8, §’ a nevlastni bod ve sméru

Obr. 23a.

kolmém ku 88’ tvoii polarni trojihelnik hyperboly, S,8’ jsou tedy k ni
sdruzené. Priseéiky hyperboly s 4,B; jsou nulové kruZnice uvazova-
ného svazku, dvojice S8’ patii tedy také involuci vytaté svazkem
kruznic. Kruznice nad priimérem S8’ sluje kruZnice podobnosti (v obraze
carka-tetka). Z elementdrni geometrie je znamo, Ze je mistem bodu,
z nichz se obé kruznice jevi pod tymzZ Ghlem.

Ke dvéma cyklim lze pfitaditi t. zv. potenéni ¢ili Steinerovu
kruZnict, kterd ma stied ve stfedu podobnosti a jde spoleénymi body.
Méjme na zfeteli dva kladné cykly (4), (B) (obr. 23a) se sttedem podob-
nosti 8. Potenén{ kruzZnici oznaéme p,. Bud (P) cykl, ktery se dotyka
cykli (4), (B) v bodech X, Y. Tyto dva body a 8 jsou na pfimee, coz je
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stopa roviny (4BP). Bod P je na cyklografické kruZnici k, ve které
se sekou kuzele A(A4), B(B), P, je na jejim primétu k,, ktery ma ohniska

A,, B,. Te¢na bodu P, pili thel Al/PzB1 ¢ili je kolma ku X'Y. Ve spoleé-
ném bodé M neb N splyva s te¢nou potenéni kruznice (je kolma k SM
nebo SN). Tedy kruZnice p, a kfivka k, se v bodech M, N dotykaji,
jinak potenéni kruinice puli dhel kruinic [4)], [B]. V dalsim bude
ukazano, %e kruZnice p, je kolma ke vSem cyklim (P) a Ze bod S
je stfed kruhové inverse, '
ktera prevadi kruZnici [4]
v kruznici [B] a naopak.

3,3. Ulohy o dotyku. Ted (A)/\\
// ,

muzeme Fesiti ulohy o cyk-
lech a kruznicich, jsou-lidany f Ay,
jednoduchymi podminkami
jako jsou, Ze ma prochazeti
bodem, dotykati se daného.
paprsku (pfimky) nebo do-
tykatise daného cyklu (kruz-
nice).

Uloha |. Sestrojte cykl,
ktery se dotyka cyklu (A) v bodé T a dotyjkd se soucasné cyklu (B).

Obr. 24.

Rozbor. Bod, kterému odpovidi hledany cykl, je na povrice AT
kuZelu A(A4) a na kuZeli B(B). Piimka AT je vSak rovnobéing
s jednou pfimkou kuZele druhého, sece jej tedy jesté v jednom bodé X.

Sestrojeni je v obr. 24. Na kuzeli B(B) je sestrojena primka
BT’ || AT. Rovina (BAT) ma stopu 771" a sece kuzel B(B) v pfimce
UB, na niz lezi prusecik X. X, je stted hledaného cyklu (X).

Kolik feSeni ma tato uloha, mluvi-li se o kruznicich misto o cy-
klech?

Uloha 2. Sestrojte cykl, ktersj se dotyjkd cyklu (A), dotiyjkd se paprsku
p a jde bodem B.

Rozbor. Body, kterym odpovidaji hledané cykly, jsou na cyklogr.
kuzeli A(4), na cyklografickém kuZeli s vrcholem B v primétné
a v ,,isotropické‘ roviné piimkou p. Oba kuzele maji spole¢nou cyklo-
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grafickou kruznici v roviné p. ,Isotropickou‘ rovinu paprskem p
ozna¢me o . ¢ a ¢ maji prisecénici s a jeji prusediky s kuzelem A(4)
jsou hledané body.
Sestrojeni je v obr. 25. Rovina o je rovnobéina s teénou rovinou
kuzele 4(A4) podél pfimky AT, jeZ ma stopu p’ || p”. Rovina o ma
za stopu p® chordalu kruznice [4] a kruZnice o stfedu B a poloméru
nula a je rovnobéind s rovinou danou stfedem 4 a piimkou b, kde b
' je polira bodu B ke kruinici
x/\ [4]. p", b maji priseéik F, AF
‘ T je tedy rovnobéina s priseé-
\ S,

\ X nici s = (p, o), jejiZ stopnik je
AT . pf ; Q = (p, p?). Tedy s, jde bodem
\ RN X)

@ rovnobéiné s A,F. Rovina
(As) ma stopu QF a ta sede cykl
(A) v bodech X,, Y,. Na pfim-
kich AX, AY, lezi hledané
prusetiky X, Y a jejich pra-
méty X,, Y, jsou stfedy hle-
danych cykld. Uloha ma dvé
feseni. V obraze narysovin
pouze cykl (X).

Kdyby byla v uloze fec
Obr. 25. o kruZnici a pfimce (neoriento-
vané), bylo by tieba pridati

vvvvv

paprsku p nebo cyklu (4). Kolik feSeni je pak celkem?

Uloha 3. Sestrojte cykl, ktery se dotijkd t#t dangjch cykli. (A polloniova
wiloha).

Rozbor. Cykly oznadéme (4), (B), (C). Kuzele 4(A), B(B), C(C)
maji mimo kuzelosetku v roviné nevlastni C jesté dva body spolecné
v koneénu X, Y, nebot kuZele A(A), B(B) sekou se v cyklografické
kruZnici, jez sete kuzel C(C) ve dvou bodech nevlastnich a tedy jesté
ve dvou bodech v koneénu, jez lezi na vSech tfech kuzZelich. Spojnici
s = XY jdou roviny «, 8, v, ve kterych lezi kfivka spole¢nd vidy
dvéma kuZeltim, na p¥. v a kfivka kuzela B(B), C(C) atd.
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Sestrojent je v obr. 26. p” je chordala kruznic[A4], [B] a je sestrojena
uzitim puliciho bodu spoleéné tecny 11'. Podobné p’, chordila kruznic
[4], [C], byla sestrojena uZitim piilictho bodu teény 22°. Prusecik S
je stopa pfimky s; jim jde i tfeti chordéla p*. S je bod stejnych mocnosti
ke vZem tfem kruznicim. Necht b jest polira stfedu podobnosti N

Al
I

Obr. 26.

cykhi (A4), (C) vzhledem k cyklu (4), ¢ polira stfedu podobnosti P
cyklia (4), (B) k cyklu (4); pak roviny (A4b), (Ac) jsou rovnob&zné
s rovinami 8, y a priseéfk S’ je stopnik pfimky A8’ rovnobézné s pri-
se¢nici s. Pak jest s, || 4,8". S8’ je stopa roviny vrcholové (d4s), jez
vytind povrsky 4X,, 4Y,, na kterych jsou hledané prisetiky X, ¥
piimky s s kuZelem A(4). Uloha m4 dvé teseni. Body dotyku hleda-
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nych cykli s cyklem (4) jsou X, Y, a jejich spojnice jde bodem §’,
ve kterém se sekou polary b, ¢ bodd N, P na ose podobnosti o vSech
ti cykla. S je tedy poélem pfimky o k cyklu (4). Podobné oviem
to plati o cyklech (B), (C). Odtud jde jednoduché planimetrické Feseni
dané tlohy: Sestrojme osu podobnosti danych tif cykla a jeji pély
S, 87, 8" k témto cyklum. Dale sestrojme bod stejnych mocnosti S.
Spojnice S8’, 88", §§” vytinaji body, ve kterych se hledané cykly
dotykaji danych cykla.

Snadno lze zjistiti, Ze cykly (X), (Y) se protinaji na ose podobnosti
o a Ze tomuto svazku patii také kruznice ¢, ktera ma stied v bodé S
a kolmo sece kruznice [A], [B], [C], jinymi slovy kruznice [X], [Y], q
patii témuz svazku s chordalou o. Skuteéné vsimnéme si promitacf
roviny pfimky s. Ona sete kuzele A(A4), B(B), C(C) v rovnoosych
hyperbolach, které vedle obou bodi v nekoneénu maji spoleéné body
X, Y; jejich stfedy jsou na pfimce (1,9), coz je priseCnice roviny:
(ABC) s promitaci rovinou pfimky s, jez je k ni kolma, nebot stfedy
uvedenych tii hyperbol jsou na kolmicich z vrcholu k priiseéné roviné.
Ve svazku téchto hyperbol je jedna, kterd ma stied v priseciku (o, s,)
a osu v pramétné. Jejim bodim odpovida svazek kruznic s chordalou o,
mezi nimiz jsou i kruinice [X], [Y]. Jejich prisetiky budte U, V.
Ponévadz piimka XY, jde pélem S’ osy o, jest jeji pl Z na o a Z
je sttedem kruznice [Z], jez kolmo seée kruznice [4], [X], [Y]. KruZznice
q seée kolmo kruznici [4] i [Z], nebot jeji stfed S je na chordile X,Y,,.
Podobné zjistime dalsi dvé kruznice se stfedem na o sekouci kolmo
[X], [ Y] a pat¥ici tedy svazku dopliikovému s onim o zakladnich bodech
U, V. Kruznice g je viak ke viem tfem kolma, patFi tedy 1 ona tomuto
svazku a jde body U, V.

Poznimka. Puvodni Apollonitv problém Zada sestrojeni kruznic,
jez se danych tfi kruznic dotykaji. Kazd4 kruznice je nositelkou dvou
cyklia. Ozna¢ime-li pislusné body v prostoru dle z symetricky poloZené
A,4’; B, B'; C, C’, pak skupiny na pt. 4BC a A'B'C’ nebo ABC’,
A'B'C vedou k témuz feSeni a vSechna feSeni dostaneme na pf.
z kombinaci

ABC, A'BC, AB'C, ABC".

Problém ma celkem osm FeSeni, jeZ ovSem z édsti mohou byt imaginarni.
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Cviéeni 3,1. Problém Apollonitiv mé nasledujici zvlastni pripady, piejde-li
néktera kruzZnice v bod nebo pfimku: Sestrojte kruZnici, jsou-li dany a) tii jeji
body, { dva body a piimka, ¢) dva body a kruZnice, d) bod, piimka a kruZnice,
e} dvé piimky a’ kruZnice, f) t¥i ptimky. Provedte fefeni orientujice vidy
piimku a kruZnici a udejte celkovy pocet Feseni.

3,2. Pappusovy ulohy jsou zvlastni piipad predeslych, kdyZ bod leZi
na ptimce neb na kruZnici. Jsou to: Sestrojiti jest kruZnici, kterd a) dotyka
se piimky a v bodé 4 a jde bodem B, b) dotyka se pfimky a v bodé A a dotyka
se primky b, ¢) dotyké se pfimky a v bodé 4 a dotyka se kruZnice [B], d) dotyka
se kruZnice [A] v bodé M a jde bodem N, e) dotyks se kruZnice [4] v bod& M a
piimky n, f) dotyka se kruZnice [A] v bod& M a dotykd se kruZnice [B]. Pro-
vedte cyklografické feSeni orientujice opét pfimku a kruZnici a udejte celkovy
pocet reSeni.

3,3. Dany jsou tfi cykly se stiedy na téZe primce. Sestrojte cykly, které
se jich dotykaji.

3,4. Dany jsou t¥i cykly, které se dotykaji téhoZ paprsku. Sestrojte cykl
dalsi, ktery se vSech tfi dotyka.

3,5. Dan jest svazek kruZnic jednou reédlnou a jednou imaginarni kruZniei.
Sestrojte hyperbolu, jejimZ bodim jsou piitazeny kruZnice svazku, a hyperbolu,
ktera patfi svazku dopliikovému.

3,6. Ve svazku daném dv&ma kruZnicemi sestrojte ony, které dany paprsek
sekou v tihlu 45° (30°).

3,7. Tti kruZnice se po dvou dotykaji. Sestrojte kruZnice, jeZ se dotykaji
viech tfi danych kruZnic.
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