Cyklografie

Cyklicky obraz kiivky

In: Ladislav Seifert (author): Cyklografie. (Czech). Praha: Jednota
Ceskoslovenskych matematikt a fysikt v Praze, 1949. pp. 77-84.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402836

Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych matematiki a fysiki v Praze

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402836
http://dml.cz

VI. CYKLICKY OBRAZ KRIVKY

6,I. Obecné Gvahy. Bud K kfivka v prostoru. Jejimu bodu P
je v primétné pfitadén cykl (P), cyklicky obraz kiivky K je tedy fada
cykla. Geometrické misto jejich stfedd je pravothly primét K,
kiivky K. Spojita Fada cykli méa obalku. Necht P, @ jsou dva blizké
body kiivky K, (P), (@) piislusné cykly, T stopa seény PQ,t,t"
spoledné teéné paprsky obou cyklua. BliZi-li se @ bodu P, piejde setna
PQ v tednu kiivky K, T je jeji
stopnik, t', t” teéné paprsky cyklu (P)
z bodu T (obr. 38). Jejich dotyéné
body 7', T" jsou limitni polohy
prusedika obou cyklu ¢ili charakter:-
stické body cyklu (P), ve kterych
se dotyka obilky. Obalka se pra-
videlng sklidi ze dvou vétvi k', k”
(orientovanych), jez opisuji body
T,7T"; t',t" jsou teény v téchto
bodech.

Jen bodim, kde sklon teény je
mensf nez 45°, piislusi realné body
obalky, bodu, kde « = 45°, ptislusi vrchol (pfidruzeny cykl ma s obal-
kou dotyk étyfbodovy). Bodu P, kde teéna je kolma k primétné a P,
tedy bod vratu kiivky K, piisluii cykl (P), pfi éemZ t', t” jsou imagi-
narni teény jdouci jeho stfedem P, a dotykové body jsou tedy imagindrni
kruhové body v nekoneénu. P, je singuldrni ohnisko obalky. Je-li ¢
teéna obratu, jsouit’, t” teény obratu.

Je-li P dvojny bod na K, ptislu$i mu jeden cykl (P), ale dvé rizné
seény dotyku, je-li P bod vratu, jsou i 7,7 body vratu. Prisediku K
s n pifslusi dvojny bod a maé-li teéna odchylku mensi nez 45°, jsou jeho
teény realné. Bodu P odpovidaji nevlastni body 7', T, asymptoté p
tedy asymptoty ¢’, t” obou vétvi.
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Piimky t',¢” jsou stopy rovin, jez jdou tecnou ¢ a dotykaji se
krivky C. Roviny, které se dotknou kfivek K a C tvoff rozvinutelnou
plochu. Charakteristiky (priseénice dvou sousednich rovin) jsou P7T”,
PT". Plochu lze také povaiovati za obdlku cyklografickych kuZelt
P(P). Cyklicky obraz kiivky K jest tedy stopa rozvinutelné plochy (K, C).
K jest dvojnd kiivka plochy, vedle toho mizZe byti je$té jing kiivka
dvojna. K rozvinutelné plose (K, C) patii hrana vratu o, charakte-
ristiky jsou tedny této hrany. Bodim na charakteristikich P7T" 6 PT"
patii cykly, jez se obalky dotykaji v bodech 7", T”; bodu na hrang
vratu patii cykl oskulaéni. ¢, se jevi jako misto stiedi oskulaénich
kruznic, je to evoluta obalky.

Teéné roviny plochy (K, C) maji pudorysnou odchylku 45°,
obaluji tedy plochu stejné odchylky ¢&ili plochu stejného spddu. Charak-
teristiky jsou ,,isotropické’ paprsky.

Hrana vratu o je tedy ktivka, jejiz teény maji od n stejnou
odchylku (45°) ¢i stejny sklon nebo spad. Takové kfivky sluji obecné
Sroubovice. Bud P bod na kfivee o, T stopnik pfisluiné teény. Cykl (P)
je oskulaéni cykl obalky (7") v bodé 7. (T”) je evolventa kfivky oy,
t. j. ortogonalni trajektorie teden této kfivky. Obracené kfivce (T')
v prumétné pati{ evoluta o, (obalka normal) a na vélei kolmém k pri-
métné se zakladnou o, 1ze sestrojiti kfivku o s konstantnim sklonem
45°. Stopa jeji plochy tecen jest (T') a cyklograficky obraz kfivky o
jest fada oskulaénich cykla krivky (7').

6,2. Cyklicky obraz kuZeloseCky. Necht stfedova kuZelosedka k
ma obecnou polohu v prostoru. Kf¥ivky % a C uréuji rozvinutelnou
plochu, na niz k a C jsou dvojné a jejiz stopa na = jest obalka cykla
pfifadénych bodim kiivky & (%, je g. misto jejich stiedit). Dudlni atvar
k tomuto dtvaru jest priiseénd kiivka dvou kuzeld s pfislusnou plo-
chou tefen.*) Dva kuZele druhého stupné uréuji viak cely svazek
ploch druhého stupné; mezi nimi jsou obecné étyfi kuZele a vrcholy
jejich tvoli spoleény polarni étyfstén vsech ploch svazku. Duilné
tedy v uvaZovaném piipadé m4a plocha rozvinutelna (k, C) jesté dveé
dvojné kuzelosetky I, m a roviny »x, 4, 1 kuZelosecek k, I, m s rovinou
nevlastni tvoff spoleény polarni &étyfstén viech ploch vepsanych

*) KADERAVEK-KLIMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie II., 478.
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do (k, C), jei tvori fadu. Kazda z uvedenych ¢étyf rovin je ostatnimi
tfemi protata v trojuhelniku polarnim prislusné dvojné kuzelosecky.

Stupeni plochy (k, C) se uréi korespondenénim principem nebo také
jde z toho, Ze na pi. prisek s rovinou kuZelosecky k sestavd z této
dvakrat poditané a Sty povrsek, totiz teéen vedenych ku k z bodi,
v nichz C sece rovinu kfivky k. Stupeni je tedy 8, tiida 4. Prisek
plochy (k, C) s = je tedy kfivka (T') stupné 8, tfidy 4 s osmi dvojnymi
body v priuseéicich s C, k, I, m. (T) jevi se jako spoleénd obdlka tfi fad
cykliv se stfedy na kuZeloseckdch ky, 1, m,. Te¢nou kterékoli z krivek
k, 1, m, C jdou dvé te¢né roviny plochy, jez se tedy dotykaji ostatnich
tti kuZeloseéek. Bud S, bod v nekoneénu ve sméru kolmém k 7.
Z ného jdou ku C dvé tedny, které jdou i body kruhovymi J,, J,
v roviné xn. Pfimkami §_J,, SJ, jde tedy po dvou rovinach, které
se dotykaji kiivek k,I, m. V pramétu pravouhlém do » maji tedy
ky, I, m, Ctyfi spoleéné teény, jez jdou kruhovymi body J,, J,, ¢ili
ky, 1y, my jsou konfokdlni.

Pély roviny k fadé ploch vepsanych do (£, C) vypliuji piimku.
Roviny n dotyka se jedna plocha Fady, sete tedy z ve dvou primkach
P, ¢ a to jsou dvojné tecny kiivky (T'), nebot rovina na pi. primkou p,
jez se dotyka i C, jakoZto teéna rovina dvou ploch fady, je teénou
rovinou plochy (k, C) podél jisté pfimky. Pfimkou p jdou dvé tecné
roviny k C, tedy p se dotkne (T') ve dvou riznych bodech.

Cyklické pole lze dvojim zpusobem pievésti v jiné Laguerrovou
inversi (5,2, cvié. 5,2,2 a 5,2,3). V prostoru tomu odpovidaji
.»Symetrie“, jez pfevadéji na pf. rovinu # do 4. Dle toho jsou tfi pary
Laguerrovych inversf, jez prevadéji uvazovanou obélku cykla v kuzelo-
secku. Jen jeden pér je redlny.

6,3. KruZnice dotykajici se dvakrat dané kuZeloseky (bitangenciilni).
Bud k stfedova kuzelosetka v 7. Rozvinutelnd plocha (k, C) ma roviny
A, u, jez jdou osami kuZelosetky k kolmo ku =z, za roviny symetrie
a v nich lezi dvojné kuZelose¢ky I, m. Spole¢ny polarni étyfstén vsech
ploch vepsanych je tvofen rovinami z, 4, £ a rovinou nevlastni, majf
tedy viechny plochy spoleény stted O (ve stiedu kuzelosecky k) a tytéz
roviny symetrie.*) Cyklické obrazy krwek 1, m jsou fady kruénic, jeZ
maji stfedy na jedné neb druhé ose a dvakrdt se dotknou kfivky k.

*) KADERAVEK-KLiMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie II., str. 545.
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Je-li k parabola, pak plocha (k, C) ma mimo x jen jednu rovinu
symetrie, kterd osou paraboly jde kolmo ku z. Ostatni dvé stény
spoletného polarniho étyfsténu splyvaji s rovinou nevlastni.

V obr. 39 bud £ elipsa s osami z, y. KuZelosecka ! v roviné 4 jdouci
osou x zobrazena je ve sklopeni do x kol osy x . I, md vrcholy jedné osy
v ohniskach kiivky k (bitangencialni kruznice s polomérem nulovym).

Bodu P na [ pFislusi kruznice, jez se k dotkne ve dvou bodech realnych
neb imaginarnich, extrémni pfipad odpovida bodu S, kde S, je stfed
kiivosti ve vrcholu 4. S, je tedy bod na [,, kde tedna ma sklon 45°.

Podobné jest druhda dvojnd kuZelosetka otodena kolem y do m,.
Jedna osa splyva s AB, druhd je imaginarni a vrcholy jsou v imagi-
narnich ohniskdch na y ve vzdalenosti 4 ei od stiedu ¢ili vedlejsi osa
hyperboly m; méa délku 2e. KruZnici k¥ivosti ve vrcholu C odpovida
bod U na m.

Hrana vratu plochy (k, C), je-li k stfedova kuZelosecka, jest
prostorova kiivka stupné 12 s 16 body vratu, jeZ jsou po GtyFech
na dvojnych kuzelosedkach. Tato prostorova kiivka se promita jako
evoluta kfivky k, stupné 6, t¥idy 4, jez ma po dvou bodech vratu
na z, y a na piimce v nekoneénu a jeité 4 dvojné body.

6,4. Jaké prostorové kfivce odpovidad v roviné cykloida, epi- a hypo-
cykloida?
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Rovnice prosté cykloidy ¢ jsou
x = r(p — sinp), y = r(1 — cosp) (obr. 40).

Normala bodu M prochizi bodem dotyku XN, pohyblivé kruZnice
s osou Oz. Lze tedy cykloidu povaZovati za obdlku kruznie, jeZ maji

stted v N, a polomér N\.M = 2r sin}e, jak patrno z obrazku 40. Bod
N v prostoru ma tedy soufadnice

x=rp, y=0, z-=2rsin}y;

to jsou rovnice piisludné kiivky v prostoru.

Obr. 40. ' Obr. 41.

Jedné-li se o eykloidu prodlouZzenou, jiz opisuje bod P na prodlou-
zeni poloméru OM, prochézi ovSem normaila opét bodem N,, polomér
kruznice dotyku je N, P a rovna se koté bodu N, jeZ se vypoéte z rovnice
(APON,):

2 =7+ (r + d)® — 2r(r + d) cosp.
Podobné pro cykloidu zkracenou.

Ovsem takové rovinné kiivce patfi mimo uvedenou kfivku
v prostoru jeSté jiné krivky, totiz dalsi dvojné kiivky rozvinutelné
plochy uréené danou kfivkou a kfivkou C. Mimoto cykly odpovidajici
jejim bodim majf jedté jinou obilku. V nafem piipadé obydejné cyklo-
idy je to cykloida symetricka dle Oz.
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Epicykloidu opisuje bod M na kruznici o poloméru r, jez se kotali
po vnéjsi strané kruZnice o stfedu O a poloméru R. V obr. 41 je zékladni

poloha volena tak, Ze M splyva s S na ose Ox. Oblouk ‘S’:’\\’l rovna se
oblouku ]lﬁ\’l na hybné kruznici, tedy Rp = ry, z ¢eho p = E(p,
;

Normaéla bodu M jde bodem N, (okamzZitym stfedem otacenf), lze tedy
epicykloidu pokladati za obalku kruznic o stfedu N, a poloméru MN,.
Bod N v prostoru, jemuz patii cykl (N), ma soufadnice:

x = Rcosp, y= Rsing, z= N, M = 2rsinly.

. R o . . .
Oznaéme —=n pak kfivka v prostoru jest ddna rovnicemi

x = Rcosp, y= Rsing, z2=2 % sindng.
Proberme nékteré pfipady.
Pro n = 1 jest prostorova kiivka
x = Rcosp, y= Rsing, z= 2R sinlyp;
lezi tedy na valcich
22+ y2 =R 22 =2R(R — )
a na kuzelu cyklografickém
(@ —Rp +y*—22=0

Je to znaméa hypopéda. Kaidy cykl pridruzeny bodu kiivky jde
bodem S(R, 0, 0). Druhy charakteristicky bod 7T je symetricky poloZen
8 bodem S dle teény bodu N, a opisuje zfejmé kardioidu (srdcovku).

Pro n = 2 jest v prostoru kiivka
z = Rcosp, y = Rsing, z = Rsing,
tedy elipsa na rota¢nim vélei s osou Oz a poloméru R vytata rovinou

% = 1. Pfisludnd epicykloida ma bod vratu S a bod S’ diametralné

protilehly. Vsechny cykly se dotykaji osy Ox.
Pro n = 4 jest
z = Rcosp, y= Rsinpg, 2z = }Rsin2gp,
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tedy prostorova kfivka je na plochach
x* 4+ y* = R?, 2R = zy.

a ma dvojny bod Z_. Mimo rotaénf valec je ve svazku ploch takto
uréeném jesté dvojice valet parabolickych

(* + ¥)?? — BR(R + 22) = 0.

Primét kolmy na nékterou z rovin z 4+ y = 0-je parabola a kfivku
Ize snadno sestrojiti.

Obalka cykli se zde rozpadd v epicy-
kloidu na vnéjsi strané pevné kruznice a / (Q\ h
asteroidu na strané vnitini. Spoleéné body
vratu jsou v bodech (4 R, 0,0), (0, £ A
+ R, 0).

Podobné uvahy lze udélati i pro hypo-
cykloidy.*)

6,5. Cyklicky obraz kfivky v roviné
misotropické’. Méjme kiivku %k v roviné
,,isotropické* . Stopa roviny bud p°,
prumét kiivky k, (obr. 42), P bod na £k,
(P) pfidruzeny cykl. Cykl se dotyka stopy
p® v bodé N, p° je jedna &ast obilky. Obr. 42.

Druhy charakteristicky bod dostaneme,

sestrojime-li z bodu 7', jenZ je stopnikem teény ¢ kiivky v bodé P,
druhou te¢nu ¢’ k (P). Dotykovy bod P’ patF obilce a ¢’ je jeho teéna.
Vytvarny zakon této kiivky %’ lze tedy vysloviti také takto: Sestro-
jime-li dle katdé teény t, kfivky k, symetrickou pfimku s p°, obaluje tato
pfimka kfivku k',

P’P, je normala obéalky k' v bodé P’; pfimky P,P’ a PN sviraji
s teénou ¢, stejné tihly. Je-li NP, smér svétla, je PP’ paprsek odraZeny
na kiivce &, a k' ortogondlni trajektorie téchto paprsku (antikaustika).
Obracené lze Hei:

Antikaustika rovinné kftvky k, pro rovnobéiné paprsky jest cyklicky
obraz priseiné kfivky vdlce, ktery md k, za Fidici kfivku a je kolmy

*) Podrobnéji o této otazce jedna W. BLASCHKE: Bemerkungen tiber
allgemeine Schraubenlinien, Monatshefte Math. Phys. 19 (1908), S. 188.
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k pramétné, s rovinou ,isotropickou*, jejiz stopa je kolmd k paprsku
svételnému. Kazdé z t&chto rovin pati jedna kfivka &’ a viechny jsou
spolu rovnobézné.

Cvilent 6,5,1. Jest dana parabola p v roving ¢ s odchylkou 45°. p a C urédi
rozvinutelnou plochu a jeji hrana vratu je prostorové kfivka tietiho stupnd
(8roubovice). UvaZujte duélni dtvar! Stopa plochy tefen je cirkularni kfivka
st. 4 a tFidy 3.

6,5,2. Dédna jest rovina ¢ stopou a odchylkou a v ni leZief kuZelose¢ka k;
jeji pramé&t bud elipsa &, dand osami. Dalsi dvojné kuZelosetky plochy budte
l, m. Sestrojte jejich roviny a urfete pruméty I,, m,. Déle urfete dvojné body
a dvojné teény ktivky (7).

6,5,3. Dana je hyperbola h v primétné n. Sestrojte kuZelosetky I, m, jejichZ
obrazy jsou fady bitangencidlnich kruZnic kiivky h. TotéZ pro parabolu.

6,5,4. Déna jest kuZelosecka. Sestrojte bitangencialni kruZnice, které hovi
ndkteréd z nasledujicich podminek: a) jJdou danym bodem, b) dotykaji se pfimky,
c) dotykaji se dané kruZnice, d) sekou danou kruZnici kolmo nebo v daném uhlu,
e) dané dva cykly sekou ve stejnych uhlech.

6,5,5. Jsou dany tii cykly se stiedy na téZe pifimce. Sestrojte kuZelosetku,
jeZ se kazdého z nich dotkne ve dvou bodech.

6,5,6. Jsou dény dvé kruZnice. Sestrojte parabolu, jeZz se kaZdé dotkne
ve dvou bodech.

6,5,7. Sestrojte kuZeloseé¢ku, jeZ se dané kruZnice dotkne ve dvou danych
bodech a jde danym bodem nebo se dotykéd dané piimky.

6,5,8. Jaké prostorové kiivce odpovidda v prumé&tné z bicirkuldrni kiivka
étvrtého stupnd? (Pozn.: Tuto kiivku lze povaZovati &tverym zplsobem za
obdlku kruZnic, jeZ maji stfedy na kuZeloseéce a sekou kolmo tutéZ kruzniei).

6,5,9. Sestrojte plochu o sklonu 45°, které mé za stopu parabolu ¥ = z.
Ukaite, Ze je stupné 6 a hrana vratu ma rovnice
T=32+4, y=4B, 2=+ 4+ )i,
Ohledné literatury viz Schilling, Zeitschrift fiir ang. Mathematik u. Mechanik 3
(1923), Mathematische Zeitschrift 34 (1932). V posledni praci ukazuje, Ze tato
plocha muZe byt povaZovana za ,.diskriminantni plochu‘ rovnice
oty =0.
Hledéme-li prasediky kiivek
w¥=x  (t—pP+(y—q*=2d,
dostaneme
Y+ (1—2P—2qy+ P+ —0)=0;
kaZdé poloze bodu (p, ¢, ¢) odpovidé rovnice uvedeného typu.
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