Cyklografie

UZiti cyklické projekce a Laguerrovych transformaci

In: Ladislav Seifert (author): Cyklografie. (Czech). Praha: Jednota
Ceskoslovenskych matematikt a fysik@ v Praze, 1949. pp. 95-101.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402838

Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych matematiki a fysiki v Praze

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402838
http://dml.cz

VIII. UZITI CYKLICKE PROJEKCE
A LAGUERROVYCH TRANSFORMACI

Ukazeme v na’mslédujicim, jak z nékterych vét prostorové geometrie:
pomérné jedpoduchych vychéazeji véty o cyklech a paprscich zdanlivé
velmi slozZité.

1. Kuzelosecka k v prostoru a dvé mimobézky m, n, které ji sekou
v bodech M, N, uréuji plochu druhého stupné P (hyperboloid).
Kazdi piimka, jez sece k, m,n je povrska druhého systému. Budte
p, ¢ dvé takové pricky sekouci k' v bodech P, @. Pak dvojice m, n
a p,q tvoki prostorovy (zborceny) étyfikelnik s vrcholy A, B, C, D.
Tecné roviny v bodech M, N, P, @ urtené pokaidé te¢nou ktivky k&
a pFislu§nou pfimkou sekou se v jediném bodé S, pélu roviny kuzelo-
setky k plose P.

Necht k je nyni zikladni kuZelose¢ka C v roviné nevlastni,
m, n, p,q tedy ,isotropické* pfimky. Vrcholim A, B, C, D patii
cykly a dva sousedni se dotykaji v cyklickém pofadku v bodech
1,2, 3, 4. Stranam &tyFidhelnika patfi dotykové paprsky. Uvedeny
hyperboloid je nyni cyklografickd koule o stiedu S, strany ¢tyiahel-
nika jsou jeho povriky a paprsky te¢né jsou stopy teénych rovin
v nevlastnich bodech téchto pfimek. Mame tedy vétu:

Dotgjkaji-li se cykly (A), (B), (C), (D) v cyklickém pofddku (obr. 46),
pak dotykové paprsky obaluji novy cykl (S) a tento md od dangch cykla
tuté? tecnovou veddlenost (rovnou poloméru cykl. koule). Dotykové body
leZt na kruznici soustfedné s (S) (stopa cykl. koule) a stfedné A,B,, B\Cy, ...
dotknou se rovnéz kruznice soustfedné (padorys hrdlové kruznice).

2. Uvaime ted vétu dualni k vété zpocatku uvedené. Méjme
prostorovy &tyFuhelnik ABCD a jeho strany at se dotykaji kvadra-
tického kuzele s vrcholem V. Pak jest uréena plocha druhého stupné F,
ktera obsahuje strany ¢étyfahelnfka a mé kuZel za kuZel teény. Dotyka
se ho podél kuzZelosetky v roviné », na které leii tedy dotyéné body
stran ¢tyithelnika s kuZelem. » je polarni rovina bodu ¥V ku F.
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Bud uvazovany kuzZel cyklograficky s vrcholem V. Bodim 4, B,
C, D patii cykly v uvedeném pofadku, stranim AB, BC, ... vidy dva
paprsky, z nichZ jeden se soucasné dotyka cykla (4), (B), (V), dale
jeden cyklu (B), (C), (V) atd. Dotykovym bodim stran s kuZelem patii
cykly, které se dotknou cyklu (V). Mame tedy vétu:

Cykly (A4), (B), (C), (D) v uvedeném cyklickém pofidku uréuji étyrt
pdry spoleénijch tecnych paprski. Dotykaji-lv se &tyfi, jeden z kaZdého
pdru, téhof cyklu (V), pak cykly linedrnich fad (AB), (BC), (CD),
(DA), jet se dotykaji cyklu (V), patfi témui cyklickému poli (obraz
prenechiavame étendfi).

3. Vratme se jesté jednou k plose F s dotykovym kuzelem V(C),
na které lezi prostorovy ¢tyfuhelnfk A BCD. Stopa této plochy v roviné
nevlastnf je kuZelosetka, jeZ se dvakrat dotkne kuZelosetky C na ne-
vlastni piimce roviny ». F a C uréuji rozvinutelnou plochu spoleénych
teénych rovin, jeZ se zde rozpada ve dva kuZele. V(C) je jeden, druhy
bud W(C). (Dudlné, dotykaji-li se plocha F a kuZel ve dvou bodech,
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rozpadne se priisetna k¥ivka ve dvé kuZelosetky). Odtud plyne v pro-
jekei cyklické zajimava véta:

Cykly (A), (B), (C), (D) uréujt v uvedeném cyklickém pofddku étyri
pdry spoleénijch tednych paprska. Dotgkaji-li se &yFi, jeden z kaZdého
pdru, cyklu (V), dotyjkaji se ostatni ctyFi opét nového cyklu (W),

V obr. 47 volen napfed cykl (V), jeho &ty¥i teéné paprsky a, b, c, d.
Pak sestrojeny cykly (4), (B), (C), (D), jez se dotknou vidy dvou
paprski v cyklickém pofadku. Nové spoleéné teéné paprsky se dotykaji
cyklu (W).

Obr. 47.

4. Bud ABCD ¢&yrstén, jehof stény «, B, y, & jsou roviny.,,iéatro-
pické“ (x prot&jsi k 4,8 ku B atd). Ortogondlns praméty vrcholi
A,, By, Cy, D, jsou na kruznici. '

Dtkaz: Body 4,, B,, C,, D, jde svazek kuZeloseCek a ten sede
nevlastni{ pfimku roviny = v involuci bodové, ke které patif piry
uréené pfimkami 4, B,, C, D,, resp. 4,C,, B,D,nebo A,D,, B,C,.Stopy
rovin «, f, y, 6 v nevlastni roving tvoif &tyrstran kiivece C opsany
a jeho prot&jsf vrcholy spojeny s pélem P roviny z (na kolmici ku )
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davaji také pary involuce. Ale na p¥. pruseénice («, §) je identicks
s hranou CD, (y, §) s AB atd., tedy involuce svazku (P ) sec¢e nevlastni
piimku roviny x v involuci identické s involuci vytatou svazkem
kuZelosedek o zakladnich bodech 4,, B,, C;, D,. Ale jeden par involuce
(P) jsou teény ku C, které jdou kruhovymi body roviny =. Jedna
kuZelosecka feGeného svazku je tedy kruznice.

Dalsi vlastnost ¢tyrsténu uvaZovaného jest, zZe protéjéi hrany jsou,
stejné , dlouhé (maji tutéz cyklografickou délku).

Dtkaz: Budte ¢y, ,, t,, ¢, nevlastni pfimky rovin «, g, y, 8, jez tvori
étyrstran opsany kiivee C. Jedna jeho uhlopfi¢ka, na pt. (4t,) . (faty)
nesec¢e C v redlnych bodech, lze tedy Ssikmou symetrii, jiZz v pramétné
odpovida Laguerrova inverse, prevésti ¢tyistén ABCD v jiny, takze
hrany (xf) = CD, (y8) = AB jsou rovnobéziné s primétnou z. Mame
tedy d&tyrstén, jehoz viechny stény maji od = odchylku 45° a dvé
protéjsi hrany rovnobézné s primétnou. V primétu se pak jevi 4,B,,
C,D, jako prumeéry kruZnice a tedy AB = CD (v obydejné i v C-geo-
metrii). Pravé tak ostatni dvojice protéjsich hran.

Z téchto vlastnosti plynou zajimavé vztahy v cyklické projekei.
Stény étyrsténu ABCD maji za stopy paprsky a, b, ¢, d (s nalezitou
orientaci, 1,2), vrcholim pat¥i cykly, které se vidy dotykaji t¥{ z onéch
étyr paprski. V projekei tedy:

Ddny jsou 8tyfi paprsky. Sestrojme cykly, které se vidy tFi z danyjch
paprski dotykaji. Pak stiedy jejich jsou na kruZnici a tenové vzddlenosti
védy dvou a dvou zbyvajicich jsou stejné.

Uhlopticky étyrstranu t,t,t,t, opsaného kiivee C tvoi jejf polarni
trojihelnik. Kazda thlop#icka je viak nevlastni pfimka roviny rovno-
bézné s parem prot&jsich hran é&tyrsténu ABCD. Vedeme-li kazdou
jeho hranou rovinu rovnob&znou s hranou protéjsi, dostaneme Sestistén,
ktery tvoif obdobu pravouhlého rovnobéZnosténu euklidovské geo-
metrie. Jako tam viech osm vrcholi lezi na kouli, leZf také osm vrchold
nadeho Sestisténu na cyklografické kouli a jejf stfed je sttedem tohoto
rovnobéznosténu. Jemu vz piisludi cykl — stFedni cykl — vySe uvede-
nych &yt cykld danych &tyfmi paprsky. Od ného maji viechny cykly
tuté? teCnovou vzddlenost.
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Bud K cyklografickd koule jdouecf vrcholy détyrsténu ABCD
(4, 4, cvié. 7). Pak na pf. sténa (4BC) = § mé v roviné nevlastni
piimku ¢,, jez se dotkne kiivky C v T, a sete K v parabole. Touto
parabolou a kiivkou C jde kuZel s vrcholem S, na polafe ¢, ptimky
ty . t4 je v roviné nevlastni, tedy reciprokd polira ¢, jde stiedem M
cykl. koule a bodem T',. Je to tedy ,,isotropicka‘‘ pfimka. To platf
o viech sténdch étyrsténu a stiedy vSech kuZela S; lezf na cyklografic-
kém kuzelu o sttedu M. V projekci mame vétu: |

Jsou-lt v & &yfi paprsky a, b, ¢, d a cykly (4), (B), (C), (D), které
se vidy tFi z nich dotijkaji, pak vidy i = téchto ctyF cykli se dotgkaji
dalstho cyklu S; a tyto &ty nové cykly se dotknou téhof cyklu (M).

t, je geom. misto stiedd v3ech cyklografickych koulf, jez jdou
parabolou v roviné (4 BC). Stopnik této piimky na 7, jenZ lezi na cyklu
(M), je sttedem cykl. koule, jejiz stopni a hrdlova kruZnice je kolma
k cyklim (A4), (B), (C). Tedy cykly (A4), (B), (C), (D) ddvaji po tfech
body stejnijch mocnosti a ty leZi na cyklu (M).

5. Tri plochy druhého stupng maji spoleénych 8 bodt. Rikime
jim skupina asociovanych bod#. Plocha stupné druhého je dana
deviti body. Osmi body jde obecné svazek ploch ( co?) stupné druhého,
sedmi body cely trs (o0?). Ke zvolenym sedmi bodim lze sestrojiti
osmy, ktery s nimi dopliiuje skupinu asociovanych bodid. Je-li v trsu
plocha zvrhla ve dvojinu rovin, pak jsou étyii body skupiny v jedné
a StyTi ve druhé roviné, nebot étyfi body v prvé a tii ve druhé roviné
uréujf trs, jehoZ jedna plocha sestdva ze dvou rovin a musi tedy obsaho-
vati 1 osmy bod. Vrcholy rovnobéznosténu tvofi takovou skupinu
asociovanych bodi.

Sestrojme podobnou skupinu. V roviné g at jsou dany body 1, 2,
3, 4, ty uréuji Sest spojnic: 12, 13, .... Vedme kaZdou z nich jednu
rovinu a oznatme je (I12), (13),.... Pak mame tii plochy zvrhlé
ve dvojiny rovin: (12), (34); (13), (24); (14), (23). Skupina asociova-
nych bodu je tvofena body 1,2,3,4 v roviné p a jinymi &tyfmi,
ve kterych se sekou vidy roviny nasledujicich trojin: (12), (13), (23);
(12), (24), (14); (34), (13), (14); (34), (24), (23). To jsou roviny jdouci
stranami jednoho ze étyt trojahelnika tvofenych body 1, 2, 3, 4. Tyto
&tyti body jsou tedy v jedné roviné o.
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Uzijme tohoto vysledku v cyklografii. Budte v primétné = ¢étyti
body 1,2, 3, 4. Roviny vedené spojnicemi 12, 13, ... budte roviny
,;isotropické'‘, kazdou spojnici jen jedna, jinymi slovy dejme této
spojnici uréitou orientaci. Pak praseéikiim téchto rovin patii eykly
vepsané trojihelnikim 123, 124, ... tvofenym vidy tfemi paprsky.
Priseéiky jsou v jedné roving a cykly patii témuz cyklickému poli.
Maime tedy vétu:

Ctyfi body v pramétné m uréuji Sest spojnic. Pfisudme jim libovolnou
orientact a mdme Sest paprskn, jef tvofi &yfi trojihelniky s vrcholy
v dangjch bodech. Cykly vepsané témto trojihelnikam patfi témuf cyklic-
kému poli.

Tuto vétu lze zobecniti. Provedeme-li dilataci, dostaneme misto
&tyT bodu 8tyti cykly o témz poloméru a Sest paprskd, z nichz se kazdy
dotkne dvou eykli. Trojina paprskd, jeZ se dotykaji t¥{ riiznych cyklu,
urtuje novy cykl a ¢étyii takto sestrojené cykly patii téze linedrni
kongruenci.

Jesté obecnéj$i vétu dostaneme, uzijeme-li Laguerrovy inverse
a prevedeme 7 do obecné roviny, nebo vyjdeme-li od étyrrohu v obecné
roviné pfimo. Vétu lze vysloviti:

Patfi-li é&tyFi cykly témus cyklickému polr, uréuji vidy dva z nich
dvojinu spolecnyjch tecnyjch paprski. Vezmeme-li jeden z kazdé dvojice,
dostaneme paprskovy Sestistran a i paprsky, jeZ patFi jedné trojiné
z piwodnich &yF cykla, uréuji paprskovy trojihelnik a cykl jemu vepsany.
Cty#i takto ziskané cykly patFi témuf cyklickému poli.

6. Vratme se opét k pivodni konfiguraci na poédtku odst. 5.
Mél jsme skupinu osmi asociovanych bodi, ale mame také dudlni
skupinu osmi asociovanych rovin, jez tvori basis trsu ploch druhé
tiidy. Jako zvrhlé plochy vystupuji zde dvojiny bodt, kazdym jdou
¢tyfi z osmi rovin, Skutedné, na pf. bodem I jdou roviny g, (12), (13),
(14), zbyvajici roviny (23), (24), (34) sekou se v jednom bodé na o,
ktery s prvym tvofi jednu plochu trsu. Odtud plyne opét zajimavy
vysledek, volime-li za g rovinu ,,isotropickou‘‘, nebot pak sedm z uvazo-
vanych rovin se dotyka kiivky C, tedy dotyka se i osma a mame novou
vétu:

Necht &yri cykly se dotykajs téhof paprsku. Po dvou ddvaji novijch
Sest spolecnijch paprski tecnijch a tyto po tiech urduji nové Ctyfi cykly.
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Tyto CtyFi cykly se opét dotgkaji jednoho paprsku. Oznacime-li pavodni
cykly (4), (B), (C), (D), pak (B), (C), (D) maji vedle p° jeité t¥i tecné
paprsky, jichz se dotkne cykl (A4'), (C), (D), (4) uréuji rovnéz tii
paprsky, jichz se dotkne cykl (B’) atd. Cykly (4'), (B'), (C'), (D)
dotknou se tého# paprsku. Obraz pfenechavame étenafi.

101



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T09:57:35+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




