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i. DUOKAZ VETY PYTHAGOROVY

A) Euklidav dikaz P.v. (Dikaz proménou ploch.) Tento dikaz se
opfré o vétu:

Dva trojthelniky si jsou rovny (t. j. maji tentyZ obsah), jestlize
se shoduji v jedné strané a k ni p¥sluiné vysce.

Obr. 1.

V obr. 1 je ABC pravouhly trojihelnik a nad jeho stranami jsou
sestrojeny étverce BFGC, ACHK, AEDB. Vrchol C spojme s bodem D
a vrchol A s bodem F'. Vy&ka pravoihlého trojihelnika rozdéli étverec
nad pfeponou na obdélniky AEMJ, BJMD. Ve &¢tverci BFGC nary-
sujme posléze thlopiiku CF. Nyni plati
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ABF = DBC, nebot AB = DB, BF = BC,
X ABF = 90° + f = < DBC.
Viimnéme si, Ze podle prve vyslovené véty o rovnosti dvou trojihel-
nfka je

DBC = DBJ a téz BFA — BFC a tudiz DBJ = BFC.

Ale DBJ = $MDBJ a podobné BFC = $BFGC a proto MDBJ =
= BFQC.

K tomuto vysledku miZeme pfipojiti jiny, ktery by se odvodil
uplné stejnym postupem: EMJA = ACHK. Seltenfm obeu téchto
&dsteénych vysledkd obdriime

AEDB = BFGC + ACHK.

Slovy vyjadieno: Ctverec nad pfeponou pravoihlého trojihelntka rovnd
se soultu Ctverct, nad obéma odvésnami.

Rovnici vyjadfujici P. v. miZeme dati jednodussf a ponékud pe-
hlednéjsf tvar, jestliZe zavedeme, jak je zvykem, toto oznadeni:
AB = ¢, BC = a, AC = b. Pak dostaneme

¢t =a?+ b,
coz je obvykly tvar P. v. psané rovnici.

B) Dikaz véty obrdcené. Nyni jsme si dokézali, Ze pro pravouhly
trojthelnfk platf P. v. Zbyva jeité dokazati, ze tato véta platf jen a jen
pro trojahelnik pravouhly (a Zadny jiny).

Abychom si véc, o nfz nam ted pujde, bliZe vysvétlili, uvedu zde
piklad. Zvlistnf piipad étyrihelniku je lichobéinfk rovnoramenny,
a tomu miZeme opsati kruznici. Nynf je otdzka: MiZeme opsati kruz-
nici jen lichobéZniku rovnoramennému a Zidnému jinému é&étyrihelnfku
nebo existuje jeSté néjaky, jisté Ze zvlastni étyrahelnik, jemuZ se d4
taky kruZnice opsat? V tomto piipadé je odpovéd snadn4, nebot vime,
ze kruZnice se di opsati kazdému &tyrthelniku tétivovému. Mame-li
tedy &tyrihelnfk, jemuZ lze kruZnici opsati, nemizeme tvrditi, Ze tento
étyrihelnik je rovnoramenny lichob&znfk.

A taté? otdzka se naskytd i zde. Plati P. v. jen pro trojahelntk
pravoihly nebo existuje jesté néjaky, jisté, Ze zvlastnf trojuhelnik, pro
néjz tato véta plati? Jinak Fefeno, mame-li trojihelnik, o némz plati
P. v., miZeme se odvaZiti tvrzeni, Ze to je trojahelnik pravouhly?



My si v dalim ukéZeme, Ze P. v. plati vskutku jen pro trojahelnik
pravouhly a Zidny jiny.

Jestlize mdme néjaky trojahelnik, pak uhel y, leZici proti strané c,
muZze byti bud ostry nebo tupy a nebo pravy. V tomto poslednim
piipadé plati o stranich trojihelnika P.v. V&impéme si nynf bliZe
prvnich dvou pfipadi.

1. y < 90°. Zde musime rozliSovati 2 rizné pipady: y neni v da-
ném trojithelniku tihel nejvétsf a y je v daném trojhGhelniku dhel nej-
vétsf.

a) ¥y < 90° a neni v trojuhelniku dhlem nejvétdim. Nejvétsim
thlem je pak jiny thel tfebas x. Ponévadz y < «, musf platiti

¢ <a tli & < a?
a tim spide plati
2 < a4 B

b) y << 90° a je to zhdrovell nejvét¥i ihel v daném trojthelniku.
Potom vy&ka jdouci vrcholem B (obr. 2a) rozdéli trojahelnik na 2 troj-
ahelniky pravoihlé, pro néz platf P. v. Oznadme tuto vysku z a tsek
na strang b pfilehly strané a oznaéme y. I plati

r <a atéz y <b
&k

< a* a téZ y* < b2
Sedtenim obou téchto nerovnin dostaneme x2 4 y? < a* + &2 &ili
c? < a? + bi’

nebot z? + y? = c¢%. Vidime, Ze o strané ¢ plati nerovnost ¢? < a® + b?
vidy, jakmile Ghel y < 90°.

(54

Obr. 2b




2. Predpoklidejme nyni, Ze y > 90° (obr. 2b). Spustme opét
s'vrcholu B vysku, kterou oznadéime x a vzdalenost jeji paty od vrcholu
C oznaéme y. Tu plati

=z (b4 y)2

Na pravé strané této rovnice po povyseni miZeme vynechati ¢len 2by
a obdrzime pak tuto nerovnost

2> 2% + y? 4+ b2
Ale to miZeme psiti v tvaru
02 > a2 + b2’
nebot a? = x? + y2. Tim jsme vlastné dokazali, Ze pro stranu c, ktera
je protilehld tupému vhlu ¢ plati ¢? > a® + b2
Nynf si zopakujme vysledky, k nimZ jsme aZ dosud dospéli. Doké-

zali jsme, jestlize

y = 90°, plati ¢z = a® 4 b2,

y < 90°, plati ¢* << a® + b?,

y > 90°, plati ¢® > a® + b2
Jiny piipad jiZz nastat nemtze a proto P. v. plati vskutku jen a jen pro
trojiihelnik pravohly.



2. ROZSIRENI PYTHAGOROVY VETY

a) V nasledujicim budeme potfebovati tuto vétu:

Pravidelny n-ihelnik je jednoznalné uréen jednim prokem.

Nejprve si ukdZeme, Ze tato véta plati, je-li uréovacim prvkem
polomér kruZnice opsané. Spojime-li totiz jednotlivé vrcholy pravi-
delného n-thelnika se stfedem kruZnice opsané, rozdéli se n-tihelnik
na n shodnych stfedovych trojahelnikia. Jejich tihel p¥i stfedu’je %
Je-li tedy pravidelny n-ihelnik dén polomérem kruznice opsané, roz-
délime plny uhel pti stfedu jejim na n stejnych dili. Ramena téchto
hld naim vytnou na kruZnici vreholy Zadaného n-thelniku.

~ Je-li dan pravidelny n-uhelnik jinym uréovacim prvkem, sestro-
jime nejprve podle pfedeslého libovolny pomocny pravidelny n-thelnik
a pak pomoci podobnosti n-thelnik hledany.

Pro nés mé pravé dokdzana véta ten vyznam, Ze z ni vyplyva, e
pravidelny n-thelnik je jednoznadéné uréen svou stranou a,. Potom
vSak jeho obsah P, je pfimo imérny &étverci této strany, t. j.

P,=k,.a2,
kde k, je néjaké &islo zavislé pouze na 7 a nikoliv na délce strany a,,.
Tak na pifklad:

Py

P, =a’ tudiz k, = 1,

ol V_f tudfs &y = 143

~

P." =as. ﬂ2/§ tudiz k¢ = 371/3 atd.

b) Toho vSeho pouZijeme nynf k roziffeni P. v. Rovnici
¢t = a? + b2
¢imz obdrzime
k. = k,a® 4 kb2 )
Ale vyrazy k.2 k,a? k,b* ndm vlastng predstavuji obsahy pra‘,videl-
nych n-thelnikt o stranach ¢, a, b, jez jsou mezi sebou podobné. Tim
jsme dospéli k roziffené vété Pythagorové:

znasobme éislem %

n?
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Pravidelny n-thelnik nad preponou rovnd se soultu -pravidelnijch
n-thelnikid nad odvésnamsi.
c) Jinou zajimavou vétu dostaneme, jestlize rovnici
| ct=a%+ b
znasobfme } Ludolfova &sla. Dostaneme
T T

Tea_ T T
4c—4a—{—4b.

Aviak souéigy %c’, Z(ﬁ T jsou vlastné obsahy kruhti o polo-
mérech }c, }a, 3b. Podle toho mu%eme vysloviti v&tu, jeZ je novym
rozéffenim P. v.:

Obsah ‘kruhu opsaného nad pFeponou jako nad primérem je roven
soultu obsahit obou kruh®t podobné sestrojenyjch nad obéma odvésnams.

d) Této véty pouZijeme v dalsfm. Starofeéti matematikové se po
celd staleti snaZili provésti kvadraturu kruhu. To je tloha sestrojiti
¢tverec (nebo jiny rovinny obrazec kbery by se dal néjakym zpisobem
proméniti ve étverec) téhoz obsahu, jako ma dany kruh. Ted jiz vime,
Ze to je uloha nefesitelnd. Oznaéime-li totiz polomér kruhu r a stranu
hledaného ¢tverce x, musf platiti

22 =nr? Gl x = rVr—l:,
kde = je Ludolfovo ¢islo. O tomto &islu viak ted vime, %e se ned4 na-
rysovati Gsecka, jejiz délka by byla = cm. MiiZeme narysovati Gsecku,
jejiz délka je vyjadiena &fslem velmi blizkym Ludolfovu éislu, ale na-
prosto pfesné znazorniti toto ¢fslo tsetkou nemuZeme. Neumime-ki
sestrojiti tuto délku, tim vice ndm bude piusobiti obtiZi sestrojeni
tisedky |/=.

O této nesnazi viak staroredti matematikové nemséli tuseni a za-
byvali se kvadraturou kruhu velmi
usilovné. Pfi tom Hippokrates (po-
chézel z ostrova Chios a Zil v 2. polo-
viei V. st. pf. Kr.) pfiel na zajimavou
véc, a tu si nyn{ vyloZime. )

Nad pfeponou i nad odvésnami
pravoihlého trojahelniku sestrojme
pulkruznice tak, jak je zndzornéno Obr. 3




v obr. 3. Tak vzniknou dva obrazce tvaru mési¢ki (na obr. jsou vysra-
fovény) a Fika se jim mési¢ky Hippokratovy. Soucet jejich obsahii vy-
podteme tak, Ze k obsahu trojihelnfka pfi¢teme obsahy obou polo-
kruhid nad odv&snami a vznikly souc¢et zmensime o obsah polokruhu
nad pfeponou. Pocetné:

2 2 2
Mzc%b+m E‘L ¢

8 8 8°
Posledn{ trojélen v tomto vyrazu je podle posledni véty roven nule
a vysledek je M = 3a.b. To je viak obsah daného trojihelnika.
Hippokratovi se tudiZ podafila kvadratura dvou mési¢kd. Je zcela po-
chopitelné, Ze Hippokrates byl timto objevem mile piekvapen a Ze si

od toho velmi sliboval pro hlavni problém, kvadraturu kruhu.

12



3. VETY EUKLIDOVY

a) V pravodhlém trojuhelniku ABC sestrojme vysku v = CD.Ta
nam nad trojihelnfk rozdéli na dva trojihelniky pravoahlé. Pro troj-
uhelntk ACD plati véta Pythagorova (obr. 4):

2= bt — o2,
Pro obsah pravouhlého trojahelnika
plati dva vzorce
ab v

P:-E-Z—TZ-,

z GehoZ plyne v = 9—;—b. Dosadime-li

tuto hodnotu do pFedchozi rov-
. . o b .
nice, dostaneme po uprave et = = Zbavime-li se zlomku a odmoec-

nime, dospéjeme k rovniei
¢ c = b

(Rovnice ¢,¢c = — b? nema zde vyznamu.) Toto je jiz Euklidova véta
o odvésng, které také Fikdme 1. véta Euklidova. Vyjadiime ji slovy:

Ctverec nad odvésnou rovnd se obdélniku sestrojenému z pFepony
a prilehlého dseku.

b) Z obrazku snadno vydteme, Ze plati tyto rovnice:
2 = b — o2,
ci = a? — o2
Jejich se¢tenim dojdeme k rovnieci
+ci=a’+ b2 — 7
kterou muzeme takto upraviti

ey + €3)* — 2¢,¢, = 2 — 202
éili

€,Cs = V2
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Tak jsme dospéli k Euklidové vété o vysce (t. zv. 2. E. v.), jez vy-
jadfena slovy zni:

Ctverec nad vydkou pravoihlého trojuhelnika rovnd se obdélniku se-
strojenému z obou tsekn pfepony.

¢) V&t Euklidovych se pouzivad v 1. fadé k proméné obdélnika na
dtverec. V obr. 5a je tato loha provedena na ziakladé 2. E. v, Obdélnik
ABCD je dén, ¢tverec DFGH je vysledek. Jakysi ,,most** mezi danym
a vysledkem je pravothly trojihelnik ECF, jenz je uréen svymi tseky
na pfeponé (jsou rovny stranim daného obdélnika). Tedy pifepona
EC = AD + DC. K uréen{ 3. vrcholu pouZijeme zndmé véty o obvo-
dovém thlu nad primérem (véta Thaletova).

Eem T T T~
7/ G \\
e AN
/s \
/5 \
[ \
15 N -
£ \\ D S H Cc A DS B
\\\ AB=a, AD=b
A 8
Obr. 5a Obr. 5b

Jiné uziti E. v. spodiva v grafickém uréeni 3. méfické tmérné.
Méjme na pf. sestrojiti isetku = = ]/a_b. V obr. 5b je fefenf provedeno
pomoci 1. E. v. Je tam sestrojen pravouhly trojihelnik, jehoZ pfepona
je rovna délce a a jeden tsek na ni je roven b. Odvésna AC pravo-
uhlého trojahelnika, jehoz 3. vrchol je sestrojen opét pomoci Thaletovy
véty, prilehld k danému tseku, je hledand délka .

d) Ukazali jsme si, Ze E. v. se dajf odvoditi z P. v., ale daji se té%
odvoditi pfimo. P. v., kterd se miZe odvoditi pfimo (viz na p¥. cvié.
4 a 5) se dd vyvoditi z E. v. Timto zptisobem byla P. v. vlastné doka-
zéna v textu, ale pro zopakovani uvedu tenty? dilkaz podetnsé. Podle
E. v. plati

at=c.c,,
b =c.c.

Seétenim obou téchto rovnic obdrzime P. v.
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Zopakujme si nyni, co vime o dikazech téchto vét. Na jedné
strané miame vétu Euklidovu a na druhé vétu Pythagorovu. O nich
vime toto:

1. E. v. se daji odvoditi pfimo, t. j. bez znalosti P. v. a P. v. se d&
téZ odvoditi piimo, t. j. bez znalosti E. v. .

2. Kdy?% uZ znime E. v., miZeme z nich vyvoditi P. v. a obrdcens
ze znalosti P. v. plyne platnost E. v.

Tyto vlastnosti jsou struéné-vyjadfeny vétou:

P. v. je rovnocennd (ekvivalentni) vétam E. a obracené, kazda
E. v. je rovnocenna P. v.

Prakticky to znamena, Ze bychom v geometrii vystacili s jediriou
z téchto t¥ vét, ale mnohé dlohy by pak vyzZadovaly pfi feSeni velmi
umslych obrati a proto pouZivime vét viech.



4. POUZITI PYTHAGOROVY VETY

1. Jsou dany 4 étverce o stranich a, b, ¢, d. Sestrojte novy étverec
o strahé z tak, aby jeho obsah 2 = a® + b% 4 ¢ — d2.

Sestrojime nejprve &étverec o strané y, ktera je dana rovniei y2 =
= a? 4+ b% To je bezprostiedni aplikace P. v. Sestrojime totiZ pravo-'
uhly trojthelnik o odvésnach a, b a piepona je y. Potom tiplné stejnym
zpisobem sestrojime étverec z2 = y? 4 c% = a® 4 b 4 2. Nakonec se-
strojime z? = 22 — d? = a? 4 b% + ¢* — d2. Stane se tak pomoci pravo-
uhlého trojihelnika daného pfeponou z a odvésnou d. Druhd odvésna
je pak strana hledaného ¢tverce.

2. Délky stran trojuhelnika jsou a) 33, 56 67; b) 28, 45, 51;
c) 48, 55, 73. Rozhodnéte, zda trojahelnik je ostrouhly, pra,vouhly &
tfupouhly.

Jestlize trojuhelnik ma thel pravy, pak musi leZeti proti nejdelsi
strané. (Pro¢?) Tuto nejdelsi stranu oznacime ¢, zbyvajicf 2 strany
budou a, b.

a) ¢ = 672 = 4489, a? + b = 4225.

TudiZ ¢ > a?® + b? a trojihelnik je tupodhly.

b) ¢ = 2601, a® + b? = 2809.

Pozndvame, Ze ¢ << a? 4 b? a trojuhelnik je ostrouhly.

¢) ¢ = 5329, at + b® = 5329 a trojihelnik ]e pravoihly, nebot
¢z = a? + b2,

Nejcastéji se viak pouziva P. v. k vypoéitivani délek. Nékteré

vysledky takto ziskané si pak musime pamatovatl jako vzorce. Pro
zopakovani si je souhrnné napiSeme:

thlopktka tverce e = al/2, _
. vyika rovnostranného trojahelniku » = 3al/3,
télesové tihloptitka kvidru u = |/a® + 82 + ¢,
télesova-ihlopricka krychle » = aV:?.
Na nasledujicich ptikladech si ted ukézeme, jak se da P.v. poukiti
v piipadech jinych.
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3. Je dan obsah P a strana a kosoltverce; vypocététe jeho uhlo-
pifcky e, f.
Ponévad% se dhlopficky kolmo pili, plati
a = (JeF + (3

a k tomu pfipiSeme vzorec pro obsah kosoétverce

P = 1¢f.
Rovnice pfepiféeme na tvar
&+ f2 = dat,
2ef = 4P.

Seétenim obou rovnic a odmocnénim:

e+ f= 2Va2 + P.
PondvadZ nam jde o délky uhlopiiéek, miZeme vziti odmocninu
kladné. Podobné odeltenim a odmocnénim

e —f=+2)a2 —P.
Z téchto dvou rovnic snadno dostaneme
e= a2+ P & a2 — P,
f=1)a*+ P F a2 —P.

Vidime, Ze tloha je moznd, jen kdy% a* > P.

4. V lichob&zniku rovnoramenném jsou dany obé zakladny a,c
a rameno b. Vypodtéte jeho obsah.

Z vrchold C, D (obr. 6) spustme kolmice na dolni zékladnu. Tim
se cely lichobé&znik rozdéli na obdélnik CDEF a 2 shodné trojihelniky
pravoihlé AFC, BED. Plati pro né
tedy P. v, t. j.

b* = v 4 }a — c)
Odtud se d4 vypodisti vyska a pak
zadany obsah.

Poznamka. Podobné se dd vy-
potitati vyska i v lichob&Zniku
pravoihlém.

5. V pravouhlé soustavé sou- Obr. 6
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Ffadnicové o osach z, y jsou dany 2 body A(zx,, y,), B(xs, y;). Vy-

podtéte jejich vzdélenost.

Danymi body vedme rovnobéiky s osami, jak je narysovano
v obr. 7 a tim ndm vznikne pravoihly trojihelnik ABC o odvésnach
Z, — Ty, Y — ¥; piepona je hledani délka d. Podle P. v. mdme hned

d = V(xz — )+ (Y — w)*

V4 * ,/'B
4"
./-/‘ |}‘1"}’1
F————— —— — —C
Al XXy |
! |
l 1
0 X
Obr. 7

Jak se zméni tento vzorec, jestlize
bod A lezi v poc¢atku soufadnic?

6. Vypocisti délku tétivy v elipse,
kterd kolmo pili vedlejii poloosu. (Po-
loosa hlavni je a, vedlej’{ b, lin. vy-
stiednost e.)

Hiedanou tétivu oznatme MN = 2x
(obr. 8), privodiée bodu M oznaéme
y = FM, F,M = 2a — y, délka kol-
mice spusténé z bodu M na hlavni osu

MP = }b, tsecka SP = z. Z obrazku vidime, %e tam jsou 2 pravo-
thlé trojuhelniky F,PM o stranich y, x — e, 4b a trojthelnik F,P M
0 stranich 2¢ — y, ¥ + e, }b. Pro né plati P. v.:

Y=t @ — e,
(2a — )2 = }b% 4 (= 4 ¢)2.
Odectentm obou rovnic pFi-

jdeme k rovnici

ex + ay = a*. ¢

Z ni vypoéteme y a dosa-
dime do nékteré z prvnich
dvou rovnic a obdrzime

T = —éavg.

Tétiva mé pak délku dvoj-
nasobnou.

|
!

M ! N
=T + 3
HY T~ J
\ ~—_
; \L T T~ i

—— e b - — I _...
P A iS F7

|

!

|

i

I

Obr. 8

7. Povrch pravidelného komolého jehlanu étyrbokého je 8640 cm?,
vyska je 21 cm a hrany podstavné jsou v pomeéru 3:1. Vypodtéte
délky podstavnych hran a objem t&lesa.
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Hranu dolni podstavy oznaéme a, horni podstavy b, vysku télesa v
a vysku sténovou ¢. Pak plati (obr. 9)
a? + b2 + 2s(a + b) = 8640,
2 = 212 4 }(a — b ge to P.v.),
a=3k b=rt.

Obr. 9

Vylouéime-li z téchto 4 rovnic neznamé a, b, s, dojdeme k rovnici
k* — 5584k |- 14402 = 0.

Z nf jiz snadno dostaneme

ky, = |/5184 = 4 72, —

ka,s = J/400 = + 20. °
Zaporné kofeny nemaji v naSem piipadé vyznam a kofen 72 ne-
vyhovuje, jak se miZeme presvédéiti, vypodteme-li na zikladé této
hodnoty povrch télesa. I zbyva jedin& kofen k = + 20. Potom
a = 60 cm, b = 20 ¢cm, a objem V = 36 400 cm?3.

8. Vypoctéte polomér koule a) \'répsa.né, b) opsané pravidelnému
¢tyrsténu o hrané a.
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Télesns vyska ED = v etyrsténu se sklad4 ze dvou &asti (obr. 10):

z poloméru koule vepsané ¢ = ES a z poloméru koule opsané » = SD.
Tedy

v=r+4 o (1)

[ 4

D

!
|
i
!
|
|
=

Obr. 10

Ale v miZeme vypoéftati pomocf P.v. z pravouhlého trojuhelniku
BED, v ném% BD = a, BE = gB_o = }a}/3. Tudi
_ §a2
Nyni mizZeme na pravouhly trojihelntk BES pouZiti P. v. (BS =7,
SE = o, BE = 3a|/3): B
72 = g + (Qal/3)2.

Pouzijeme-li dale rovnice (1), pak po kratdim vypoétu dojdeme k vy-
sledku . ‘

0 = $2al/6, r = v — o = 4a}/6 = 30.
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5. DOSLOV

Na nékolika pfikladech jsme si ukdzali, jak lze pouziti P.v.
a v nasledujicim odstavei mate prileZitost sami si ovéfit jeji pouzitel-
nost a tim dokdazat jej{ dulezitost. Tim viak zdaleka nejsou vyéerpany
viechny moznosti jejiho pouZiti. V goniometrii se ukazuje, Ze i zde
P. v. naléza své uplatnéni. Tomu, kdo jiZ néco z této ¢asti geometrie
zna, chei pfipomenouti, Ze na pf. vztahy sin®z 4 cos’x =1, 1 +
+ tg?z = sec®z jsou v podstaté P. vétou. A ten, kdo zna aspofi za-
klady diferencidlniho poétu, vi, ze diferenciél ds oblouku kazdé kfivky
je dan rovnicf ds? = da® + dy?, coZ je opét P.v.

Ale nejen to. Méli jsme, Ze vzdalenost d dvou bodil v roviné je
ddna vzorcem d = V(:tc2 — 2 4 (¥ — )% kde z,, ¥y, %,, Y, jsOu sou-
fadnice krajnich bodu tseéky d. Kdyz obricené predpoklidime, Ze
vzdalenost dvou bodi, jez jsou dany svymi soufadnicemi z,, y;; 5, ¥,
je vyjadfena prve napsanym vzorcem, pak je to charakteristicka
znamka té geometrie, kterou se zabyvame na nagich 8koléch i v bézné
praxi (vyméfovani pozemki a pod.). Této geometrii iikame g. eukli-
dovska. (Podrobnéjii rozbor by pfesahoval ramec této knizky.) Tim
oviem se nim pak P. v. jevi jako jeden ze zakladnich sloupi celé nasi
(euklidovské) geometrie. ’
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