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1. Cisla.

Uvod. Zikladem matematiky jest pojem éisla. Tento
pojem jest pro kazdého absolventa stfedni nebo odborné
Skoly zdénlivé tak jasny a jednoduchy, Ze se mu zdd, Ze
je zbyteéné o ném vibec mluviti. Neni tomu tak. Jest
nutno vyloZiti si, jakou asi cestou dospéli jsme k tomu
vyznamu pojmu éisla, ktery mu dnes v elementdrni mate-
matice ddvidme. ,,Prirozend ¢éisla jsou ddna Bohem, vie
ostatni jest vymysl lidsky“ — to jsou slova slavného
matematika J. K. Weierstrasse. Jest tomu vskutku tak.

Od celych kladnych t. zv. pfirozenych éisell,2,3,...,
kterd odpovidaji poéitdni na' prstech, oblazcich atd. u lid-
stva na primitivnim stupni vyvoje, trvalo dlouho, nei
jsme se dostali k dneinimu pojmu komplexniho déisla,
8 kterym nejen v elementdrni matematice, ale i v technické
praxi poditime.

Uvazujme prirozenou ftadu éiselnou 1,2,3,...
Séitanim a nésobenim prvki této fady dospivime opét
jen k prvkim stejného druhu. Ale jiz tak elementarni
pocetni vykon, jako jest odéitdni, vede nds k rozsfreni
tohoto oboru ¢isel na ¢isla zdpornd a nulu. Abychom
pak mohli mluviti o podilu kterychkoliv dvou é&fsel, zavi-

dime zlomky %, kde p a ¢ jsou éisla celd. Cisla celd jsou

pak specidlnim piipadem téchto zlomki. Dostali jsme tak
systém elementi, kterym fikdme raciondlni éisla.
Ale matematickd praxe ukazuje, Ze existuji pocetni vy-
kony, jako na pf. odmochiovéni, logaritmovani, kde s racio-
nélnfmi ¢fsly nevystacime; musfme zavést proto dalsi

elementy, t. zv. ¢isla iraciondlni (na pi. V%_, 7, atd.),
jet lze vyjédiiti (na pt.) jako nekonedéné neperiodické
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desetinné zlomky. Raciondlni a iraciondlni ésla nazyvame
pak jedinym ndzvem &isly redlnymi. Jejich existence jest
geometricky zarucena tim, %e kaZdému bodu &iselné osy
(o které mluvili jiz staii Rekové) piifadime jedno jediné
redlné ¢islo a naopak, kazdému redlnému éfslu jeden jediny
bod. '

-3 -2 - 0 1V2 2 3n
Obr. 1.

Ukéze se viak brzo, Zze kdybychom pod pojmem ¢isla
rozuméli jen redlnd éisla, piisli bychom k nékterym vétdm,
které by neplatily dplné obecné, ¢im%Z by nejen vécné,
ale i estetickd hodnota mnoha vét a vzoreu ztricela
na cené. Tak na pf. nékteré kvadratické rovnice by mély
fedeni, jiné ne. Rovnice 22 + 3 — 4 = 0 m4 dva kofeny
%y = —4, 3=+ 1, kdeito rovnice 224+ 1=10 by ne-
méla Zidny kofen (8tverec Zidného redlného, at kladného
¢i zdporného ¢isla neni roven — 1). Aby vyrok: ,,Kazda
kvadratickd rovnice ma dva kofeny‘’ platil plné obecné,
zaviddime symbol i== —{—V—_l, majfei vlastnost 2= —1.
Rikém vyslovné symbol, nebot toto i stane se ,é{slem‘
teprve tehdy, kdyZ se jednou providy dohodneme, Ze jej
tak pojmenujeme. Neni to ¢islo v béiném slova smyslu,
t. j. majici na pi. geometricky vyznam jako délka tsecky
a pod. Je to pouze znak, ktery zavddime cestou &isté
spekulativni. Cislo ¢ (od nynéjika tedy ji% &fslo!) nazyvéme
imagindrni jednotkou. Vyraz tvaru a - bi, kde a,b
jsou redlnd disla, nazyvime pak komplexni ¢islo.

PFipomenme si nékteré znamé vlastnosti kompl. &isel! Kompl.
&isla tvoti Sir8i skupinu é&isel neZ &isla realné, nebot tato dostéa-
véme pro specidlni hodnotu b = 0. {islo a jest realnd, &islo b
imaginarni &ast komplexniho éisla @ 4 bi. Dv& komplexni &isla
jsou si rovna tenkrat a jenom tenkrat, maji-li stejnou realnou
1 imaginarni &ést. S &islem komplexnim poéitame 1iplnd stej-
nd jako s églleir;l redlnym, jen pamatujmez, ¢2 = — 1, 3 =
=-—4, ... Plati;
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(a4 b)4-(c+di)=(a+ec)+ (b+d)i,

(@ + b)) (c + di) = (ac —bd) + (bc + ad) 4,
a+bi__ (a+bi){c—di)_ac+ bd n bc—adi
c+di c? -+ d2 T et + ad? c® + d?

Dvé éisla a + bi, @ — bi nazyvame komplexni sdruZend. Jejich
soudet i soudin jsou d&isla realnd.

" Geometrické zndzornni komplexniho ¢&isla. Vime,
jak dobré sluzby ndm kond geometrické zndzornéni redlnych
¢isel na ose éiselné a jest prirozené, Ze hleddme analogické
geometrické zndzornén{ i pro ¢isla komplexni z = a -} bi.*)
Toto lehce  nalezneme.
Mysleme si v roviné
pravouhly systém sou-
fadnic z, y. y Pla;b)

Komplexnimu éislu

z=a + b r
pritadime bod o soufad-
nicich P (a;b) a nao-
pak libovolnému bodu 9
P o soutadnicich a,b 0 a R
komplexni ¢&islo Obr. 2.

z=a+ b.

Speciélnd tedy redlnym &fslim jsou pfifadény body osy =z
(mluvime o red4lné ose); viem é&islim tvaru b: (t. zv. ryze
imagindrnim) pfifadény jsou body osy y (které proto Fikame
osa imagindrni). Obrazy dvou ¢&isel komplexnich sdruZenych
jsou soumd&rnsé sdruZené podle redlné osy.

Tento vzdjemné jednoznaény vztah mezi body roviny
a komplexnimi ¢fsly bude ndm v daldim konati velmi cenné
sluzby.

Libovolny bod P roviny (x, y) miZe byti charakterisovin
i j)inym zpasobem neZz svymi pravoihlymi squfadnicemi
(a; b). Abychom polohu bodu P dovedli piesné popsati,

o

*) V dal8im budeme &asto éislo a + bi oznadovati jedinym
znakem z. PFi tom pamatujeme, Ze z mé reélnou &4st a, imagi-
nérni b.



stadi zndti na pt. délku spojnice r — OP bodu P s poédt-

kem O, a thel ¢, ktery svird polopaprsek E" s kladnym
smérem osy .

Uhel ¢ méFime p¥i tom od 0 do 360°. Ve vysi matematice
jest zvykem nevyjadfovati dhly v stupnich, t. j. vmiFeuhlové,
nybrZ v t. zv. mife obloukovsé, t. j. v délee oblouku jednotko-
vé kru¥nice, ktery odpovidé danému tthlu. Obvod jednotkové
kruZnice jest 2z. Proto uhel 360° jest v mife obloukové roven 2n.
Analogicky 180° = =, 45° = }x atd. Tohoto vyjadifovani ahla
budeme se v dalSim pojednéni pFidrZovati.

Nezaporné &islo r = OP nazyvédme absolutni hodno-
tou (nebo tézZ modulem) komplexniho éisla z =a + b
a piseme

r=|z|=|a+ bi|.
Z pravouhlého trojihelnika A OP,P plyne

r=VaEF B t. j. [2]=|a+ bi|=|a®F b2
Uhel ¢ nazyvéme amplitudou éisla @ 4 bi. Z obr. 2 plyne

sin @ == — == b cos p = = w- e
My T Vaxe P T T Vet e

Pfi tom, aby thel ¢ byl aZ na nésobek 360° jednoznaéné
uréen, jest nutno uZiti obou rovnic (1); jedind rovnice na pf.
pro sin ¢ k tomu nestadi, nebot plati sin (180 — ¢) = sin ¢,
takZe je-li FeSenim ¢, je FeSenim i 180 — ¢ a nevime, pro
kteréd ¢ se rozhodnout; to uréime pomoei drulé rovnice.

(n

Z (1) plyne
a==rcosp, b=rsing, tedy z==a 4 bi = r (cos ¢ - i sing).
Tak ziskdvime vétu:
Kazdé komplexni ¢islo z lze psiti ve tvaru
z=1r(cos@ + ¢ sing),
kde r je jeho absolutni hodnota a ¢ jeho amplituda.
Snadno se presvédéime. Ze toto vyjadfeni &isla z je jedno-

znatné (v pripadé, %e |z|>0) to znamena, %Ze z rovnice
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r(cos p + 1sin @) = 7’ (cos ¢’ + ising’) plyne r = r’ za pfed-
pokladu, Ze r >0, 7" > 0, a %e hodnoty ¢, ¢’ jsou redlné.
Budeme-li ¢&islo z psati ve tvaru r(cos¢ + 4sin¢), budeme
vidy pfedpoklédati r, ¢ redlné, r > 0.

Rovinu, v niZ zobrazeni provddime, nazyvéme rovinou
Gaussovou, pon&vadZ Gauss toto zobrazeni zavedl.

Moivreova pou&ka.*) Privé odvozeného vyjé,di'e;n’
komplexnich é&isel uZijeme k odvozeni zajimavého a duleZi-
tého vzorce.

Méjme dvé komplexni ¢éisla

2y == @, + bji = 7; (cos ¢, + 1 8in ¢,),

25 = @y + byt = 7, (cos @, + 1 8in ¢y).
Ptdme se, jak uréime amplitudu a modul souéinu z, .z,
obou éfsel. Poéitejme podle obvyklych pravidel
2,2y = (ay + by1) (@, + byi) = 7y . 7 (cos @, + i 8in @) (cos @y
+ i sin @,) = 7, [co8 @, cos p, — sin ¢, . sin g, + ¢ (cos @, .
. sin @, -+ cos @, sin @,)] = 7175 [cos (p; + @.) + 7 8in (¢, + @,)].

Slovy: Modul souéinu dvou kompl. éisel jest roven
sou¢inu moduli obou éiniteld; amplituda soucinu
ravna se soultu amplitud obou éinitelt.

Stejné nalezneme, je-li
zp=ry(cosqgr+ tningy), (=1,2,...,2)

2.2 . 2g="yTy...Talco8 (@, + s+ ... + @a) + )
+isin(p, + o+ ...+ @a)l.

MyslemeSi nynl', Je by =2 =...= 2y, t.j.rl =Ty =...
= Tw g =que= ... = a5 2 (2) plyne
2% = 1™ (cos ng + & sin ng). @)

*) Abraham do Moivre, franc. matematik, nar. vo Vitry
(v Chempagni) r. 1667. Po zrudeni ediktu nantoského musel,
jako pretestant, uprchnouti z Francie. Usidlil se v Londyng,
kde r. 1754 také zomfel. Byl pFitelem Newtonovym a zndmého
astronoma Halleye. ’



Vzorec (3) se nazyva formuli Moivreovou. Diva vy-
jadfenf n-té mocniny komplexniho é&isla. r (cos ¢ - ¢ sin @),
kde n jest celé, kladné éislo.

Vzorec (3) plati vSak také pro n celé, zdporné. Je totiz
— je-li m celé, kladné —

1 1

z_m = D= s —metm e e e BN
P ™ (cos mep + & sin mep)
__ €o8 Mm@ — i sin me

T 1™ (cos? me + sin? me)

t. J. =™ = r—" [co8 (— me) 4 ¢ sin (— me)],

¢imZ jest dokdzan vzorec (3) pro zdpornd n.

Pomoci naseho vyjddieni komplexnich ¢isel muZeme
snadno odmociiovati komplexni éfsla. Ziskime tak

1. rozdifeni vztahu (3) na lomené exponenty,

2. dikaz, Ze odmocnina komplexniho éisla jest opét kom-
plexni ¢islo (a Ze tedy, chceme-li neomezené provadéti
odmocnovani kompl. &isel, neni nutno zavadéti jiz dalsi
symbol analogicky ¢islu 7, jak tomu bylo, kdyZ jsme

chtéli dosghnouti toho, abychom mohli neomezené od
mocnovati ¢isla redlna).

== 7™ (cos mep — ¢ sin me),

Necht jest tedy ddano komplexni é&islo 7 (cos ¢ + ¢ sin ¢)!
Hledejme redlna ¢isla o a ¢ tak, aby

n

g (cosd 4 isind) = Vr (cos @ + ¢ sin ¢).
Jeito n jest celé, méme podle Moivreovy poucky

o" (cos n} + 4 sin nd) = r (cos ¢ + i sin @),

g" = r, cos nd = cos @, sin nd = sin .

n n

Odtud ¢ = Vr_, pii ¢emZ znakem Vr_ myslime ono redlné,
nezdporné ¢Cislo, jehoZ n-td mocnina jest r. Druhé dvé rov-
nice lze psiti ve tvaru

cos nd = cos (p & 2kn), sin nd = sin (p L+ 2kx),
k=0,1,23,...
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19=(;Tj:2krz
n

t. j. , k=0,1,2,...

Z toho viak je v podstaté jen n raznych hodnot
ﬁ.zﬂ’fp—l—%t ¢+ 4x p+2rn—Nln
n n n 777 n
Ostatn{ se li§i od téchto o celistvy ndsobek 380°.
Plati tedy véta:

n-t4 odmocnina libovolného komplexnfho éfsla
r(cosp + tsing) jest opét komplexni é&fslo; jeho
hodnota jest n-znaénd a plati vzorec

¢ + 27k
n

Vr (cosg 4 ising) = W(cos + 1
(k=0,1,...,n—1).

- Historickd pozndmka. Zavedeni imaginarnich &fsel jest
dilem teprve 18. stoleti, atkoliv jiZ Cardano (v polovici 18. stol.)
s nimi ve skuteénosti poéital. Mluvi se o nich sice pozd&ji stéle,
ale velmi opatrnd, jako o &fslech ,,nemoZnych‘’. Teprve Gauss
se odhodlal — jsa nucen tolika okolnostmi — zavésti je v€domé&
do algebry. Pismene ¢ k oznadeni imaginédrn{ ]ednotky zavedl
Euler (1777).

Cviéeni. 1. Vyjédiete v tvaru a + bi Cisla
. A-i—;n A+ ui\® l—,ui)’
A+t —p T ¥
2, Uréete mogdul a amplitudu komplexnich é&isel
i, 3+ 4, 44 +3,1, —7,3%+2 ¢+ 1!
8. JestliZe ve vzorci (3)

[ (cos @ + i sin @)]" = #* (cos np + % sin ne)

umocnime levou stranu podle binomické pouéky a pFirovnime
vyrazy na obou strandch, dostavame vzorce vyjadiujiei sin ne
a cos np jako funkce jednoduchych uhli. Provedte nejprve
pro n = 3, pak obecn8!

4, Vyjadrete — uZivajice vzorce (3) — naopak cost ¢ a cos® ¢
jako funkeci vicendsobnych vhla! [Jest cost ¢ = } cos 4@ -
+ 4 cos 2¢ + §;cos® p = % cos 5p + £ cos 3p + 1§ cos ¢.]

N —}— 2nk
'(4)
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5. Ukate ptimo: }/a + &i, kde a, b jsou redlnd &isla, jest
opst komplexni &islo a jeho hodnota jest dvojznadnéd. [Néavod:

Polodte Ja + bi = z + iy, kde pFedpoklédite z, y realné.

Umocnéte obé& strany, srovnejte a Felte vzniklé rovnice! Vyjde

+ (Vsla + 8 + ) + i Vala + 6 —a),
jeli b> 0

+ Vi@ r 6 +a)—Vida® 5 52 —a)
je-li b < 0.

Va5 5 =

Pozor pki volbé znaménka!]

6. Ze vztahu cos }# + isin 38 = [/cos @  isin & odvadite
na zéklad& pfedchozich rovnic thned zndmé vzorce

cos 48 = + VH——;OS'?. sin 18 = + l/l——;m ?,
Provedte!
s_ —_—

7. Naleznéte vicchny tFi hodnoty Vit [—4; o 1— ;V!:l;
+ ¥+ 4130 ,

8. Pomoci vzorce (4) urdete hodnoty |2 + 2i!

9. Doka#te: Je-li z; = a, + b;,, 25 = uy + by plati vztah

21+ 20l S 12|+ 2!

Sestrojte graficky obraz &isel z,, z5, z; + z; v Gaussové roviné
a uvaite, jaky jest geometricky vyznam napsané nerovniny!
[Znémé véta o velikosti stran v trojahelniku.]
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