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UVOD.

Sledujeme-li vyvoj aritmetiky, vidime, jak postupné od
¢éisel celych, s nimi% se shleddvdme jiz na dsvité kultury,
prisla v uzivani éfsla lomen4 neboli zlomky, pak ¢isla zdpor-
na, &sla irraciondlni a naposledy ¢isla soujemnd neboli
komplexnf (imagindrnf), jeZ dostdvdme, pfiteme-li k redl-
nym &fslim ndsobky imagindrni jednotky i (= + V—l).
Historicky vyvoj se shoduje s obvyklym postupem Skolskym.
Zavedenim komplexnich éfsel se velmi zjednodusila teorie
rovnic.*) Kdybychom se omezili jen na redlnd &fsla, museli
bychom fici, Ze rovnice.druhého stupné s redlnymi soudiniteli
mé bud dva, nebo jeden, nebo Zddny kofen, nebo kratéeji:
Rovnice druhého stupné mé nejvySe dva kofeny. Pfipustf-
me-li éfsla komplexni, miZeme tvrditi obecné: Rovnice dru-
hého stupné mé vidy dva kofeny. O rovnici n-tého stupné
s redlnymi koeficienty museli bychom podobné ffkati, Ze m4é
nejvyse n kofeni a rozezndvati piipady, kdymé 1, 2, 3,...,n
kofeni, nebo kdy nemé kofen. Pripustime-li vSak komplexn{
éisla a méme ndleZity zietel k ndsobnosti kofenii, miZeme
vysloviti vétu velmi obecnou: Rovnice n-tého stupné md
n kofeni. Pokrok matematiky zéleZi v tom, Ze se podaif
razné véty spojiti v obecnéjsf a rizné vlastnosti objasniti
8 téhoZ hlediska. To se obydejné stane, podaki-li se néjaky
pojem roz&ifiti éili zobecniti neb zavésti novy, 8irsf, jako se
stalo v uvedeném pifpadé s pojmem &fsla, ktery byl rozsi-
fovdn postupné zavedenfm zlomki, &isel zdpornych, irra-
ciondlnich a koneéné komplexnich.

Podobné divody, jaké vedly v algebie k zavedenf kom-
plexnich éisel, vedly i v geometrii k zavedeni imagindrnich
elementu. Prisek pfimky s ku¥eloseckou vede na pf. v ana-
lytické geometrii na rovnici stupné druhého, prisek piimky
8 kfivkou stupné » na rovnici n-tého stupné, a ifkdme, Ze
pfimka seée kuZelosetku ve dvou bodech, kiivku n-tého

*) Viz dr. 8. Schwarz: O rovnicich. Cesta k v&d¥ni, sv. 1.

4



stupné v n bodech, Tu oviem piipoustime, Ze komplexn{
FeSeni jsou stejné platnd s redlnymi. To ndm dovoluje vy-
sloviti vétu tak obecnou. Ukolem podrobnéjiiho prozkou-
méni jest pak uréiti, kolik FeSeni jest redlnych a kolik ima-
gindrnich. Zfejmé jsou tato tvrzeni zaloZena prosté na tom,
%e algebraické operace plati stejné pro redlnd jako pro kom-
plexn{ &fsla. :

Zde vidime cestu, jak lze imagindrni elementy v geometrii
nejsnize zavésti.

Bod na pfimce uréujeme tak, Ze zvolime na nf poédtek O
a od toho méfime vzddlenost bodu. Pfi tom pffmku orientu-
jeme, t. j. vzddlenost na jedné strané od O povaZujeme za
kladnou, na druhé strané za zépornou. Redlnému bodu
piisuzujeme redlné éislo, kladné nebo zdporné (vzdilenost
od 0), a obricené redlnému éislu pritadujeme bod. Cislu
komplexnfmu a + bi, (b 2 0) pfifadme idedIni bod, FHkejme
mu imagindrn{ bod.*) Ulohou dalfich strdnek bude hledati
geometricky smysl tohoto pfifadéni.

Bodové fadé na piimce patii v roviné jako dudlnf{ utvar
svazek paprskil s vrcholem V. Volme jeden z nich z za zi-

kladnf a uréeme dald{ p vidy tangentou ihlu ;:\p meéreného
podle imluvy v kladném smyslu otdéeni, t. j. proti pohybu
hodinovych ruéiéek. Paprsku p pati{ tedy parametr 1 =

/N

= tg xp a obrdcené parametru A patii paprsek. Je-li tento
parametr komplexni 1, + i, (4, 2 0), Fikdme, Ze pfifadény
paprsek je imagindrni. .

Podobné v roviné volime dvé osy k sobé kolmé a ndlezité
orientované z, y s prisecfkem O a uréujeme bod dvéma
soufadnicemi. Jsou-li obé soufadnice redlné, jest bod redlny;
neni-li aspon jedna redlnd, ifkdme, Ze bod je imaginirni.
Podobné v prostoru volfme tfi k sobé kolmé osy z, y, z

*) Bylo by moZno Fikati také komplexni bod, avSak v litera-
tufe jest jiZ ustdlen nézev imagindrni pro elementy, jejichZ
soufadnice nejsou vechny redlné. Slovo imagindrni ma zde tedy
vyznam jako slovo nerealny.



jdouef poédtkem O a prifadime bodu tfi soufadnice ¢éili tro-
jinu &isel. Neni-li asponn jedna redlnd, iikdme, %e bod je
imagindrni. Podobné lze mluviti i o jinych imagindrnich ele-
mentech (rovindch, piimkach, kruZnicich, koulich atd.).

Toto zavedeni imagindrnich bodu, paprski atd. je sice
velmi abstraktni a naprosto nenézorné, ale zcela odivodnéné,
nebot md za vcel zjednoduSenf geometrickych 1vah.

Uloha, kterou si klademe, jest nalézti hlub$f smysl tohoto
zavedeni, nebo lépe fedeno, takovou interpretaci imagindr-
nich elementi, abychom konstrukee, které provddime s redl-
nymi elementy, mohli provésti i s imagindrnimi,

Poviimnéme si viak dfive aspon struéné, jaké uvahy vedly
k tomu, %e se o imagindrnich elementech, t. j. nejprve
o imagindrnich bodech, ptimkdch a rovindch, zacalo mluviti
a jak si postupem éasu dobyly dplné. rovnopravnosti s redl-
nymi,

U kolébky moderni geometrie stil Poncelet (1788 aZ
1867). On je vlastnim tviircem projektivni geometrie a v jeho
uvahich hraje dulezitou ilohu t. zv. princip kontinuity.
Usuzoval asi takto: Povstdva-li jeden obrazec z jiného spo-
jitou zménou a je-li ,,prdvé tak obecny‘‘ jako onen, lze vlast-
nosti na jednom dokdzané prenésti na druhy. Vlastnost
takovd nemuZe zmizeti a jsme opravnéni z pifpadu, kde
jisté elementy skuteéné jsou, souditi na piipad, kdy nékteré
elementy jsou idedlni (t. j. imagindrni). Na pf. dvé kuZelo-
secky mohou miti spole¢né étyri redlné body, vesmés rizné
1, 2,3, 4 (obr. 1a). Spojitou zménou miZeme dostati piipad,
kdy dva body splynou (obr. 1b) daldi zménou pak tyto body
zmiz{ a zlstanou jen dva redlné (pf. ¢), pak i tyto splynou
(pf. d) a koneéné dostaneme kuZelosetky, které nemaji
redlného bodu (pf. e). V piipadech c), d), e} viak vidy dva
uréité imagindrni body maji redlnou spojnici. Ctyfrohu 1234
patii diagondlni trojuhelnik I I7 II1, jehoZz kaZdy vrchol
je pélem protéjsi strany k obéma kuZeloseckdm. V pifpadé a)
jsou viechny vrcholy I, 11, I1] redlné a rizné, v b) splynou
vreholy I, 11, v ¢) jsou I, II imagindrni na redlné spojnici,
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v d) splynou v redlném bodu dotyku a v e) se opét od sebe
rozlifi, tfeba pruseéiky 1, 2, 3, 4 jsou imagindrni.

Poncelet se sna#{ vybudovati geometrii na syntetickych
dvahdch bez jakychkoli vypodti a vyhybd se zfejmé poj-
mim délka a thel, jez jsou zdkladn{mi pojmy metrické geo-
metrie. UZivaje principu kontinuity, jest si patrné védom
toho, %e k uvaZovanym geometrickym pochodim patif
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paralelnf pochody algebraické, jez oviem plati stejné pro
redlné jako pro imagindrni elementy. Na tomto piikladé
dobfe vidime rozd{l mezi starou geometrii euklidovskou &i
elementirn{ a novou &i projektivni. Ve staré geometrii se stu-
duje vidy urédité individuum, zcela uréity geometricky
dtvar, kdeZto v nové geometrii pfichdzi v ivahu hned spojitd
fada tdtvari, které vznikaj{ jeden z druhého. Utvary geo-
metrické difve pevné staly se proménnymi.



Tento princip kontinuity se ponendhlu vZival, ale pfece se
citilo, Ze je zde néco, co pottebuje objasnéni. Jedté velky né-
mecky syntetik J. Steiner (1796—1863) nemd k imagindr-
nim elementim uréitého stanoviska. Pfifla viak doba po
roce 1850, jiz v historii matematiky zoveme kritickou, jeji%
snahou bylo revidovati zdklady a kterd se snaZila ka%dé
odvétvi matematiky vybudovati tak, aby ze zdkladnich vét
¢i axiomu vychdzely ostatni logickou dedukef. Tato snahe
se v oboru, jejZz mdme na mysli, jevila dvojim zpasobem.
Nejprve se uzndvala nutnost v piipadech, kde jisté elementy
byly imagindrni, podati nové dikazy, kde by se operovalo
jen s elementy redlnymi, a nemluviti viibec o elementech
imagindrnich. Toto stanovisko je logicky spriavné, ale neni
icelné, nebot’ jsme nuceni pfedem rozliSovati viechny moZné
piipady podle redlnosti elementi.*) Kladnou strinku této
metody jest spatfovati v tom, %e problém se povaZuje za
FeSeny aZ jsou zodpovédény viechny otdzky t.ykajlcl se redl-
nosti. V té pri¢iné znamend tato metoda znaény piinos
novych poznatki. Jinym smérem jdou pokusy, zjednati
imagindrnfm elementim rovnoprdvnost na zdkladé novych
k redlnym obrazcim se vztahujicich definic a zjednati
vysled.kl'lm projektivni geometrie (syntetické) takovou obec
m4 fundamentdlnf daleZitost gpis Staudtiv, Geometrie der
Lage, a zejména jeho Beitrige zur Geometrie der Lage
(Nirenberg 1856—60). Staudt se snaZil vybudovati ¢istou
geometrii polohy ¢&i projektivni geometrii nezdvisle na met-
rickych pojmech (délce a tGhlu) a skuteéné se mu v principu
podafilo nalézti geometrickou paralelu pro algebraické ope-
race. U Staudta a jeho ndsledovniki vidime stdle jasnou
tendenci, odstraniti vyjimky z pravidla a doséhnouti jedno-
duchosti a obecnosti. V takovém vyvoji jest spatfovati

*) Dobry pfiklad této metody je udebnice Reye, Geometrie
der Lage, kde se autorovi poda¥ilo vybudovati timto zpisobem
teorii kuZelosefek & utvart kvadratickych. Jde-li se k vyS&im
utvardm algebraickym, mé tato metoda znadné nesnédze.
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pokrok védy. Staudtiv spis vSak se éte velmi téZko a zad4-
teénfku je témér nepiistupny.*)

V této knfice se omezime vétdinou jen na pouhou geo-
metrickou interpretaci imagindrnich vysledkd, ke kterym
vedou predev&im kvadratické ulohy a jez je postaditelnd
k tomu, aby zaédteénik nabyl piesvédéeni, Ze imagindrn{
elementy maji v dvahdch geometrickych stejné oprdvnéni
jako redlné. Sledujeme myslenky Staudtovy jen v nejjedno-
dussich piipadech, uZivajice prostiedku pokud mozZno ele-
mentérnich,

Na konec pfiddvéme kapitolu o Gaussové roving, kde
jde o jinou interpretaci imagindrniho bodu, o zobrazeni
imagindrnich bodd pfimky na redlné body roviny. To jest jen
nepatrnd ukdzka z moderni teorie imagindrnich velicin.
Podobné tvahy pro body v roviné neb prostoru nebo jiné
utvary vedou k dtvarim znaéné sloZitym a neni moZno se
v tomto spisku jimi zabyvati.

1. Zakladni véty geometrie polohy v rovind.

Zékladni elementy v roviné jsou bod a prfmka, Misto
piimka tikavd se paprsek

Piim4 fada bodovi je souhrn bodi na pfimce. Je-li vy-
louéeno nedorozumeéni, fikdme kritce jen fada bodova.
Svazek primkovy nebo paprskovy je souhrn pifmek v ro-
viné, které jdou pevnym bodem, jejz zoveme vrchol nebo
stfed svazku. Rikdme také jenom svazek,

Na ka?dé pfimce v roviné si myslime jeden bod nevlast-
ni &ili nekoneéné vzddleny. Nevlastnf body vSech pfimek
roviny vypliuj{ opét pifmku — nevlastni pfimku ro-
viny (nekoneéné vzddlenou). Tento pfedpoklad se obyéejné
nazyvd perspektivni ndzor ¢ Desarguetiv, aé dvahy,

*) PFstupné&jsi ze starSich praci jsou: Stolz, Zur geometr.
Bedeutung der complexen Elemente, Math. Annallen, sv. 4;
Liiroth, Das imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit
Wiirfen, Math. Annallen, sv. 8. ,
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