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Dodatek.

Determinanty. Pro usnadnéni i zkrdcen{ vypoéta,
a k lep&f prehlednosti vysledki uZ{vd se v matematice riz-
nych znaé¢ek a schemat.

Pifklady béZného symbolického oznaeni jsou kaZdému
zndmy, i kdyZ si je snad neuvédomuje. Kazdy vi, Ze vyra-
zem a® rozumfime souéin a . a . a, podobné (a + b)5, Ze vy-
znaduje zkrdcené souéin péti stejnych éEiniteld (a + b).
Pomoci symbolu pro oznacenf mocnénf t. zv. mocnitele,
exponentu, zkrdtili jsme si podstatné zpisob naznaéenf vy-
poétu. V daldfm se sezndmfime s dileZitym symbolem pro
urdity souéet souéini, ktery bude mit pro nafe vyklady
podstatnou dileZitost.

Méme-li utvofit ze étyt ¢éisel a,, a,, b,, b, nasledujici rozdil
soudini

a b, — bya,, (8)

zavedeme si piehlednéjsi zpisob jeho vypséni, totiZ tabulku

a, b

a, by (@)

k nfZ si pfipojime ndvod, jak ji rozuméti, aby uddvala uve-
deny soudet (s). Abychom poznali na prvy pohled, Ze ne-
bézi o pouhé sestaveni étyt ¢isel do tabulky, nybr% o pocetni
dtvar (symbol), opatifme tabulku dvéma svislymi tdseckami.
Symbolu (d) budeme fikat determinant a &islim v ni stoji-
cim prvky determinantu. Pfi tom fikdme, Ze ¢&isla stojicf
ve ,,vodorovné'‘ fadé jsou prvky determinantu z téhoZ
rddku, podobné ¢isla stojici pod sebou (v sloupci) jsou
prvky determinantu z téhoZ sloupce.

Mié-li determinant (d) uddvat souGet souéind (s), musi
o jeho vyéisleni (rozvedenf) platit pravidlo vyjddiené rov-
nici
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kde na levé strané rovnice Sipka smeéfujici vpravo uréuje
soudin prvkia opatfeny znaménkem 4 a Sipka sméfujfci
vlevo uréuje souéin prvki opatfeny znaménkem —.

Protofe v determinantu (d) midme dva Ffadky a dva
sloupce, fikime, Ze madme determinant druhého stupné nebo
Fadu.

Zaménime-li v determinantu spolu dva fddky nebo dva
sloupce, zméni hodnota determinantu [t. j. rozdil (s)] svoje
znameni, nebot’

a a,

b2 bl

V zévorce je rozdil (s), ¢imZ je véta potvrzena.
Podobné

b, b

a; Qy

UkaZme vétu na determinantu obsahujicim éisla zvl4stni

= ayb) —a,b, = — (a0, — b,a,)-

= bya, — bya, = — (a,b, — b,a,).

|13 5(—20—91——71
a

7 4

5 13 =91 —20="71.

V nadich dvahdch se vyznaénym zpisobem uplatiiuje
determinant tfetiho stupné, t. j. urdity soudet soudint,
ktery pohodlné dostaneme z tabulky

a, b ¢,
a, b, c,
a, by c,.

Nyni béz o tabulku sestavenou z deviti prvkia napsanych
do tif f4dkd a tif sloupci. Prvky, stojici v témze sloupci
znac¢ime stejnym pismenem a indexem u pfsmen vyznaéime
fddek, ve kterém prvek stoji.

Pravidlo pro vyéfsleni uvedeného soudtu soudini udédme
nésledujfcim schematem
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a b ¢ a
N X X /

a, by, ca a, b
/X

as by c3 a; by

VAN VAR NERN RN

(k pfedchozi tabulce byly pripsiny jeité jednou prvni dva
sloupce). Schematu budeme rozumét tak, %e kaidy soudin
je utvofen ndsobenim prvki téZe spojnice a ty, jejichz
spojnice sméfuje k pravé ruce, jsou opatfeny znamenim-,
druhé, jejichZ spojnice sméfuje k levé ruce, znamenfm —.
TakZe hledany soudet soudind je

b,

ad

a,bycy + b1Cag + €,a5D5 — ,by03 — aycby — biages. (1)
Tento soucet, pro ktery budeme uZivat znaku

a, b, ¢,
ag by cy
ag by ¢y
nazyvame determinantem tfetiho stupné nebo fddu (podle
poctu fadkid nebo sloupeu éili podle podtu fad, jak nazyvdme
spoleéné tadky a sloupce). Zpusob, kterého jsme uZili ke
stanoven{ hodnoty determinantu, nazyvdme pravidlem Sar-
Tusovym.

Viimneme-li si pozorné vyrazu (1) poznime, Ze hodnotu
determinantu tvof{ soudiny utvofené vidy z t¥f prvkay,
které jsou vzaty po jednom z kaZdého Fddku a z kaidého
sloupce, zvladté pak, Ze vycisleni determinantu lze psit téZ
takto:

D = a, (by0y — 3bg) — by (@505 — Ctt) + €, (Aghy — byay),  (2)
co’ naznaéuje, %e ka¥dy prvek prvnfho fddku jest ndsobiti
vyrazy, které jsou sestaveny z prvki determinantu vybra-
nych z rddka a sloupci, do nichZ prvek, jejz nédsobime, ne-
néleZf, oviem v udaném potddku; soudiny jsou pak po radé
opatieny znaménky + — .

, (D)
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UZijeme-li znaku pro determinant druhého stupné, lze
vypolet determinantu tfettho stupné vyznaéit. takto:

Z;ll: z: =a, b, czi_bl 820 4 ¢ 1,“2 2 (3)
ag by ¢ by ¢y a; ¢, |as by

UvaZovany zpusob vypoétu hodnoty determinantu je
zvl4&té vyhodny, jsou-li nékteré prvky v prvnim fddku nuly.
Rikdme mu rozvedeni determinantu podle prvniho Fidku.

Snadno sezndme, Ze lze determinant rozvést podle prvka
kterékoliv fady. Zavedeme-li ndzev doplnék prvku, popifeme
snadno postup rozvedeni.

Nazyvejme v determinantu D dopliikem prvku stojictho
v i-tém fddku a k-tém sloupci determinant stupné druhého,
ktery obdriime z determinantu D stupné tfetiho, kdyZ
v ném vynechime fddek -ty a sloupec k-ty a znisobime
jej (— 1y+E Na pi.: Doplnék prvku by, znaime jej B,, je

a c1
| B2 ol

_|a
Ay Cy

By = (— 1)3+2'

TakZe nyni muZeme i'lcl.

Determinant rozvedeme podle prvka nékteré
fady tak, Ze kazdy prvek této fady zndsobime jeho
doplikem a tyto soudiny seéteme.

Vyznam tohoto zpusobu vydfsleni determinantu tkvi
v jeho obecnosti, t. j. plati pro jakykoliv f4d determinantu,
kdeZto pravidlo Sarrusovo plati jen pro fid 3!

PFiklad.

1. Rozvedeni D podle druhého sloupce vypadd
D = b,B, + b,B, + b;B, =

ay ¢ la; ¢
— —p, % C2 141 p
llay c, + b, ay c,

2. Vypodet (3) lze tudii psat
= a,4, + B, + ¢,C,.
Z definice, ]&k byla. uvedena, plynou o determinantu tyto
véty:

@ 6|
3la, ¢,
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a) Jestlize v determinantu vyménime spolu dvé
rovnobéiné rady (tedy bud dva sloupce nebo dva Fddky),
zménf determinant pouze svoje znameni.

Zaménme v determinantu D spolu druhy a t¥eti ¥édek, do-
staneme (rozvedeme-li D’ podle prvniho Fadku)

D’ = a, (byes — €3by) — by (a5es — €35) + ¢ (azh, — bya,) = — D,

jak zjevno srovndnim s (2).
FPodobné& plati rovnosti

a, b, ¢ b, a; ¢, ¢ a, b
ag by c3| = — | by Gy 3| = + | cy ay by | atp.
ay by c, by ag ¢ cy Gy by

Z predchoz{ véty ihned plyne:

b) Jsou-li v determinantu dvé rovnobéiné fady
stejné, je determinant roven nule.

Nebot podle véty a), vyménime-li tyto dvé rovnobéiné
rady, zménf determinant svoje znameni, aniZ se jinak zménil
(rady jsou totiZ stejné), takZe plati

D=-—-D, ¢l 2D=0
a tedy
D=0.

c) Jestlize vdeterminantundsobime kaZdy prvek
jedné fady tym?% ¢islem k, zvét3{ se hodnota deter-
minantu k-krit.

Pro dikaz zndsobme v (2) fadu a,, b,, ¢, ¢islem k; tim se
zvétsf také levd strana rovnice k-krat.

Totéz plati o déleni (oviem éislem od nuly miznym).

(Déleni ¢islem k je vlastné nasobeni Gislem -k—.)

Znésobime-li kazdy prvek fady éislem k, mluvime o k-
nisobku fady.

d) Réeni, délit determinant prvnim sloupcem, budeme
rozumét tak, %Ze kafdym prvkem prvnfho sloupce délime
viechny prvky determinantu v fddku, v kterém prvek stoji.
Vysledny determinant mad pak v prvnim sloupci vesmés
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jednotky. Réeni vyslovené o -prvnim sloupci lze samo-
ziejmé vyslovit o kazdé fadé, v niZ neni Zddny prvek nu-
lovy.

Délime-li determinant D poslednim sloupcem, dostaneme

a b

cy ¢

8 b 1 D
(32 62 61(326a
& b

C3 Cs

Pro naSe tdely, je zvlasté dilezitd véta:
e¢) Hodnota determinantuse neméni, jestlize k né-
které jeho radé pricteme ndsobky ostatnich rfad
rovnobéinych. UkaZime spravnost véty na pifkladé, kde
k prvnimu sloupci v D byl pliéten k,-ndsobek druhého
8 k,-ndsobek ttetiho sloupce, t. j. na determinantu.
lay -+ kyby + kyey by ¢
D= ‘ @y + kyby + Koty by
Lag + kyby + kacy by ¢4
= () 1 Kby + ka0y) (byey — Oobg) — (a5 + kyby + Kycy) -
- (bycg — €1b9) + (@5 + kybg + kacs) (bycy — c1by).
Thned zjistime, %e na pravé strané se zrusi po vyndsobeni
sou¢iny, u nich% stoji &, a k, a zbude

@y (byCy — cabg) — @y (bycg — €1bg) + a5 (b1, — c,bp) =
a; b ¢
ay b, ¢,
ay by ¢,
¢im% je véta potvrzena, nebot
D' =D.
Poviimneme-li si v rozvedeni D' pozornéji soudind, u nichi
stoji k,, resp. k,, pozndme, Ze z nich lze sestavit determinant

:D’
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by by ¢ ¢ b ¢
D, = by by c,| Tesp. Dy == ¢, b, . ,
1bg bg c5 "3 by ¢ ;
které se podle véty b) rovnaji nule. Determinant D’ lze
tedy napsat jako soudet tfi determinantd

D'=D+ kD, + kD, = D.

Protoze vidycky miZeme rozvést determinant podle té
rady, k nfZ jsou pficteny ndsobky fad ostatnich, dostaneme
vidy jednak determinant D a potom determinant, v nichZ
jsoun vidy dvé fady stejné, ¢ili determinanty rovné nule,
méme tim vétu e) dokdzdnu.

Specielné podle véty e) plati:

f) Hodnata determinantu se neméni, jestliZze k fa-
dé priéteme nebo odeéteme fadu s ni rovnobéZnou
nebo jeji k-nisobek.

Uvedme koneéné, jak zndsobime spolu dva determi-
nanty tfetiho stupné, aniZ bychom ptredem kazdy roz-
vedli.

Reknéme nejdfive, Ze soudinem i-té fady prvniho deter-
minantu 8 k-tou fadou druhého determinantu rozumime
soudet soudini vzniklych ndsobenim prvka i-té rady deter-
minantu prvniho se stejnolehlymi prvky k-té fady deter-
minantu druhého. Tak na pf. je-li a,, by, ¢, fada v prvnim
determinantu a f,, g,, b, fada v druhém determinantu je

soucet /
afy + bigy + ehy

soudin obou fad. Tu plati véta:

g) Soudin dvou determinanti tfetiho stupné lze
napsati taktéZ jako determinant stupné tfetiho,
jeho% prvky jsou soudiny viech rovnobéznych fad
jednoho se viemi rovnobéinymi fadami druhého
determinantu, a to tak, Ze prvek stojici v i-tém
fddku a k-tém sloupei je souéin i-té fady jednoho
a k-té fady druhého.
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Tak na pr.:

h hll ay by ¢
f2 G2 ha| |y By o
fa 9a by | | a3 by 5

tyfy + 0191 + by aofy + bogy + Chy agfy 1+ bygy + Cs
aif, + b9 + c1hz asfs + 029, + "2h Gafs + bsgs + Cohs
ayfs + bigs + chy aofs 4 bygy -+ cohy asfs + bgy + csha |
Ovéite si spravnost tohoto pravidla vynisobenim!

U determinantu fiddu druhého provedme jako piiklad:

h | a; by | _ |aufy 4 bigy aofy + bagy |,
f2 92| | @z by a\fs + bigs aufs + bzgz

Na pravé strané je:

(ayfy + b191) (aof s + bogy) — (a4fs + 019s) (@ofy + by9y) =
= a,f, (@afz + by92) — ayfs (aofy + bogy) +-
+ 19y (aofp + bzgz) — b9, (asf, + bygy) =
= }195 (@b —agh,) —fo9, (@16, —anby) =
= (f19s — f29,) (@ b — asb,),
coz je skute¢né levd strana.

Zavérem o determinantech si vytkn&me, %e ve svych uvahdch
budeme pouZivat vesmé&s determinantu t¥etiho stupnd, jehoZ
hodnota je rovna nule a v ném# podle pfedchozich vé&t budeme
a smime provadét tyto dovolené zmdny (t. j. aniz hodnota
determinantu pfestane byt nulova):

1. zamé&nit libovoln® pofadi sloupcti (véta a),

2. nésobit nebo ddlit Fadky a sloupce libovolnym &islem
nenulovym (véta c resp. g),

3. sloupce neb nasobky sloupct spolu séitat i odéftat (véta e),

4. d¥lit determinant kterymkoliv sloupcern nenulovym
(véta d), a koneénd

5. nasobit determinant D = 0 determinantem nenulovym
D’ 4= 0 (véta g).

Hodnotu determinantu budeme nejlépe vypo&itdvat rozve-
denim podle prvki jedné fady (zvl&5t® pak té, v nf% n&které
prvky jsou nulové), viz vzorec (3).

Zopakujme, %e vSechny uvedené véty (aZ na pravidlo Sarru-
sovo) plati i pro determinanty stupnd vyEEiho
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