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Il
TRIMETRICKE A TETRACYKLICKE SOURADNICE.

Vyjadfeni bodu (pHmky) pomoci tFi bodd (pFimek).
A. Soufadnice bodu. V zikladni soustavé pravoihlé
budteZ dény tfi body rovnicemi

B‘Eaﬂ+b.@'+6i=0’i=112’3; (l)

jsou tedy jejich soufadnice (a; : ¢;; b; : ¢;). Pfedpokladdme-li,
Ze tyto body jsou v obecné poloze, pak determinant D sou-
stavy (1) je razny od nuly (odivodnéte!) a rovnici kazdého
dalstho bodu B = au + bv 4 ¢ = 0 lze vyjddfiti jako linedr-
ni kombinaci danych tif bodd, t. j. ve tvaru

]
B= ;B = 0. 2)
k=1

Jsou-li déna ¢isla /4, je B bodem roviny; obricené, jsou-li
diny body By, pak po rozepsén{ této rovnice a po srovndn{
odpovidajicich si ¢lend obdrZzime soustavu

2hay = oa, Zhby = b, Zlycr = gc, 3)
kde ¢ 3= 0 je koeficient imérnosti, z niz lze vypodisti trojici
4, 1, I, Udinte tak!

I uréuje kazd4 trojice /; (s vyjimkou trojice 0, 0, 0) a kazda
trojice s ni imérnd gl; (¢ =+ 0) jediny bod; obricené, obecny
bod uréuje nekoneéné mnoho trojic pl;, navzdjem umérnych
[jsou to fefeni soustavy (3), ndsobend libovolnym koeficien-
tem o == 0]. Maji tedy ¢isla /; vlastnosti homogennich bo-
dovych soufadnic; sluji trojbodové soufadnice bodu.

Z rovnic (2) plyne

a a, a,
b by b,

C C; C

Dl,=op a dva vztahy dalsj,
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dédle, ozna&ime-li obsah trojihelnika B,B,B,; symbolem (B,B,B;)
atd., je

2 (B,B,B I R
(B1B, a)_clc,c, Z:b:z;'
Plati tedy
c (BBsBa

I, = a dva vztahy dalsi,

1T e ¢, (B,B;B,) Y

a pon¥vad? (BB,B,) = 1B,B,.d,;, kde d, je délka kolmice,
spuiténé s bodu B na stranu B,B, atd., je posléze

¢ BaBa

L=o o T(B.B.B) d, a dva del§i vztahy,

_ ¢ B,B,
=0 3(B,B,Ey
c BTB-z

h= e TEEE

I jsou trojbodové soufadnice &isla tmé&rné vzdilenostem bodu
od stran trojahelnfika, ktery tvofi zdkladni body.

B. Soutadnice piimky. Jsou-li didny tfi pfimky
v obecné poloze -

pi=a@x +by +¢=0:=1,23,(D=40), (1)

lze rovnici kaidé daldi piimky vyjadriti jako linedrni
kombinaci

3
p=2 hp=0, (2
kel
pii éemZ &fsla Ap jsou uréena rovnicemi
2l = ga, Zlhr = 0b, Zhger = gc, (0 +0). (3)
Cisla J; sluji trojpfimkové soufadnice primky.

C. Harmonick4 polira a harmonicky pdl. UkdZeme
gi na prikladé, jak pouZivame trojbodovych a trojpfimko-
vych soufadnic.
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Promitnéme obecny bod B (I, ;1,:1,) ze zdkladnich bodu Bgna
piimky B;Bg; vzniknou tak body C;, ¢, 7, k =1, 2, 3 (viz obr. 7).
Ke kazdému primétu C; stanovme na piimce B;B; harmo-
nicky sdruzeny bod D; vzhledem k bodim B;, By. Ponévadz

-

bod C, lezi na spojnici B,B,, je jeho rovmice tvaru C; =
= myB, + myB; = 0, ponévad? leZi na spojnici BB,, je také
tvaru Gy = nB + n, B, = 0¢ili €, = (nl; + n,) By + nlyB, +
+ nl;B; = 0. Musi tedy byti nl, +n, =0 a ddle L, : ;=
= my : my, takZe rovnice bodu C; je C, =1,B, +l;B; = 0.
M4 tudiz bod D, rovnici'®)
D, = lsz_,- 13B; = (lLa,— lyas) u + (Lb,— lybs) v +
+ (laca— lyey) = 0;

podobné vyrazy nalezneme i pro body D, a D,..Snadno se
piesvédéime, Ze determinant téchto tii rovnic je identicky

15) Bod, ktery ﬂe v pFimé Fad& bodové o zékladnich bodech
B, = 0, B, = 0 harmonicky sdruZen s obecnym bodem fady
LB, + 1,B; = 0 vzhledem k ob&ma zdkladnim, méa rovniei
LB, — 1,B, = 0. A dualné.
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rovny nule; lezi proto tfi body D; v jedné piimce, ktera sluje
harmonickd poldra nebo struéné harmonikédla bodu B
vzhledem k trojihelniku (tfirohu) B,B,B,. Vyslovte vétou
vlastnost této pifmky: napiste jeji rovnici!

Duélni vivahou k tvaze privé provedené, kterou pre-
nechdvdme &tendii, dospivime k pojmu harmonického
polu poliry p vzhledem k trojstranu p,p,p,.(*1)

Ulohy k tomuto odstavei: 1—35.

Normélni soufadnice. A. Absolutni soufadnice
bodu. Geometrickd interpretace trojbodovych soufadnic
vede nds k tomuto uréeni polohy bodu: Zvolime tfi body
0,, 0,, O,, které nelezi v jedné piimce (symboly a,b,¢, x
B,y atd. oznaéime piisluiné veli¢iny trojihelnika 0,0,0,,
tedy a = 0,0;, x = 0,0,0, atd.). Pak obecny bod B uréuje
tii ¢isla d, = BB,, d, = BB,, d;= BB, (viz obr. 8). Jedno-
jednozna¢énd korespon-
dence mezi bodem B, a
trojici ¢isel d; vyzaduje
oviem, abychom vzdi-
lenosti d; orientovali. To
¢éinime takto: Trojihel-
nik 0,0,0; déli rovinu
v sedm poli; bodim ve
vnittnim poli pfisuzuje-
me &isla d; vesmeés klad- h —
nd, v ostatnich polich ™7 0 +€’_ N
jsou ¢isla dg kladnd a zd- /x
porna podle toho, zda
bod B lezi vzhledem Obr. 8.

k odpovidajici strané

trojihelnika 0,0,0, na téze strané jako protilehly vrchol
nebo na strané opa¢né. Je viak ijhned patrno, %e obricené
je poloha obecného bodu jiz uréena, zname-li jen dveé z tif
¢isel di. I musi platit mezi é&sly d; néjaky vztah; ten vy-
plyvd z rovnice [symboly (0,0,0,) atd. maji tyZ vyznam,
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jako v pfedchézejicim odstave
(010203) = (30303) + (01303) + (01023);
kterd plati pro kaidy bod B (odivodnéte!), a zni tedy
ad, + bd, + cd; = 24.19) 4)

Cisla dq, kters spliuji vztah (4), nazyvaji se absolutni
norméilnf soufadnice bodu; trojthelnik 0,0,0, sluje
zdkladni (nebo soufadnicovy), jeho strany zdkladni pfimky
(nebo souradnicové osy), 0,, O,, O, jsou soutadnicové vrcho-
ly. Kde lezi body, jejichZ jedna nebo dvé soufadnice d; jsou
rovny nule? Existuje bod (0; 0; 0)?

Zékladni vztah (4) umoZnuje ndm, abychom ka%dou alge-
braickou rovnici mezi proménnymi dg uvedli na homogenni
tvar. Nebot' kaZdou takovou rovnmici lze predeviim psdti
ve tvaru

n
Doup(d) =0, i=1,23,
. E=0 ]
kdyZz symbolem u(dg) jsme oznaéili éleny, v nichZ se vy-
skytuje d; v mocniné k. Nésobfme-li nyni tuto rovnici vy-
razem (ad; + bd, + cd,)® obdriime po tpravé vzhledem
k rovnici (4) homogenni rovnici-
uy(dy) (ad, +-bdy+-cd;)® + 24u,(d;) (ady +-bdy+cdy)"—1 +- ...
ver 20 AU (d) = O.

MiuiZeme tedy predpoklidati, Ze kaZd4 rovnice, kterd obsa-
huje proménné dg, je jiZ homogenni.

B. Relativn{ soutadnice bodu. Snadno nahlédneme, Ze
za soufadnice bodu B miZeme vziti také &sla z;, umérnd

&islim dy, t. j. &isla, o nich% platf
oz =d, i=1,2,3 ¢ +0. (5)
1%) Nebo jinak
dsinx 4 dgsin f + Idysin y =
d 4 d

e N !
b % T e l, dokaZte!

-1:7 = 2r sin & sin fsin y,



Cisla z;, definovansa t8mito rovnicemi, nazyvaji se relativni

normélni soufadnice bodu. Jejich vztah k absolutnim
soufadnicim udévaji rovnice (4) a (5), z nich plyne

24z, 6

4= T bm e BB @

Podrobnsjsi vysSetfeni t&chto soufadnic nechdvéme &tena¥i.

C. Transformace na kartézské soutradnice. Zvolme
kartézskou soustavu tak, jak ukazuje obr. 8. I plati

d, = zsiny, d, = ysiny.

K tomu pfistupuje rovnice (4), kterd diva )
. 24 . .
dy= — —@asina— ysin f.

Obriceni téchto rovnic pfSeme ve tvaru
&4 24 _ dy 24
siny ad; + bd, + cdy’ Y sin y ad, +bd, +cdy’
Rovnice (7), (7’) jsou linedrni, neméni tedy stupen transfor-
mované rovnice. Specidlné linedrni homogenni rovnice v dy
(nebo obecnéji v =) vyjadiuje pifmku. KruZnice, kters
je opsédna soufadnicovému trojihelniku, mé rovnici

A7)

22 4 y* 4 2zycosy—br—ay =0,
[viz také 12. Glohu d) v pfedchdzejici kapitole]; transformaci
na norméln{ soufadnice podle rovnic (7') obdrzime po malé
Upravé rovnici
adydy + bdyd; + cdydy = 0.

A pod. Napiste rovnice pifmky a uvedené kruZnice také v rela-
tivnich soufadnicich!

D. P¥imkové soufadnice. Nahlédneme snadno, Ze rov-

nice pi'-lmky, které prochézi body (d’), (d") r@p (z’), (z*), [pro
struénost piSeme (d’) atd. misto (d’y; d’y, d’5) atd.] je

dy dy dy Ty Ty Ty
dy dy dg] =0resp. |2y 2’3 24| =0,
a’, d’y d7y ')z, %



po rozep‘sa',ni |

Zody, = 0 resp. X5z = 0,17) (8)
pEi éemZ znali 8, = d'yd”y— d’yd”, atd., & = z'3 2" — x'3x”,
atd. Podobng, jak jsme to uéinili v pFipad& kartézskych sou-,
Fadnic, i zde nazyvame koeficienty J; resp. & normalnimi
soufadnicemi p¥imky (vyloZte podrobnéjll) Rovnice (8)

yadfujl soudasnd i incidénéni podminky pro normélni sou-
nice. Tak na p¥. duéinf vztahy

.
Ty Ty Ty 51 5

:z:l :l:2 1:a = 0 resp. ) s”] ‘Sa =
z"y Ty T ' 7y €72 &%

vyjadi'u,]l nutné a postadujici podminky, aby t¥i body (z),
(z'), (z”) leZely v pfimee resp. t¥i piimky [§], [£'], [£”] proché-
zely bodem. Utvofte daldi ptiklady!

Pondvad% né&které zékladni tlohy jevi se v soufadnicich
normélnich dosti sloZ%ité, pouZivime této soustavy jen v pFi-
padech, kdy takové tilohy nemusime ¥eSit. Uvedeme tu piece
jen aspoii dv& z tdchto zdkladnich wloh.

a) Transformujeme-li vyraz pro vzddlenost dvou bodl‘.‘l B’, B”
v kosojihlych soufadnicich

B'B" = (z' —z’P + (y —y")? + 2 (2' —a")(y'-—y")cosy
na absolutni soui-adnice podle rovnic (7), nalezneme vyraz

BB = o @y —d') + (d'y—d7y)? +
+ 2(d, —d”1>(d"~d”z>cos 71
Podle rovnic (4) je viak

. v 24 ]
dy—d’, = Taz, Zaz', (b&; — c&,) a daldi dva vztahy,

takZe v relativnich soufadnicich méme (po malé tiprave)
16 1272

B’B"? = (Zaz’l)* (Eaz”,)’ L4 (Ep Egy Ea.),

pE ¢emZ znadi
v (&, &y Ey) = Z52 — 28,8, cos x. *)

b) Jsou-li rovnice soufadnjcovych os vztaZeny k pravoiihlé
soustavé a ve tvaru zecos#; - ysing; —p; =0, ¢ = 1,2, 3,

17y Pokud nebude uvedeno jinak, znaé&i k sumaém index
a séitdime od X =1 a% po L = 3.
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pak je ziejmé& d; = — (z cos 7; + ysin 5, — p;) & tedy
Zopdy = — « X6 cos ny — y Xy sin np + Iép,.

Vzdélenost bodu (z; y) od piimky lz + my + n = 0 je viak
(bez ohledu na znaménko) déna znadmym vyrazem (lz + my +

+ n) : YT F m®. Pondvadz jé 12 + m? = y (8,, 8, &), nachézi-
+

me posléze pro vzdalenost bodu (d) od ptimky [8] (bez ohledu
na znaménko) vyraz

2o d,
V'P (61, Oz 0y)
+

Ulohy k tomuto odstavei: 6—18.

. (12)

Trimetrické soufadnice. A. Definice. Trimetrické
(trojtihelnikové) soufadnice bodu definujeme nej-
obecnéji takto: Jsou to tii ¢isla z;, umérnd vzddlenostem
uvaZovaného bodu od tii stran zikladniho trojtihelnika,
znasobend libovolné zvolenymi koeficienty, t. j.

0% = xidi: 1= 1: 2: 3: 0 % + 0'18) (9)

Za predpokladu, %e zdkladni kartézskd soustava je pravo-
dhld, jsou totiz rovnice stran zdkladniho trojdhelnika

aix + by +¢2=0,:=1,2,3,
vzddlenosti d. jsou
a;x+ by +c¢iz
Vartoi
1

takZe podle rovnic (9) plati

Va,

18) Podobné& trimetrické soufadnice pF¥imky jsou defi-

novény rovnicemi ¢f; = x;4;, kde &; jsou vzdalenosti uvaZo-

vané pfimky od vrcholu soufadnicového trojuhelnika.

di=

(a T + by + c:2)- (10)




A obrécené z téchto rovnic plyne

D Az D B; D Ci
— = -_— — = —_— y — = —_— , 1'
ex Eh%ey El;z'gz Ehzh (10)

pfi éemZ znaéf — jako obvykle —

| a, b o
as by
aa by c5
Ay, By, C; jsou dopliiky stejnolehlého prvku v determinantu
D a J;= —=—2t .V soufadnicich nehomogennich jsou
Vaé + b

+
rovnice (10) resp. (10')
oxi = A¢ (aix + by + ¢s) resp.

LD XIS S Py 5 PN (o

Jeli tedy dé,n bod kartézskymi pra.voﬁhlme soufadni-
cemi (z; y; z), jsou jeho trimetrické soufadnice ddny rovni-
cemi (10); obrédcené, zndme-li trimetrické souradnice bodu,
jsou jeho kartézské pravoiihlé soufadnice ddny rovnicemi
(10’). Podobné pro rovnice (11).19)

B. Zékladni vlastnosti. Z rovnic (4) a t9) odvodime
ihned zdkladni vztah, ktery plati mezi trimetrickymi sou-
fadnicemi bodu; zni

a b c 24
— %+ =%+ == —
* X3 3 e

(o koeficient umeérnosti; napiite tento vztah jedté v jinych
tvarechl).

Je ihned patrno, Ze trimetrickd soustava bodovych sou-
fadnic je uréena, zndme-li rovnice stran zikladniho troj-
dhelnfka a absolutni normalni soufadnice d; a trimetrické

1%) Provedte obdobnou uvahu pro soufadnice pF¥imkové!
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souradnice z; jednoho a téhoz bodu B, ktery oviem neleZi
na z4dné zdkladni pfimce. Potom totiz rovnmice (9) urcuji
pomér Cisel »; a tudiz i trimetrické soufadnice obecného
bodu. — Zpravidla v3ak trimetrickou soustavu bodovou
uréujeme jinak: Jisty bod roviny zvolime za jednotkovy
J#1(1;1;1). Jsou-li d; jeho absolutni normélni soufadnice,
plati o = x;d;, ¢im% je uréen pomér Cisel »; a tedy i tn-
metrickd soustava.2?)

Ze znamych vlastnosti absolutnich normélnich soufadnic
a na podkladé rovnic (9) snadno nahlédneme, Ze anulovand
lineérni forma

2z f;:!:g =0 (12)
vyjadruje v trimetrickych soufadnicich piimku. Nejjedno-
dussi rovnice ;=0 pifsluseji souradnicovym osdm (jak?); rov-
nice 2;— Azp = 0 (¢ 3= k, 1 proménny parametr) vyjadiuji
primky, jdouci soufadnicovymi vrcholy (vyloZte podrob-
néji!l)l. Posledni rovnice ze soustavy (10') pak ukazuje, Ze
vzta,

vyjadfuje pfimku nevlastni.

Konecné vztah (12) ukazuje, Ze obecnd trojice éisel [£;]
urcuje jedinou pfimku (jak je tomu obrécené?); i lze éisla &
povaZovati za trimetrické soufadnice primky. Za
téchto okolnosti rovnice (12) vyjadfuje incidenci pfimky [£;]
a bodu (z5). Podrobnéjsf dvahy pienechdvdme étendfi;
nec¢ini Zidnych obtiZi.(13)

C. Specialisace trimetrickych soufadnic bodu. Defi-
nice trimetrickych soufadnic bodu rovnicemi (9) je velmi obecné

a lze )i specialisovati nékolikerjrm zptisobem. Na tomto mistd
chceme uvésti velmi struén& aspoii nejlastéjii p¥ipady.

a) V rovnicich (9) poloZme %, = %, = x%,; dojderne tak k sou-
Fadnicim, definovanym rovnicemni

20) Obdobnou tvahu provedte pro p¥imkové souFadnice!
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ez, = d.-.

tedy rovnicemi (3): relativni normélni soufadnice jsou zvlast-
nim pfipadem trimetrickych soufadnic. Bod je uréen, zname-li
dva nezdvislé poméry t&chto tfi soufadnic (vvloZte!); odtud
jiny nédzev pro n&: pomérné soufadnice bodu.

b) V rovnicich (9) poloZme x, = xa, x, = b, x, = xc!
Obdriime gz, = ad, atd. &ili gz, = (B0O,0,) (oviem s jinym
koeficientem g!). Odtud také pojmenovéni pro né: homogenni
plo3né soufadnice bodu. Naleznéte vztah takto specialiso-
vanych trimetrickych soufadnic k trojbodovym soutadnicim I,

Plosné soufadnice lze interpretovati také fysikaln&: Mysleme
si, Ze soufadnicové vrchaly jsou zatiZeny vahami x; a Ze v obec-

ném bod& B je soustfeddna véha Xz;. Momentovd véta ndm
divé podminky rovnovéhy této hmotné soustavy:

—d, Xz, + viz; = 0 a dv& rovnice dalsi.
Z nich viak plyne '

® = f—l Xz, &ili oz, = ad, a dv& rovnice dalsi,
1
eoZ jsou rovnice, které definuji homogenni plodné soufadnice.
I jevi se tyto soufadnice bodu jako takova zatiZeni vrcholi
soufadnicového trojuhelnika, aby tento bod byl jeho t&ZiSt&m;
odtud jiné pojmenovédni pro né&: barycentrické (také Mo-
biusovy) souf¥adnice bodu. ,

c) PoloZme x; = x, = 1 :sin y, Q, = 1:d;! Obdriime tak
oz, =d, :8iny, ox, =dy:8iny, oz =1 a tedy vzhledem
k rovnicim (7)

s z Yy
0L, =X, 0Zg = Y, 0T, =1 ¢Cili 2, = —, z, = —.
0T, 0%y . Y, 0T, 1 z 2 z,
Kartézské soufadnice jsou tedy zvladtnim pFipadem trimetric-
kych soufadnic (ose z, = 0 se stane pFimkou nevlastni!).

d) K jinym specialisacim vede zpasob, kterym je trimetricka
soustava uréena. Zvolime-li na pF. stfed kruZnice vepsané
soufadnicovému trojihelniku za bod jednotkovy, dospéjeme
k soustav® a), zvolime-li za tento bod t&%i8té soufadnicového
trojuthelnika, dosp8jeme k soustavé b). VyloZte podrobnéji,
& utvoite }iné soustavy! .

e) Koneénéivyjadfeni trimetrickych soufadnic rovnicemi (10),
v nichZ disponujeme deviti nehomogennimi konstantami (ktery-.
mi?), ddvda ndm mnoho moZnosti pro specialisace t&chto seu-
Fadnic. Tak na pf. soufadnice, definované rovnicemi
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0z, = az+by+¢7,1=1,23, 040
nazyvaji se linearni soufadnice bodu. A pod. (1)
Clohy k tomuto odstaveci: 19—26.
Tetracyklické soufadniee. A. Definice. KruZnici, jejiz
rovnice v pravouhlych soufadnicich zni
(@) = a4 (2? + ) +2ay2 + 2a5y + a3 = 0,
nazveme struéné ,kruznice (a)". Zvolime-li v roviné étyfi
nezavislé kruznice (b), (¢), (d), (e), t. j. takové ¢tyTi kruZnice,
%e nendleZi viechny témuZ svazku webo téZe siti kruZnic,
tu kaZdou dal3i kruZnici lze vyjadriti jako linedrni kombinaci
téchto étyr kruZnic, t. j. lze psdti
(@) = 4(b) + Zy(c) + A(d) + Agfe). (13)
RozepiSseme-li totiz tuto symbolickou rovnici a srovndme-li
sobé odpovidajici koeficienty, nalezneme rovnice.

Gy = Mby + Ascg + Aady + Agtyr
........................ (14)
@y = hby + Aoty + Aods + Ayes,

z nichZ lze vypocisti koeficienty A; (pro¢?). Vysledek je
Di, = agBy + a,B, + a,B, + a B,
............................ (13)
Diy = aoky + a,E, + a,E, + ayF,,

pti GemZz velkymi pismeny jsme oznaéili dopliky stejno-

lehlého prvku v determinantu -

by by b, by

L €g €, €, €

Snadno se presvédéime, Ze podminka a,% 4 a2 —ag, = ¢
je nutnd i staci, aby rovnice kruZnice (a) vyjadfovala bod
(ktery ?). Je-li tato podminka splnéna, pak nazyvéme cisla- A;
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tetracyklické soufadnice bodu, ktery je touto kruZnici
vyjddren.

UvaZujme nyni kruzZnici s rovnici

. B, (2% + »%) '—'Br";_ B,y + B, = 0! 4]
Uréeme mocnost M, bodu (z,; y,), vyjidieného rovni-
cemi

(@) =0, a? +a,*— a8, = 0, (**)
vzhledem k této kruinici; nalezneme '
L B B B
M — x2 2 21, 2 et
‘Ml Ty + Yo -B:l To -Ba Y% + B_:’, .
8 ponévadi xy=—a,:ay Yy=-——a:qy T+ Y2 =
= a, : a, (oduvodnéte!), také jinak
1 .
M, = — (agB, + a,B, + a,B, + a,B;).
aoB;

Srovndme-li vSak tento vztah s prvni rovnici (15), pozni-
vime, ze M, = DJ, : a,B,. Provedeme-li obdobnou ivahu
i pro ostatni kruZnice typu (*), dochdzime k této véteé:
Tetracyklické soufadnice A; bodu (z,; y,) jsou étyfi é&fsla
Gmérnd mocnostem tohoto bodu vzhledem k uréitym
étyfem kruZnicim (nikoliv viak k oném, které jsme zvolili
za zdkladni!): '

Ay = %2 B,M, a tii rovnice dal. (16)

B. Zikladni vlastnosti. Rovnice (13) ukazuje, Ze
tetracyklické soufadnice jsou homogenni. Ndsobime-li totiZ
vSechny tymi koeficientem g &= 0, tu poskytuje uvedeni
rovnice opét touZ kruZnici g(@) = 0 (po piipadé tyz bod,
je-li kruZnici bod vyjddien). PonévadZ bod v roviné je uréen
jiz pomérem tii ¢isel (na pf. tfemi homogennimi soufad-
nicemi), mus{ mezi soufadnicemi- 1; existovat jesté néjaky
vztah. A ten je v podmince, Ze kruinice, kterou uréuji;
m4 polomér rovny nule. Dosadime-li' proto z rovnic (14)
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do druhé rovmice (**);, nalezneme pro tento vztah vyraz
z (.blz +b22_'bobs) '112_

— 2(2b1¢, +2by0,— bocy— byey) Mhy = 0.2)
Tento sloZity vzteh se podstatnd zjednodusi, pfedpoklada-
me-li, Ze kruZnice (b), (c), (d), (e) jsou vzdjemné& ortogondlni.
Pak vymizi viechny koeficienty u &lent s 4;4; (vyloZte podrob-

néji!). PovSimneme-li si jest&, Ze polomér R, kruZnice (b) je
Ry? = (b,® + by® — boby) : by? atd., mitfeme uvedeny vzteh psdti
daleko jednoduseji:
bAR 2, + . ..+ Rt = 0.
T. zv. normované tetracyklické soufadnice z; jsou definovény
rovnicemi
T = £ byBphys--nr Ty = % eRyhyg;
zékladni vztah mezi t&émito soufadnicemi ma tedy tvar zvlé3t
jednoduchy, totiz z,2 4 2.2 + z,2 + x,2 =0. (19)
Ulohy k tomuto odstavei: 27—31.

Ulohy ke cvideni.

1. Jak sestrojite bod B z dané trojice (I;;1,;1,), pfimku p
z dané trojice [A;; A5 45]?

. . B,C I, k BsC,
[Sestroji se body C,, Cg, pro n&Z je IS%C{ - ——l—: TZ' B_:o: -

= —-L -1, hledany bod B je prisedik pfimek B,C,, B,C,.
Timto bodem prochdzi také spojnice ByCy; diikaz podédva véta

. . . SIN (P, ¢1)
Cevova. Duilné sest se pHimk: s g9, Pro né% jo ————— =
.k rojisep Y 91» 920 P lo o Py 01
3

== 7% atd., hledané pFimke p jde priiseéiky p,, q, 8 Dy, qs

2 /g
(a také p,. q,; dikaz podiva vEta Menelaova). Pfitom znaéf
x, =+Va,.2 + 6]

) V tomto pFipadé& znadi
Z(by® + bg? —byby) 4,2 = (by® + by — bgby) 44* +
T (2 F e —cgly) 252 + ...+ (6% 1 €, —egey) A2
Podobné& pro dalsi soudet.
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.. 2. DokaZte, %e rovnici.bodu B resp. pfimky p lze vyjad¥iti
tvarem

| By By B, 0 P1P: Py O

a, ay a3 a| _ e | @y a3 @y @ _ -
b: b: b: p| =0 resp. b: b:b, B =0

j€ €3 €3 € e, e3 ¢35 ¢

. [.Vyluéte l; resp. /; z rovnic (3) resp. (3’) & z rovnice (2)
resp. (2°)!]

.3. Které body resp. pimky jsou vyjadfeny trojicemi I; resp.
’; 8 jednim nebo s dvéma nulovymi &leny ?

[Je-lil; = 0, méame body na spojnicich BiBy, je-lil; =} = 0,
méame body B’.. A dualn&. Pfitom je i,5,k,=1,2,3,i 5+ k.]

4. Jak zni trojpFimkové rovnice pfimky, jestlife pro rovnice
zékladnich pfimek zvolime tvary normalni?

[ZakledIni pfimky budtef n; = z cos §; + ysin §; — p, = 0;
p =gz Xl cos 6, + y ZA;sin 6 — Z4,p,'= 0. Napiste smér-
nici této pFimky, plepiste jeji rovnici na normalni tvar! Pro-
vedte dualni tivahu!]

5. Napiste podminku a) rovnob&fnosti, b) kolmesti dvou
primek [2] a [A")!

[a) sin x sin 8 sin y
7y 2 2 g
P Y I
kde «, 8, y resp. a, b, ¢ ]SOU uhly resp. délky stran trojstranu
P1P3Pss b) ZAxd'y = (127 + A2y cos x + (Mgh'y + AyA5) cos B+
+ (A4’ + 2,341) cos p. Uréet,e tthel dvou pfimek!]

6. Napidte absolutni resp. relativni normilni soufadnice
a) t&Zists, b) stfedu opsané kruZnice, c¢) priseéiku vysek,
d) st¥edu vepsané kruZnice, e) stfted vné vepsanych kruZnic do
zakladniho trojthelnika!

1

1 1 1
. [a) (? Rt l'::) resp. (vy; Uy ty) nebo (sm > sin g’

= 0 nebo

, b) (r cos x; 7 cos B; r cos ) resp. (cos x; cos f}; cos y), c)

sin y,
(2r cos f cos y; 2r cos x cos y; 2r cos x cos f3), d) (o; p; 0) resp.
(1; 1; 1), ) (— 0,; 04: 05) atd. resp. (— 1; 1; 1) atd.]
: -
7. Jak zni rovnice pfimky, kterd utinad na osach 0,0, resp.
-
0,0, tiseky p resp. q?
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[Transformaci rovnice gz + py — pg = 0 podle rovnic (7)
obdrZime « b _p— L d, +b ol : A d, — cdy = 0. Provedte ivahu

obrécenou!] .

8. Jak zni rovnice pfimky nevlastni? .

[Rovnice (6) ukazuji, Ze pro body v nekoneénu je ax, - bz, +
+.cxy = 0 (ad, + bdy + cdy = 0).]

9. Jak zni rovnice a) pfimky, jdouei soufadnicovym vrcho-

ay
lem, b) osy vthlu 0,0,0, (vnitini i vnsjsi), ¢) vysek trojithelnika
0,0,0,?

[8) dy = %,d; atd. (z, = x,x,); jaky je vyznam koeficientti
x;, kdy se tyto tii pfimky protinaji v jediném bod&8? (%% =
=—1), b) dyF dy =0 atd. (2, F 23 =0,), ¢) dycos f —
—dycos y = 0 atd. (x,co8 f— x3cosy = 0).]

10. Kterym vzorcem je dén obsah trojihelnika B,B.B, z pat
kolmic, spusténych z bodu B na strany trojuhelnika 0,0,0,?
DokaZte na zaklad& tohoto vztahu vétu: Geometrickym mistem
bodd, z nichZ kolmice spusténé na strany daného trojuhelnika
meji paty leZici v pfimece, je kruZnice opsand tomuto troj-
thelniku. A obrdcené. (PFimka ta sluje Simsonova pfimka
uvaZovaného bodu vzhledem k danému trojdhelniku.)

[24’ = dydysin x + dydysin § + dydgsin y &ili 4rA’ = adyd, +
~ bd,dy + cdydy. Pro 4’ = 0 obdrzime kruZnici opsanou troj-
thelmiku 0,0,0,.]

11. Vzorec pro vzdélenost dvou boda v absolutnich normal-
nich soufadnicich upravte na tvary

2
B’B™? = % Za(d,—d")® cos x = 7.—Z'(d’l— d’))2sin 2x=
r
=7 Za (d'y —d"y) (@3 —d7) =

2r2 , " i v g
== 2(d'y —d”5) (d'y — d7) sin x1¥*)

[Ciijte vztahu a (d';,—d";) +b(d’;—d",) +c(d’3—d7;) = 0!]

*) PFitom znati:
Za(d,—d" )2 cos x =
=a (@), —d" ) cosx+b(d'y—d",)2cos f+ c(dy3—d’y)2cosy
atd., podobné
Z(d,—d",) (dy—d’y) sinx =
= (d'y—d",y) (&g —d%) sin x+ ...+ (d',—d",)) (d'y—d7,) siny
atd.




12. Ktery thel sviraji pHmky X6 dp =0, Zé"d, = 0?
[Transformaei pfisludného vyrazu v pravouhlych soufadni-
cich nalezneme

g w = Z (818" — 830"y sin y }

2807, — T (8407 + §907p)cos a °
13. DokaZte, Ze pro uhel dvou pfimék plati vzorec

| Egp + gt + g
cos W= — 3y
2 V(&) Ve(&)

[Upravou vysledku 12. tlohy a zavedenim relativnich sou-
¥adnic. Jak velké jsou uhly, které svird pFimka [£] se soufadni-

covymi osami?)
14. Urdete obsah trojihelnika s vrcholy (d”), (d”), (3")!

. ldy @y df
2P = = |a%, 4, @7,
A dlll dlll dlll

15. UkaZte, %e pfimku lze parametricky vyjadfiti rovnicemi
d; = M’ + pd”; (ez; = Aa’; + pz”), 1=1, 2, 3!

[Z rovnice pFimky, jdouci dvdma body.]

16. UkaZte, %e kuZelosetka je vyjddFfena rovnici

Za_uz‘-z, =0,%k=12238; ag = aq;!
ik
_ [Transformaci kartézské rovnice.]
17. Urdete vzdélenost p¥imky [8] od soufadnicovych vrcholi!
[v26; : yrp atd. UkaZte, e na zdklad& tdchto vztaht lze nor-
malni soufednice pfimky definovati také geometricky!]

18. Jaky vztah plati mezi tFemi vzdélenostmi, o nichZ je
Fed v 17. tloze?

‘3‘ 2 - —
[Z vyrazu pro y plynez (_k) — 22 ‘_51_‘2’! cos y = 1, kdeZ
v v,v,

8; znaéi uvafované vzdilenosti.]

19. DokaZte: Trimetrické soufadnice bodu jsou &isla amérné
a) danym nésobkiim kolmych vzdélenosti, b) danym nédsobkim
vzdélenosti, méfenym v danych smérech, ¢) danym nésobkim
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vzddlenosti, méfenym v tém¥e sméru, d) vzddlenostem, méfe-
nym v da.nych smérech — od t¥i danych pFimek!

{Z rovnic (9).]

20. VySetfete trimetrické soufadnice bodu v pripads, %e
rovnice zédkladnich pfimek jsou dény ve tvarech normélnich!'

(Zékladn{ pI'imky jako ve 4. uloze. O, = —sina, C, =
= -—sin f, = —sin y; rovmice nevls.stni piimky

zsma:ﬂk— 0 neboz— zp = 0.]
*E

21. Jaky je vzdjemny vztah bodu (1; 1; 1) k pfimee [1; 1; 1]?
[(1; 1; 1) je harmonicky pél pFimky [1; 1; 1] vzhledem k za-
kladnimu trojihelnfku.)

22. VySetfete trimetrické soufadnice, pro né&% plati
# = Va,-’ + bt
[Pfedpoklad vede na lmeaml soufadnice.}

23. Kt.ery bod je v barycentrickych soufadnicich vyjadren
soufadnicemi (1; 1; 1) ? NapiSte rovnici nevlastni pfimky v t&ch-
to soufednicich!

[T&%i8t& zékladniho troluhehllka Z, + @y + 2, =0 é&ili
{1; 1; 1] (uvedte rovnice zakladnich pfimek na normélni tva-
ry!).]

24. Je-li soufadnicovy trojdhelnik rovnostranny a x%, = x, =
= x,, dokaZte, %o &) bod (1; 1; 1) je stfed trojuhelnika a pfimka
[1; 1; 1] pfimka nevlastni, b) pro ¢ = » a vy8ku rovnou 1 je
bod (}; #; $) stfed trojihelnika a rnezi soufadnicemi plati vztah
z, + 23 + 23 = 1, ¢) (1; w; w?) a (1; w?; w), kde o je komplexni
tfeti odmocnine jedné, jsou soufadnice kruhovych bodi!

[a) Viz také 23. ulohu! b) V rovnici ad, + bd, + cdy = 24
polofte a =b =c¢, d; = gz, : %, %1 = %3 =% =%, 24 = a,
o = %! ¢) Urdete priseliky z,z, + Z,Z3 + T3 =0 8 =, +
+ , + 3 = 0 (pro&?)!]

25. VySet¥ete t. zv, isotropické soufadnice bodu, d_ef_i-
novanérovnicemi #, = I + iy, T, = T — iy, Ty = z, i =+ | —11

[Z&kladni trojuhelnik mé za vrcholy polatek a oba body
kruhové.]

26. Jak zni zdkladni vztah, ktery plati mezi trimetrickymi
soufadnicemi p¥imky, defmovany'ml rovmceml e&; = %;6;?
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Z LS E—‘cl;-cos ;= %, Viz 18. dlohu!
2.0, x,x.vl'l‘g 0 -

27. Co to znamend, kdy% jedna nebo dvé z tetracyklickych
soufadnic jsou rovny nule?

[Vztah 2, = 0 znaéi kruZnici (*) atd. Vztahy 1, = l, = 0
vyjadfuji prisediky kruZnic (*)a C, (2 + y?) — Cyo— C
4+ Cy = 0 atd.; jaky vzta,h splﬂu]l tetracyklické souf: mce
téchto prﬂseélku"]

28. DokaZte, Ze &ty¥i kruZnice typu (*) neprochazeji spoleé-
nym bodem!

[UvaZte, co znamend 2, = 2, = 7, = 0!]

29. DokaZte, Ze &ty¥i kruZnice (*) jsou ortogonalni k zéklad-
nim kruZnicim! .

[Zvolme na pF. kruZnice (¢) a (*). Podminka ortogonality
té&chto dvou kruZnic zni XBg; = 0 a je splnéna identicky.

Podobnd& i pro ostatni dvojice kruZnic.]

30. DokaZte, Ze jsou-li zakladni kruZnice ortogonalni, sply-
vaji s kruZnicemi (*)!

[PouZijte vysledku 29. tilohy!]

31. Rovnicemi tvaru (16) vyjadFete také normované tetra-
¢yklické souFadnice!

M
[PouZijte vysledku 30. ulohy; vysledek je ox,= % atd.}
b
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