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in. 
TRIMETRICKÉ A TETRAOYKLICKÉ SOUŘADNICE. 

Vyjádřeni bodu (přímky) pomocí tří bodů (přímek). 
A. S o u ř a d n i c e bodu . V základní soustavě pravoúhlé 
buďtež dány tři body rovnicemi 

Bi = a{u + btv + Ci = 0, i= 1, 2, 3; (1) 

jsou tedy jejich souřadnice (Oj : c,-; 6t- : cť). Předpokládáme-li, 
že tyto body jsou v obecné poloze, pak determinant D sou-
stavy (1) je různý od nuly (odůvodněte!) a rovnici každého 
dalšího bodu B = au -\-bv + c = 0 lze vyjádřiti jako lineár-
ní kombinaci daných tří bodů, t. j. ve tvaru 

s 
= 0. (2) 

i - l 
Jsou-li dána čísla U, je B bodem roviny; obráceně, jsou-li 
dány body B p a k po rozepsání této rovnice a po srovnání 
odpovídajících si členů obdržíme soustavu 

Eljflt = ga, £lý>h = ob, Elffit = QC, (3) 
kde Q =f= 0 je koeficient úměrnosti, z níž lze vypočísti trojici 
Zp l2, ls• Učiňte tak! 

I určuje každá trojice li (s výjimkou trojice 0, 0, 0) a každá 
trojice s ní úměrná gl{ (g 4= 0) jediný bod; obrácené, obecný 
bod určuje nekonečně mnoho trojic gli, navzájem úměrných 
[jsou to řešení soustavy (3), násobená libovolným koeficien-
tem g 0]. Mají tedy čísla li vlastnosti homogenních bo-
dových souřadnic; slují t r o j bodové s o u ř a d n i c e bodu. 

Z rovnic (2) pijme 

Dlt = j> 
a a2 a3 
b 6, b, 
C CT Cj 

a dva vztahy další, 
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dále, označíme-li obsah trojúhelníka B1B2B3 symbolem (B^B^B^) 
atd., je 

2 (SiBjBa) = —í— 
C1C2°3 

Platí tedy 
c (BBtBs) 

ai c i 
a2 62 c, 
Oj b3 c3 

ii = P — p p v a dva vztahy další, 

a poněvadž (BBJB3) = \B2B3 . d1, kde ^ je délka kolmice, 
spuštěné s bodu B na stranu BtBa atd., je posléze 

c BJB 
ll = e c^ 2 (B^B2B3) ' dl a dva dalSí Vztahy' 

, _ „ c B3B1 
l*~eTt Y ( B M ) ' a' 

c B^B2 
IJb^BT) ' 

I jsou troj bodové souřadnice čísla úměrná vzdálenostem bodu 
od stran trojúhelníka, který tvoří základní body. 

B. S o u ř a d n i c e p ř í m k y . Jsou-li dány tři přímky 
v obecné poloze ^ 

Pi = afx + biV + c< = 0, i = 1, 2, 3, (D + 0), (1') 

lze rovnici každé další přímky vyjádřiti jako lineární 
kombinaci 

s 
P = 2 h n = o, (2') 

t - i 
při čemž čísla Ajt jsou určena rovnicemi 

ZXyit = ga, Zký>t = gb, UXtfii = gc, (g + 0 ) . (3') 
čísla Ái slují t r o j p ř í m k o v é s o u ř a d n i c e p ř í m k y . 

C. H a r m o n i c k á p o l á r a a h a r m o n i c k ý pó l . Ukážeme 
si na příkladě, jak používáme trojbodových a trojpřímko-
vých souřadnic. 
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Promítněme obecný bod B ; l2: l3) ze základních bodů Bf na 
přímky BjBi, vzniknou tak body C\, i, j, k = 1 ,2 ,3 (viz obr. 7). 
Ke každému průmětu Ci stanovme na přímce BjB^ harmo-
nicky sdružený bod Z>j vzhledem k bodům Bv B^. Poněvadž 

bod C, leží na spojnici B^B^, je jeho rovnice tvaru C\ = 
= m2B2 + tnaBa = 0, poněvadž leží na spojnici BBV je také 
tvaru Cj = nB + n1Bi = 0 čili C\ = (n/i -^n^) B1 + nl2B2 - j -
+ rtlJB3 = 0. Musí tedy býti + = 0 a dále : Z3 = 
= rn2 : m3, takže rovnice bodu C\ je C\ = l2B2 + l3B3 = 0. 
Má tudíž bod Dl rovnici18) 

Di = 1^2— hBa = — ha3) u + C A — lA) v + 
+ 0; 

podobné výrazy nalezneme i pro body D2 a D3. Snadno se 
přesvědčíme, že determinant těchto tří rovnic je identicky 

1B) Bod, který j e v přímé radě bodové o základních bodech 
B, = 0, Bt = 0 harmonicky sdružen s obecným bodem řady 
ijBj + ltBt = 0 vzhledem k oběma základním, má rovnici 

— ř2Ba = 0. A duálně. 
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rovný nule; leží proto tři body Di v jedné přímce, která sluje 
h a r m o n i c k á p o l á r a nebo stručně h a r m o n i k á l a bodu B 
vzhledem k trojúhelníku (třírohu) B^^B^. Vyslovte větou 
vlastnost této přímky; napište její rovnici! 

Duální úvahou k úvaze právě provedené, kterou pře-
necháváme čtenáři, dospíváme k pojmu h a r m o n i c k é h o 
pó lu poláry p vzhledem k trojstranu PxPtPs-i11) 

Úlohy k t o m u t o o d s t a v c i : 1—5. 
Normální souřadnice. A. A b s o l u t n í s o u ř a d n i c e 

bodu . Geometrická interpretace troj bodových souřadnic 
vede nás k tomuto určení polohy bodu: Zvolíme tři body 
Oj, 02, Oa, které neleží v jedné přímce (symboly a, 6, c, x 
/?, y atd. označíme příslušné veličiny trojúhelníka 0X0203, 
tedy a = 0203, oí = 020103 atd.). Pak obecný bod B určuje 
tři čísla dx — BBy, d2 = BB2, d3 = BB3 (viz obr. 8). Jedno-
jednoznačná korespon-
dence mezi bodem B. a 
trojicí čísel di vyžaduje 
ovšem, abychom vzdá-
lenosti orientovali. To 
činíme takto: Trojúhel-
ník 010203 dělí rovinu 
v sedm polí; bodům ve 
vnitřním poli přisuzuje-
me čísla di vesměs klad-
ná, v ostatních polích 
jsou čísla di kladná a zá-
porná podle toho, zda 
bod B leží vzhledem 
k odpovídající straně 
trojúhelníka 010203 na téže straně jako protilehlý vrchol 
nebo na straně opačné. Je však ihned patrno, že obráceně 
je poloha obecného bodu již určena, známe-li jen dvě z tří 
čísel di- I musí platit mezi čísly di nějaký vztah; ten vy-
plývá z rovnice [symboly (0j0203) atd. mají týž význam, 

Obr. 8. 
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jako v předcházejícím odstave 
(OAOg) = (B020a) + (O.BO^ + (Ofi^B), 

která platí pro každý bod B (odůvodněte!), a zní tedy 
adl + bd2 + cd3 = 2/1.") (4) 

Čísla di, která splňují vztah (4), nazývají se a b s o l u t n í 
n o r m á l n í s o u ř a d n i c e b o d u ; trojúhelník 010i03 sluje 
základní (nebo souřadnicový), jeho strany základní přímky 
(nebo souřadnicové osy), Ov 02, 03 jsou souřadnicové vrcho-
ly. Kde leží body, jejichž jedna nebo dvě souřadnice di jsou 
rovny nule? Existuje bod ( 0 ; 0 ; 0 ) ? 

Základní vztah (4) umožňuje nám, abychom každou alge-
braickou rovnici mezi proměnnými d< uvedli na homogenní 
tvar . Neboť každou takovou rovnici lze především psáti 
ve tvaru 

n 
2 u*(At) = 0, i= 1 , 2 , 3 , 
i = 0 

když symbolem ut(df) jsme označili členy, v nichž se vy-
skytuje d{ v mocnině k. Násobíme-li nyní tu to rovnici vý-
razem (aťZj -f- bd2 + cd3)n, obdržíme po úpravě vzhledem 
k rovnici (4) h o m o g e n n í rovnici 

Uo(di) (adi+bdz+cdz)» + 2AUl(di) (adí+bd2+cd3)n-1 -f ... 
. . . + 2M» í í )»(d;) = 0. 

Můžeme tedy předpokládat i, že každá rovnice, která obsa-
huje proměnné di, je již homogenní. 

B. R e l a t i v n í s o u ř a d n i c e bodu . Snadno nahlédneme, že 
za souřadnice bodu B můžeme vzíti také čísla x^ úměrná 
číslům dt, t . j. čísla, o nichž platí 

oxi = d{, i = 1, 2, 3, q 4= 0. (6) 
14) Nebo jinak 

djsinoc + d% sin /8 + [d, sin y = - i = 2r sin a sin /? sin y, 

— + — -j- — = 1; dokažte! 
V a «6 vc 
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(7) 

Čísla definovaná těmito rovnicemi, nazývají se r e l a t i v n í 
n o r m á l n í s o u ř a d n i c e bodu . Jejich vztah k absolutním 
souřadnicím udávají rovnice (4) a (5), z nich plyne 

2áx. 
d{ = —-j-——— , i =1,2, 3. (6) 

* axx + bxt + cx% 
Podrobnější vyšetření těchto souřadnic necháváme čtenáři. 

C. T r a n s f o r m a c e n a k a r t é z s k é s o u ř a d n i c e . Zvolme 
kartézskou soustavu tak, jak ukazuje obr. 8. I platí 

d1= x sin y, d2 = y sin y. 
K tomu přistupuje rovnice (4), která dává 

A * " A 

d3 = x sin a. — y sin p. 

Obrácení těchto rovnic píšeme ve tvaru 

S 2 A y d* 2 A (7') 
sin y ad^ bd2 -(- cd3' sin y adx + bd2 + cd3 

Rovnice (7), (7') jsou lineární, nemění tedy stupeň transfor-
mované rovnice. Speciálně lineární homogenní rovnice v 
(nebo obecněji v a;<) vyjadřuje přímku. Kružnice, která 
je opsána souřadnicovému trojúhelníku, má rovnici 

x 2 + V2 + 2a;y cos y— bx— ay = 0, 
[viz také 12. úlohu d) v předcházející kapitole]; transformací 
na normální souřadnice podle rovnic (7') obdržíme po malé 
úpravě rovnici 

ad^d3 -)- bdjd3 -j- cd1d2 = 0. 
A pod. Napište rovnice přímky a uvedené kružnice také v rela-
tivních souřadnicích! 

D. P ř í m k o v é s o u ř a d n i c e . Nahlédneme snadno, že rov-
nice přímky, která prochází body (ď), (ď) resp. (x'), (a;*), [pro 
stručnost píSeme (ď) atd. místo \d\-, d\, ď3) atd.] je 

= 0, 
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(8) 

po rozepsaní 
Zdkdh = 0 resp. £Škxh = 0,") 

při čemž značí = d\d"3 — ď3d"2 atd., Si = x\x"a—x',x"2 
atd. Podobně, jak jsme to učinili v případě kartézských sou-., 
řadnic, i zde nazýváme koeficienty áť resp. n o r m á l n í m i 
s o u ř a d n i c e m i p ř í m k y fvyložte podrobněji!). Rovnice (8) 
vyjadřují současně i incidénční podmínky pro normální sou-
řadnice. Tak na př. duální vztahy 

f l f , f , 
f i f , r, = 0 resp. 

2 ť 
r , K r 

= o 

vyjadřují nutné a postačující podmínky, aby tři body (x), 
(x'), (x") ležely v přímce reáp. tři přímky [£], [ f ] , [f*] prochá-
zely bodem. Utvořte další příklady! 

Poněvadž některé základní úlohy jeví se v souřadnicích 
normálních dosti složité, používáme této soustavy jen v pří-
padech, kdy takové úlohy nemusíme řešit. Uvedeme tu přece 
jen aspoň dvě z těchto základních úloh. 

a) Transformujeme-li výraz pro vzdálenost dvou bodů B', B" 
v kosoúhlých souřadnicích 

f B ' ! = (x' — x"Ý -f (y'—y"Y + 2 (x' — x")(y'—y")cosy 
na a b s o l u t n í souřadnice podle rovnic (7), nalezneme výraz 

W B " Í = + I«*'.-<*'.>• + 

+ 2 (d\ — d\) (ďj — d\) cos y]. 
Podle rovnic (4) je však 

2 J ď j — d\ = • (6f3 — cf2) a další dva vztahy, Zax\ Sax\ 
takže v r e l a t i v n í c h Souřadnicích máme (po malé úpravě) 

B'B"% = 16 J V 

(Eax'^ (¿Toz",)2 

při čemž značí 

V (íi- f j ) ¿'fi2 — 2 r | a f 3 cos (*) 
b) Jsou-li rovnice souřadnicových os vztaženy k pravoúhlé 

soustavě a ve tvaru x cos r/^ — y sin — pi = 0, i — 1, 2, 3, 
17) Pokud nebude uvedeno jinak, značí k sumační index 

a sčítáme od k = 1 až po k = 3. 
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pak je zřejmě di = — (x cos TJí + y sin tjt — pť) a tedy 
•TájCÍj. = — x cos tjj. — y E8t sin + Eötpk. 

Vzdálenost bodu (x; y) od přímky Ix + my + n = 0 je však 
(bez ohledu na znaménko) dána známým výrazem (Ix + my + 
+ n) : Ví« + m2. Poněvadž jé l2 + m2 = y> (á,, á2, <53), nachází-
me posléze pro vzdálenost bodu (d) od přímky [ó] (bez ohledu 
na znaménko) výraz 

— (
1 2

) 

Vv (i5x, áj, <3a) 
+ 

Ú l o h y k t o m u t o o d s t a v c i : 6—18. 

Trimetrické souřadnice. A. D e f i n i c e . T r i m e t r i c k é 
( t r o j ú h e l n í k o v é ) s o u ř a d n i c e b o d u definujeme nej-
obecněji takto: Jsou to tři 'čísla Xi, úměrná vzdálenostem 
uvažovaného bodu od tří stran základního trojúhelníka, 
znásobená libovolně zvolenými koeficienty, t . j . 

qxí = Xidi-. i = 1, 2, 3; q, xí 4= O.18) (9) 

Za předpokladu, že základní kartézská soustava je pravo-
úhlá, jsou totiž rovnice stran základního trojúhelníka 

aiX + biy + Ci2 = 0, i = 1,2, 3, 
vzdálenosti di jsou 

_ ajX + bjy -j-az 
(ti — , / , 

1 U f + b * + 

takže podle rovnic (9) platí 

QXÍ = (atx + bty + c{z). (10) 
V«*2 + V 
+ 

la) Podobně t r i m e t r i c k é s o u ř a d n i c e p ř í m k y jsou defi-
novány rovnicemi o^ = j<ť<5ť, kde <5ť jsou vzdálenosti uvažo-
vané přímky od vrcholů souřadnicového trojúhelníka. 
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A obráceně z těchto rovnic plyne 
D Ai D D 
7 x = Z l - >

X l ' ^ y = = Z T l
X l ' ^ z = Z r k

X l ' ( 1 0 ) 

při čemž značí — jako obvykle — 

h Cl 
D = + 0, &2

 C2 
J 3 ^ 3 C 3 

A{, Bi, C{ jsou doplňky stejnolehlého prvku v determinantu 
Xi 

D a l j = . V souřadnicích nehomogenních jsou 
l/a«2 + K + 

rovnice (10) resp. (10') 
qxí = A< (OÍX + bty + Ci) resp. 

V C * V V c * (ii) 

Je-li tedy dán bod kartézskými pravoúhlými souřadni-
cemi (x; y; z), jsou jeho trimetrické souřadnice dány rovni-
cemi (10); obráceně, známe-li trimetrické souřadnice bodu, 
jsou jeho kartézské pravoúhlé souřadnice dány rovnicemi 
(10'). Podobně pro rovnice (l i) .1 ' ) 

B. Z á k l a d n í v l a s t n o s t i . Z rovnic (4) a (9) odvodíme 
ihned základní vztah, který platí mezi trimetrickými sou-
řadnicemi bodu; zní 

á b c _ 2A 
x \ H H x3 — 

Xi X3 Q 
(Q koeíicient úměrnosti; napište tento vztah ještě v jiných 
tvarech I). 

Je ihned patrno, že trimetrická soustava bodových sou-
řadnic je určena, známe-li rovnice stran základního troj-
úhelníka a absolutní normální souřadnice a trimetrické 

" ) Proveďte obdobnou úvahu pro souřadnice přímkové! 
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souřadnice xj jednoho a téhož bodu B, který ovšem neleží 
na žádné základní přímce. Potom totiž rovnice (9) určují 
poměr čísel a tudíž i trimetrické souřadnice obecného 
bodu. — Zpravidla však trimetrickou soustavu bodovou 
určujeme jinak: Jistý bod roviny zvolíme za jednotkový 
¿7{1;1;1). Jsou-li di jeho absolutní normální souřadnice, 
platí q = Xidi, čímž je určen poměr čísel Xi a tedy i tri-
metrická soustava.20) 

Ze známých vlastností absolutních normálních souřadnic 
a na podkladě rovnic (9) snadno nahlédneme, že anulovaná 
lineární forma 

Z£txk=0 (12) 
vyjadřuje v trimetrických souřadnicích přímku. Nejjedno-
dušší rovnice # ¡=0 příslušejí souřadnicovým osám (jak?); rov-
nice Xi— Áxi = 0 (i 4= k, X proměnný parametr) vyjadřují 
přímky, jdoucí souřadnicovými vrcholy (vyložte podrob-
něji!). Poslední rovnice ze soustavy (10') pak ukazuje, že 
vztah 

vyjadřuje přímku nevlastní. 
Konečně vztah (12) ukazuje, že obecná trojice čísel [f,] 

určuje jedinou přímku (jak je tomu obráceně?); i lze čísla 
považovati za t r i m e t r i c k é s o u ř a d n i c e p ř í m k y . Za 
těchto okolností rovnice (12) vyjadřuje incidenci přímky [ f j 
a bodu (xj). Podrobnější úvahy přenecháváme čtenáři; 
nečiní žádných obtíží. (13) 

C. Special isace t r i m e t r i c k ý c h sou řadn ic bodu. Defi-
nice trimetrických souřadnic bodu rovnicemi (9) je velmi obecná 
a lze ji specialisovati několikerým způsobem. Na tomto místě 
chceme uvésti velmi stručně aspoň nejčastější případy. 

a) V rovnicích (9) položme = x2 = x,; dojdeme tak k sou-
řadnicím, definovaným rovnicemi 

20) Obdobnou úvahu provedte pro přímkové souřadnice! 
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e*i = d{• 
tedy rovnicemi (5): relativní normální souřadnice jsou zvlášt-
ním případem tri metrických souřadnic. Bod je určen, známe-li 
dva nezávislé poměry těchto tří souřadnic (vyložte!); odtud 
jiný název pro ně: p o m ě r n é s o u ř a d n i c e bodu . 

b) V rovnicích (9) položme xl = xa, xt = xb, x3 = xc! 
Obdržíme ctxi = atd. čili nxx = (B0203) (ovšem s jiným 
koeficientem g!). Odtud také pojmenování pro ně: h o m o g e n n í 
p l o š n é s o u ř a d n i c e bodu . Nalezněte vztah takto specialiso-
vaných trimetrických souřadnic k trojbodovým souřadnicím 

Plošné souřadnice lze interpretovati také fysikálně: Mysleme 
si, že souřadnicové vrcholy jsou zatíženy vahami x t a že v obec-
ném bodě B je soustředěna váha Zx^. Momentová věta nám 
dává podmínky rovnováhy této hmotné soustavy: 

— d j -(- = 0 a dvě rovnice další. 
Z nich však plyne 

x1 = — Xxt čili gx1 = ad1 a dvě rovnice další, vi 
což jsou rovnice, které definují homogenní plošné souřadnice: 
I jeví se tyto souřadnice bodu jako taková zatížení vrcholů 
souřadnicového trojúhelníka, aby tento bod byl jeho těžištěm; 
odtud jiné pojmenování pro ně: b a r y c e n t r i c k é (také Mó-
b i u s o v y ) s o u ř a d n i c e bodu . , 

c) Položme x1 = x2 = 1 : sin y, ír3 = 1 :d3\ Obdržíme tak 
QXx = : sin y, <>x1 = dt : sin y, QX3 = 1, a tedy vzhledem 
k rovnicím (7) 

, x
 u 

OXl = X, ox2 = y, OX3 = 1 CLIL = — , x2 = —. 

Kartézské souřadnice jsou tedy zvláštním případem trimetric-
kých souřadnic (osa x3 = 0 se stane přímkou nevlastní!). 

d) K jiným specialisacím vede způsob, kterým je trimetrická 
soustava určena. Zvolíme-li na př. střed kružnice vepsanér 
souřadnicovému trojúhelníku za bod jednotkový, dospějeme 
k soustavě a), zvolíme-li za tento bod těžiště souřadnicového 
trojúhelníka, dospějeme k soustavě b). Vyložte podrobněji, 
a utvořte jiné soustavy! 

e) Konečně i vyjádření trimetrických souřadnic rovnicemi (10), 
v nichž disponujeme devíti nehomogenními konstantami (který-
mi?), dává nám mnoho možností pro specialisace těchto sou-
řadnic. Tak na př . souřadnice, definované rovnicemi 
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nxi = a(x + bfij + cťz, i = 1, 2, 3, Q 4= O 
nazývají se l i n e á r n í s o u ř a d n i c e bodu . A pod.(M) 

Ú l o h y k t o m u t o o d s t a v c i : 19—26. 

Tetracyklické souřadnice. A. D e f i n i c e . Kružnici, jejíž 
rovnice v pravoúhlých souřadnicích zní 

(a) = a6 (x2 + y2) + 2a1x + 2a2y + a3 = 0, 
nazveme stručně „kružnice (a)'"- Zvoh'me-li v rovině čtyři 
nezávislé kružnice (6), (c), (d), (e), t . j. takové čtyři kružnice, 
že nenáleží všechny témuž svazku nebo téže síti kružnic, 
tu každou další kružnici lze vyjádřiti jako lineární kombinaci 
těchto čtyř kružnic, t . j. lze psáti 

(a) = + ^(c) + d) + A4(e). (13) 
Rozepíšeme-li totiž tuto symbolickou rovnici a srovnáme-li 
sobě odpovídající koeficienty, nalezneme rovnice 

«o = Kb» + Ktco + KAo + V o ' 
(14) 

o3 = ^63 + V 3 + ^ s + 
z nichž lze vypočísti koeficienty A,- (proč?). Výsledek je 

DAi = + alBl + a<Ji2 + a353,l 

} (15) 
Z)/4 = a0E0 + axEx + a 2 £ 2 + a3E3\ 

při čemž velkými písmeny jsme označili doplňky stejno-
lehlého prvku v determinantu 

D = 
b0 61 b2 b3 

e0 «1 e2 e3 

* 0. 

Snadno se přesvědčíme, že podmínka af -)- a2
2 —-' axp3 = O1 

je nutná i stačí, aby rovnice kružnice (a) vyjadřovala bod' 
(který?). Je-li ta to podmínka splněna, pak nazýváme čísla-
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t e t r a c y k l i c k é s o u ř a d n i c e bodu , který je touto kružnicí 
vyjádřen. 

Uvažujme nyní kružnici s rovnicí 

B3 (*2 + y2) — BlX— B2y +B0= 01 (*) 
Určeme mocnost M1 bodu (x0; y0), vyjádřeného rovni-
cemi 

(a) = 0, ax
2 + a2

2— Ooa3 = 0, (**) 
vzhledem k této kružnici; nalezneme 

Mx = V + y0
2— i r «o— 

JS3 -d3 -t>3 

a poněvadž a;0 = — ax : a„, y0 = — a2 : a0, x0
2 + y0

2 = 
— a3 : o0 (odůvodněte!), také jinak 

Ml = —!— {a^Bg + ajBj + a2B2 + atBz)-

Srovnáme-li vsak tento vztah s první rovnicí (15), pozná-
váme, že M1 = DX2 : a0B^. Provedeme-li obdobnou úvahu 
i pro ostatní kružnice typu (*), docházíme k této větě: 
Tetracyklické souřadnice X\ bodu (x0; y0) jsou čtyři čísla 
úměrná mocnostem tohoto bodu vzhledem k určitým 
čtyřem kružnicím (nikoliv však k oněm, které jsme zvolili 
za základní!): 

Xi = j j B3Mt a tři rovnice další. (16) 

B. Z á k l a d n í v l a s t n o s t i . Rovnice (13) ukazuje, že 
tetracyklické souřadnice jsou homogenní. Násobíme-li totiž 
všechny týmž koeficientem g =)= 0, tu poskytuje uvedená 
rovnice opět touž kružnici g(a) = 0 (po případě týž bod, 
je-li kružnicí bod vyjádřen). Poněvadž bod v rovině je určen 
již poměrem tří čísel (na př. třemi homogenními souřad-
nicemi), musí mezi souřadnicemi A,- existovat ještě nějaký 
vztah. A ten je v podmínce, že kružnice, kterou určují*: 
má poloměr rovný nule. Dosadíme-li proto z rovnic (14) 
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do druhé rovnice (**), nalezneme pro tento vztah výraz 

- W + V — 4 b W V — 
—Z(26 l C l + 2bzc2—b0ca—b3c0)X1Xi = 0.«) 

Tento složitý vztah se podstatně zjednoduší, předpokládá-
me-li, že kružnice (6), (c), (d), (e) jsou vzájemně ortogonální. 
Pak vymizí všechny koeficienty u členů s A^Aj (vyložte podrob-
něji!). Povšimneme-li si ještě, že poloměr kružnice (6) je 
Rf2 = (bj* + 6,2 — 606a) : ó0

s atd., můžeme uvedený vztah psáti 
daleko jednodušeji: 

W V + ... + = 0. 
T. zv. n o r m o van é tetracyklické souřadnice x̂  jsou definovány 
rovnicemi 

= ± VV-1 x* = ± 
základní vztah mezi těmito souřadnicemi má tedy tvar zvlášť 
jednoduchý, totiž V + x,2 + x3

2 + x4
2 =0 . (1S) 

Úlohy k t o m u t o o d s t a v c i : 27—31. 

Úlohy ke cvičeni. 
1. Jak sestrojíte bod B z dané trojice (ít; l2; I3), přímku p 

z dané trojice [Ax; A2; Aj]? 
B~C l k B [Sestrojí se body Cv C2, pro něž je = - i , -==± = 
•£»jW li Kt f , 

Z žfc 
= — T~ -¡r i hledaný bod B je průsečík přímek BXCV BtCt. 
Tímto bodem prochází také spojnice BtC3; důkaz podává věta 
Cevova. Duálně sestrojí se přímky qlt q2, pro něž je (p*' = 

2 ifc = •— 7T ®td., hledaná přímka p jde průsečíky p1( a p,, qt A2 fcj 
(a také p3. <7,; důkaz podává věta Menelaova). Přitom značí 
k-t = y«ť* + v - ] 

2l) V tomto případě značí 
27(6^ + 62

2 - 6063) At
2 = (6X* + 6a

2 — 6A) V + 
+ (Cx2 + Cj2 — c0c,) A2

2 + . . . + (et
2 + e2

2 — e„e,) A4
2. 

Podobně pro další součet. 
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BR BT B3 0 PI PÍ ft » 
o, 

b. 
®s 
b3 

a 
b = 0 resp. O, Oj a 

bt 6 
c i c2 c3 c Cl Cg C 

. 2. Dokažte, že rovnici bodu B resp. přímky p lze vyjáclřiti 
tvarem 

= 0! 

• [Vylučte /ť resp. A(- z rovnic (3) resp. (3') a z rovnice (2) 
resp. (2')!] 

.3. Které body resp. přímky jsou vyjádřeny trojicemi resp. 
At- s jedním nebo s dvěma nulovými členy? 

[Je-li lj = 0, máme body na spojnicích B^Bk, je-li l. = l t = 0, 
máme body By A duálně. Přitom je i,j,k,= 1,2, 3, i =(= j #= fc.] 

4. J ak zní trojpřímková rovnice přímky, jestliže pro rovnice 
základních přímek zvolíme tvary normální? 

[Základní přímky budtež ni = x cos ói + y sin di —• pi = 0; 
p = x cos <5j. + y sin — —^kPt = Napište směr-
nici této přímky, přepište její rovnici na normální tvar! Pro-
veďte duální úvahu!] 

5. Napište podmínku a) rovnoběžnosti, b) kolmosti dvou 
přímek [A] a [A']! 

[a) sin x sin /} sin • 
A, A2 
A', ; / s A', 

a b c 
= 0 nebo Ai A* As 

A', A', A', 
= 0, 

kde' x, /?, y resp. a, b, c jsou úhly resp. délky stran trojstrami 
PIPÍPS, b) Zh>'k = (A2A'3 + AaA'2)co8 « + (A,A'i + A,A'3)COSJ9 + 
-f- <A,A'j + AIA'1)cosy. Určete úhel dvou přímek!] 

6. Napište absolutní resp. relativní normální souřadnice 
a) těžiště, b) středu opsané kružnice, c) průsečíku výšek, 
d) středu vepsané kružnice, e) středů vně vepsaných kružnic do 
základního trojúhelníka! 

[a) r l S | r , j i - r.) resp. (r,; r 2 ; r.) nebo 

—J, b) (r cos :*; r cos {¡; r cos y) resp. (cos cos j); cos y), c) 
(2r cos /? cos y; 2r cos x cos •/; 2r cos x cos /?), d) (o; g; o) resp. 
(1; 1; 1), e) (— o2; o2; ot) a td. resp. (—• 1; 1; 1) fttd.] 

- > -

7. J a k zní rovnice přímkv, která utíná na osách 030^ resp. 

0302 úseky p resp. g'! 
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[Transformací rovnice qx + py—• pq = 0 podle rovnic (7) 
obdržíme a — d, ~ b — — d, — cd, = 0. Provedte úvahu 

P ? 
obrácenou!] 

8. Jak zní rovnice přímky nevlastní? . 
[Rovnice (6) ukazují, že pro body v nekonečnu je axx -f- bxt + 

+ ex, = 0 (ady + bdt + cd, = 0).] 
9. Jak zní rovnice a) přímky, jdoucí souřadnicovým vrcho-

/s 
lem, b) osy úhlu 0 2 0j0 3 (vnitřní i vnějéí), c) výšek trojúhelníka 
O^jO,? 

[a) d2 = xxd3 atd. (x2 = *iX3); jaký je význam koeficientů 
xí, kdy se tyto tři přímky protínají v jediném bodě? (x^x^t, = 
= — 1), b) d2 da = Ô atd. (x2 + x3 = 0,), c) d2 cos p — 
— d, cos y = 0 atd. (x2 cos /? — xs cos y = 0).] 

10. Kterým vzorcem je dán obsah trojúhelníka B1BtB3 z pat 
kolmic, spuštěných z bodu B na strany trojúhelníka 0x0t031 
Dokažte na základě tohoto vztahu větu: Geometrickým místem 
bodů, z nichž kolmice spuštěné na strany daného trojúhelníka 
mají paty ležící v přímce, je kružnice opsaná tomuto troj-
úhelníku. A obráceně. (Přímka ta sluje S imsono va p ř í m k a 
uvažovaného bodu vzhledem k danému trojúhelníku.) 

[2 A' = djdjsin * -f t^d,sin + d td2sin y čili 4TA' — ad¡d, + 
— řxžjdj -f- cdjd2. Pro A' = 0 obdržíme kružnici opsanou troj-
úhelníku oxoto3.] 

11. Vzorec pro vzdálenost dvou bodů v absolutních normál-
ních souřadnicích upravte na tvary 

ÏÏB"* = y S a (d\ — d*i)2 cos a = y Z(ďx—ďx)* sin 2x = 

T 
= Y Sa (d't — d%) (d'3 — d"3) = 

= — Ç S (d'2 — d%) (d'3 — d\) sin »!•) 
[Užijte vztahu a (d\—d\) + &(d'2—d"2) + c(d '3—d\) = 0!] 
*) Přitom značí: 

S a (d'x — d"x)2 cos * = 
= a (d\ — d",)2 cos a + b (d'2 — d"2)2 cos /? + c (d'3 — d%)2 cos y 
atd., podobně 

. £ (d'2 — d"2) (d's — d*3) sin a = 
= (d'2 — d"2) (d's — d'3) sin » + . . . -f (d\—d\\ (d\—d"t) siny 
atd. 
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12. Který úhel svírají přímky £ó'kdk = O, Z6"kdk = O? 
[Transformací příslušného výrazu v pravoúhlých souřadni-

cích nalezneme 

. , E{6'1S"i — d'td\) sin y tg cd — Só'kd"t— 2(d\ó\ + á',<5's)cos a •} 
13. Dokažte, že pro úhel dvou přímek platí vzorec 

t' -^L 4 . f ^L o . t" Jv. 
1 ž 18(\ + * 1ar, + g 3 agy 

cos co = -¡r- , - -! 
2 Vv(f) Vv( f ) 

[Úpravou výsledku 12. úlohy a zavedením relativních sou-
řadnic. Jak velké jsou úhly, které svírá přímka [£] se souřadni-
covými osami?] 

14. Určete obsah trojúhelníka s vrcholy (ď), (d"), (ď")\ 
d\ ďt d\ 

[2 P = i 
ď" 

15. Ukažte, že přímku lze parametricky vyjádřit i rovnicemi 
di = + l*d"i (gxi = Xx\ + px%), i = 1, 2, 3! 

[Z rovnice přímky, jdoucí dvěma body.] 
16. Ukažte, že kuželosečka je vyjádřena rovnicí 

^f
aikxixk = °> ť> k = 2. 3; aik = aki[ 

[Transformací kartézské rovnice.] 
17. Určete vzdálenost přímky [á] od souřadnicových vrcholů! 
[vj^! : Vy, atd. Ukažte, že na základě těchto vztahů lze nor-

mální souřadnice přímky definovati také geometricky!] 
18. Jaký vztah platí mezi třemi vzdálenostmi, o nichž je 

řeč v 17. úloze? 

[Z výrazu pro \p plyne ^ I — I — 2 ^ £i£§ cos y = 1, kdež y p l y n e ? / * ) - 8 V í á . 

značí uvažované vzdálenosti.] 
19. Dokažte: Trimetrické souřadnice bodu jsou čísla úměrná 

a) daným násobkům kolmých vzdáleností, b) daným násobkům 
vzdáleností, měřeným v daných směrech, c) daným násobkům 
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vzdáleností, měřeným v témže směru, d) vzdálenostem, měře-
ným v daných směrech — od tří daných přímek! 

[Z rovnic (9).] 
20. Vyšetřete trimetrické souřadnice bodu v případě, že 

rovnice základních přímek jsou dány ve tvarech normálních! 
[Základní přímky jako ve 4. úloze. Cx = — sin a, Ct = 

=-í— sin/?, C3 = —siny ; rovnice nevlastní přímky 

2a l n a t xjfc = 0 nebo xt = 0.1 

21. Jaký je vzájemný vztah bodu (1; 1; l ) k přímce [1; 1; 1]? 
[(1; 1; 1) je harmonický pól přímky [1; 1; 1] vzhledem k zá-

kladnímu trojúhelníku.] 
22. Vyšetřete trimetrické souřadnice, pro něž platí 

= V«;' + 

[Předpoklad vede na lineární souřadnice.] 

23. Který bod je v barycentrických souřadnicích vyjádřen 
souřadnicemi (1; 1; 1) ? Napište rovnici nevlastní přímky v těch-
to souřadnicích! 

[Těžiště základního trojúhelníka; xt + xt + x3 = 0 čili 
[1; 1; 1] (uveďte rovnice základních přímek na normální tva-
ry!).] 

24. Je-li souřadnicový trojúhelník rovnostranný a xt = *s = 
= x3, dokažte, že a) bod (1; 1; 1) je střed trojúhelníka a přímka 
[1; 1; 1] přímka nevlastní, b) pro g = x a výšku rovnou 1 je 
bod (I; i ; i ) střed trojúhelníka a mezi souřadnicemi platí vztah 
x i + x t + x t = 1, c) (1; to; to2) a (1; a>2; to), kde to je komplexní 
třetí odmocnina jedné, jsou souřadnice kruhových bodů! 

[a) Viz také 23. úlohu! b) V rovnici adt + bd3 + cd3 = 2zl 
položte a = b = c, di = gxi : xit x^ = x3 = x3 = x, 24 = o, 
Q = x\ c) Určete průsečíky a^Xj + xlxi + x,x3 = 0 s Xj + 
+ x2 + x3 = 0 (proč?)!] 

25. Vyšetřete t . zv, i s o t r o p i c k é s o u ř a d n i c e bodu, defi-
nované rovnicemi xx = x + iy, xi = x — iy, xs = z, i =+ V—1' 

[Základní trojúhelník má za vrcholy počátek a oba body 
kruhové.] 

26. Jak zní základní vztah, který platí mezi trimetrickými 
souřadnicemi přímky, definovanými rovnicemi = Jíťéť? 
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f l í . cos v = - i . Viz 18. úlohu! fi* O' 

27. Co to znamená, když jedna nebo dvě z tetracyklických 
souřadnic jsou rovny nule? 

[Vztah = 0 značí kružnici (*) atd. Vztahy Aj = A, = 0 
vyjadřují průsečíky kružnic (*) a C? (x* + y2) — Ctx — C,y -f 
+ Ca = 0 atd.; jaký vztah splňují tetracyklické souřadnice 
těchto průsečíků?] 

28. Dokažte, že čtyři kružnice typu (*) neprocházejí společ-
ným bodem! 

[Uvažte, co znamená Aj = As = A3 = 0!] 
29. Dokažte, že čtyři kružnice (*) jsou ortogonální k základ-

ním kružnicím! 
[Zvolme na př. kružnice (c) a (*). Podmínka ortogonality 

těchto dvou kružnic zní EBf^ = 0 a je splněna identicky. 
Podobně i pro ostatní dvojice kružnic.] 

30. Dokažte, že jsou-li základní kružnice ortogonální, splý-
vají s kružnicemi (*)! 

[Použijte výsledku 29. úlohy!] 
31. Rovnicemi tvaru (16) vyjádřete také normované tetra-

óyklické souřadnice! 
Mi 

[Použijte výsledku 30. úlohy; výsledek je 0 ^ = atd.] 
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