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v. 

PROJEKTIVNÍ SOUŘADNICE. 

Souřadnice bodu. A. D e f i n i c e . Zvolme tři základní body 
0lt 02, 03 , které neleží v jedné přímce (souřadnicové body 
nebo vrcholy) a další bod J v obecné poloze. Zvolme nyní 
další obecný bod P a promítněme jej z bodů Ov 02, 03; 
totéž učiňme i s bodem J (viz obr. 12). Přímky svazků 
(OJ, (O,) určují dvojp0měry (23) kx = Ox (0203JP), k2 = 
= 02 (O^OxJP), které 
napsaným pořadím jsou 
stanoveny jednoznačně. 
Obráceně, jsou-li dána 
dvě čísla kv k2, jakožto 
hodnoty prvního resp. 
dťuhého dvoj poměru, 
obdržíme obecně jediný 
bod P jednoduchou kon-
strukcí: jakožto průsečík 
obou odpovídajících pří-
mek svazků (Ox) a (02). 
Bylo by tedy možné po-
užiti již těchto čísel jako souřadnic bodu v rovině. Uvažme 
však, že disponujeme ještě třetím bodem 03, a tedy i třetím 
dvojpoměrem k3=03(0x02JP)! 

Hledejme nejprve geometrický význam dvojpoměrů ki 
( ¿ = 1 , 2 , 3 ) . Za t ím účelem přiřaďme každé straně O,-O* 
souřadnicového trojúhelníka určitý směr oj}t (j, k = 1, 2, 3) 
a promítněme v tomto směru body J a P do protějších stran 
trojúhelníka 010203 (viz obr. 13). Dělicí poměr přímky O^J 
vzhledem k přímkám 0X02 a 0X03 je podle definice 

Obr. 12. 

sin {0X02, OxJ) 
sin (0X03 , OvJ) jl3 sin w13 

n i , tedy úměrný 
?u 

71 



dělicí poměr přímky Ó1Í> vzhledem k týmž přímkám 
sin (Q.0,,0^) = P^incon t e d ú m ě r n ý ft, 
sin (OjO^O^) p13 sin w13 p13 

(0t02, OjJ) značí úhel (lhostejno v tomto případě, zda je 
ostrý nebo tupý) přímek 0X02, 0XJ atd., a>y* jsou (ostré 
nebo tupé) úhly v obr. 13 stejně označených paprsků se 

stranami souřadnicového trojúhelníka, ju je délka úsečky, 
jdoucí z bodu J ve směru a>12, od tohoto bodu až k ose 0y02 

atd. A tedy —; obdobně pro le2 a k3.1 poznáváme, 
Jl3 Pl3 

že dvojpoměry nejsou nezávislé, nýbrž že platí kjcj^ = 1: 
dvěma z těchto hodnot je určena i třetí, takže zavedení 
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t řet ího dvoj poměru iležilattiená zavedení žádné podsta tné 
nové veličiny. 

Ale ani veličiny ki nebereme ještě za souřadnice bodu P; 
místo nich zavádíme t ř i poměrná čísla x» vz tahy 

z. _ £? 7. _ b — 1 — _ ' 2 — _ ' ".1 — > Xj Xj X2 

a nazýváme je p r o j e k t i v n í s o u ř a d n i c e b o d u . J e tedy, 
označíme-li Q(Q^O) faktor úměrnosti , 

„„ P23 Pai „„ Pl2. /,< Q*i - y , = 7 - . = T< U) 
/ 23 7 3 1 / 1 2 

projekt ivní souřadnice bodu jsou t ř i čísla úměrná vzdále-
nostem tohoto bodu, měřeným v urči tých směrech, od s t ran 
daného t rojúhelníka OjOjOg, a děleným stejně měřenými 
vzdálenostmi j iného daného bodu J . 

Položme = JIT pro každé i, kl P a k je gx1 = QX2 = 
= QX3 = 1. Má tedy bod J vlastnost , že všechny jeho pro-
jekt ivní souřadnice jsou si rovny; je to bod jednot-
kový. 

Není n ik terak na ú j m u obecnosti, jestliže předpokládáme, 
že směry Wfi jsou kolmé k s t ranám P a k místo rovnic (1) 
máme jednodušší (viz obr . 13) 

D' 
qxí -- ~r- nebo j inak qXí = XÍPÍ, (i = 1, 2, 3). (2) 

)i 
Vyslovte! 

B. Z á k l a d n í v l a s t n o s t i . J e t edy soustava projektiv-
ních bodových souřadnic jednoznačně určena souřadnico-
vým trojúhelníkem a jednotkovým bodem. Geometrický 
význam těchto souřadnic je pak dán rovnicemi (2). Vybudo-
vání soustavy je opřeno jen o pojem dvoj poměru a není 
tudíž n i jak vztaženo — jak tomu bylo u všech soustav 
posavadních — na pomocnou soustavu kartézskou. I hodí 
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se ty to souřadnice především k vyšetřování geometrických 
vlastností , k teré souvisí s dvoj poměrem.2 5) 

Základní vlastnosti našich souřadnic vyvodíme snadno 
z jejich definice rovnicemi (2). Tak pro bod O í p la t í QXx = 
— : jv x2 = x3 = 0 (vt je délka výšky v trojúhelníku 
01020i spuštěné z vrcholu OJ , a poněvadž záleží jen na 
poměru souřadnic, lze psát i nej jednodušej i 

01 (1; 0; 0), a podobně 02 (0; 1; 0), 03 (0; 0; 1). 

A také J (1; 1; 1). Pro body na přímce 0102 (souřadnicové 
ose) plat í p12 = 0, i je jej í rovnice x3 = 0; a pod. Pro to 
neexistuje bod (0; 0; 0), poněvadž by musil současně ležeti 
na všech souřadnicových osách, což při jejich obecné poloze 
je vyloučeno. 

Geometrické místo bodů, jejichž souřadnice splňuj í 
lineární homogenní vz tah 

2 ® ^ = ° ' ( » ' = 1 . 2 , 3 ) , (3) 
t 

je p ř í m k a . Obsahuje-li vrchol Ox, plat í ax = 0, a obráceně 
(proč?); a pod. Obsahuje-li dva vrcholy Oi, jsou v její 
rovnici dva koeficienty a-i rovny nule, a rovnice pak vy-
j ad řu je souřadnicovou osu; a obráceně (jak?). Na pr . rovnice 
př ímky, k terá prochází vrcholem Oa, je alxí + a2x2 = 0 
(flj =(= 0, a2 =(= 0); z té to rovnice plyne, že xx = — ga2, 
x2 = qax, xs je libovolné (g =j= 0 je fak tor úměrnosti) . Má 
tedy každý bod té to př ímky souřadnice (— a2; x3) [nebo 
(a2; — ax\ x3)], k teré se shoduj í ve dvou číslech. Obráceně 
dva body, které se shoduj í ve dvou souřadnicích a liší ve 

M) Poněvadž oba základní metrické pojmy, délku a úhel, 
lze vyjádřiti také dvojpoměry (viz 7., 11. a 12. úlohu), ne-
vyskytují se zásadní potíže ani při vyšetřování metrických 
vlastností v těchto souřadnicích (mluvíme pak o metrice v pro-
jektivních souřadnicích). Zpravidla však toho nečiníme; jde-li 
o takový druh úlohy (a je-li to vhodné), použijeme trimetric-
kých souřadnic, které — jak víme — jsou geometricky inter-
pretovány obdobně jako souřadnice projektivní. 
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t řet í , leží na přímce jdoucí vrcholem, k terý má týž index 
jako souřadnice, v níž se oba body liší. 

P ř ímka (3) obsahuje body (yt; y2, y3), (z^ z2; za) [stručně: 
body (y), (z)], jestliže plat í 

^JJ-iVi = 0, ^atZi = 0. 
I i i 

Vyloučením koeficientů a< z těchto dvou rovnic a z rovnice (3) 
nalezneme rovnici př ímky, jdoucí dvěma body, ve tva ru 

= 0 (4) 
X1 xí xs 
Ví 2/2 2/a 
21 Z2 

(odůvodněte!), a zároveň t aké podmínku, aby t ř i body 
(x), (y), (z) ležely v přímce. Jsou-li Á2 dvě libovolná čísla 
různá od nuly, ukazuje de terminant (4), že p la t í 

qxí = Ají/Í + X&i, (i = 1, 2, 3); (5) 

souřadnice, bodu n a přímce lze tedy vy jádř i t i j ako lineární 
kombinaci souhlasných souřadnic dvou jejích libovolných 
bodů. Obráceně, t ř i body, z nichž souřadnice jedngho jsou 
lineární kombinací ostatních dvou, leží v p ř ímce-1 vy jad řu j í 
rovnice (5) paramet r icky př ímku (s homogenními para-
met ry Aj, A2). J a k by byla př ímka vy jádřena parametr icky 
pomocí nehomogenního paramet ru A ? 

Rovnice 

X^CLÍXÍ + X^biXi = 0 , (i = 1, 2, 3); 
i i 

stručněji : (6) 

X1Ll + XJL2= 0, = ^ajXj = 0, L2 =^jbiXi = oj, 
i i 

kde A1( A2 jsou dvě libovolná-čísla, vy j ad řu j e s v a z e k p ř í -
m e k ; Ly = 0, ¿ 2 = 0 jsou základní p ř ímky svazku, Aj, Aj 
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homogenní parametry svazku, bod určený rovnicemi L± = 0, 
¿ 2 = 0 (jaké má souřadnice?) je střed svazku (6).(24) 

C. Souřadnice v přímé řadě bodové. V přímé řadě 
bodové (na přímce) zvolíme dva různé body 0lt Ot a další 
bod J v obecné poloze vůči bodům Oj, O,. Pak obecný bod P 
této řady určuje jediný dvojpoměr (OjOfJP) v tomto pořadí, 
a obráceně. Označme hodnotu tohoto dvojpoměroi k nebo ——; xi i platí podle definice 

(OjOjJP) = : 0rJ = = k = Í2. 
OjP : OyJ Pi • ň xi 

Projektivní souřadnice bodu v řadě jsou pak definovány rov-
nicemi 

eXl = ^ , ex2 = (i-) 
7i 7Í 

Splynou-li body J a P, je pi = JT a QXí = 1, (i = 1, 2); je tedy 
bod J opět bod jednotkový. A okamžitě vidíme, že rovnice (1') 
lze psáti také ve tvaru (2) (ovšem jen pro i = 1, 2). 

Takto definovány, jsou tyto souřadnice speciálním případem 
souřadnic v rovině. Můžeme tedy jejich^ základní vlastnosti 
uvésti již jen přehledně, přenechávajíce podrobnější prozkou-
mání čtenáři: Souřadnicovými vrcholy a jednotkovým bodem 
je projektivní soustava v přímé bodové řadě určena jedno-
značně. Souřadnice bodu jsou čísla úměrná vzdálenostem tohoto 
bodu od souřadnicových vrcholů; měřeným dvěma různými 
měřítky, která jsou stanovena polohou jednotkového bodu 
vzhledem k souřadnicovým vrcholům, nebo čísla úměrná 
vzdálenostem tohoto bodu od souřadnicových vrcholů, náso-
beným dvěma různými (ale jinak pevnými) konstantami. 
Bod Oj má souřadnice (1; 0); podobné 0 2 (0; 1), J (1; 1). Lineární 
homogenní vztah 

a m ^ V i = 0, (i = 1, 2) (3') 
i 

vyjadřuje bod (—-a,;^) [nebo (aa; — Oi)].(M) 
Dalš í v la s tnos t i v úlohách: 1—-8. 
Použití bodových souřadnic. A. Vyjádření dvojpoměru 

souřadnicemi a parametrem. Budtež dány čtyři body 
přímé řady bodové: X (xt; xt), (i = 1, 2, 3, 4). Podle definice 

i i i 
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projektivních souřadnic v přímé řadě bodové je (OjOgJX) = 

= xt : xv (i = 1, 2, 3, 4), takže (podle výsledku 4. úlohy) platí 
i < 

•Z/gaCj 1 SCj^X^ 
( I Z Z Í ) = - L t : i - J l i _ ; (7) 
1 2 8 4 — ®i®2 

2 3 2 8 2 4 2 4 
tímto způsobem je dvojpoměr čtyř bodů X vyjádřen jejich 
souřadnicemi. ' 

Podle předcházejícího odstavce vyjádřeme dva body A, B 
řady rovnicemi a = 0, b = 0, a uvažujme lineární kombinaci 
těchto rovnic, t. j. rovnici 

c = AjO + Aj6 = 0. 
Tato rovnice opět vyjadřuje jiný bod řady (který?); nazýváme 
proto A1( Aa homogenní parametry v řadě. Obecný bod řady (x) 
lze však jinak vyjádřiti také pomocí dvou jiných bodů řady 
(y) a (z) rovnicemi 

Qxi = hVi +. (i = 1. 2). (5') 
Jsou-li totiž body (x), (y), (z) dány svými souřadnicemi, lze 
[za předpokladu, že y1zi — yg,x 4= 0 (co značí?)] určití z rov-
nic (5') čísla A1( A,; obráceně, je-li dána dvojice čísel At, Aa, 
existuje jediný bod (x), jehož souřadnice jsou vyjádřeny rovni-
cemi (5'). Body (y), (z) šlovou základní body řady; A2, A, jsou 
opět homogenní parametry bodu v řadě. 

Na základě rovnice (7) snadno dokážeme, že dvojpoměr 
čtyř bodů řady (pro jednoduchost se omezíme na nehomogenní 
parametry) 
o + AJb = 0 resp. Qixt = yk + A{zt (i = 1, 2, 3, 4 ; k = 1, 2) (8') 

i 
je pomocí parametrů vyjádřen výrazem 

¿i—A . Ai " Ai 
At — Aa At — At- > 

Vyjádření s homogenními parametry přenecháváme čtenáři. 
B. Parametr v bodové řadě a ve svazku přímek. 

Bodová řada budiž vyjádřena rovnicí (s homogenními para-
metry A1( A,) 

Qxi = hVi + V i - (* = 1. 2, 3). 
Pro bod (y) je A1 = 1, As = 0, pro bod (z) je At = 0, At = 1, 

77 



pro bod (x) budiž A, = A,, A. = A., pro jiný obeoný bod řady 
i x 

('x) budiž At = Aj, A2 = As. I je podle předcházejícího odstavce 
2 2 

(yzx'x) _ At — As At — At 

A, — A. 
čili — zavedeme-li homogenní parametry místo nehomogen-
ních 

h h , / * 2 . 1 . (yzx x) = — • —I 

dvojpoměr dvou bodů řady vzhledem k bodům základním se 
rovná podílu jejich parametrů.") Speciálně bod (a;*), jehož 
souřadnice jsou 

= A ^ — Aj2ť, (i = 1, 2, 3), 
značí bod harmonicky sdružený s bodem (x) vzhledem k bo-
dům (y)r(z) (provedte podrobněji!). 

Body přímky (5) promítněme z obecného bodu (u)! Rovnice 
těchto promítajících přímek tedy zní 

+ V i KVt + V Í KV% + V a 
a lze ji upraviti na tvar X1L1 -f A2La = 0, kdež 

= 0, 

«i Wj u3 
Ví y» y» 

= o, Ls = 
®2 ®8 

«1 Mí «3 - 0 

jsou rovnice přímek, které promítají z bodu (u) základní body 
řady (6). Vidíme tedy, že přímky, které z obecného bodu pro-
mítají bodovou řadu, tvoří svazek (v němž základními jsou ony 
přímky, které promítají základní body řady), parametr ve 
svazku je týž, jako v bodové řadě. A to tedy znamená, že 
vlastnosti bodové řady, o nichž jsme mluvili na počátku tohoto" 
odstavce, můžeme jednoduše přenésti i na svazek přímek. 
Tedy na př.: dvojpoměr dvou přímek svazku vzhledem k zá-
kladním přímkám se rovná podílu jejich parametrů (dvojpoměr 
čtyř přímek svazku se rovná dvojpoměru jejich parametrů 

28) A obecněji, dvojpoměr čtyř bodů řady rovná se dvoj-
poměru jejich parametrů v témž pořadí (dokažte!). 
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v témže pořadí), a speciálně přímka s rovnicí 
AjLJ —• = 0 

vyjadřuje přímku svazku, harmonicky sdruženou s přímkou 
XlL1 -f A2La — 0 vzhledem k základním přímkám Lx = 0, 

= 0. 
C. H a r m o n i c k ý pól a polára. Souřadnicová soustava 

budiž určena trojúhelníkem 0j0 2 0 3 a jednotkovým bodem J. 
Označme Ji průměty bodu J z vrcholů Oi do protější osy; je 
tedy 

J (1; 1; 1); (0; 1; 1), J3 (1; 0; 1), Js (1; 1; 0). 
Poněvadž bod J t leží na přímce 0203 , lze jeho souřadnico 
vyjádřiti ve tvaru (5) takto: 
g . 0 = Aj . 0 + A, . 0,g . 1 = Aj . 1 + A, . 0,e . 1 = . 0 + A, . 1, 
takže 

Ax = A2 = o; 
px-o bod J*v s ním harmonicky sdružený vzhledem k bodům 
Oj, O, tedy platí: J* t (0; A,; — A,) (odůvodněte!) čili 

(0; — 1; 1), a podobně J»a (— 1; 0; 1), J*3 (— 1; 1; 0). 
Snadno se přesvědčíme, že body J*lt J*v J*a leží v přímce, 
jejíž rovnice zní 

' X1 + Xt + X3 = 
Přímka ta se nazývá h a r m o n i c k o u p o l á r o u bodu J vzhle-
dem k trojúhelníku OxO%03. Vyslovte větou její vlastnost! 
Dokažte vřtu obrácenou: Protneme-li příčkou p strany troj-
úhelníka 0j0.03 v bodech J*,, J*t, J*3 a sestrojíme-li k těmto 
bodům body harmonicky sdružené Jv J3, J3 vzhledem k vrcho-
lům trojúhelníka, prochází spojnice těchto bodů s protilehlými 
vrcholy trojúhelníka jedním bodem ( h a r m o n i c k ý m p ó l e m 
uvažovaného trojúhelníka vzhledem k příčce p)l 

Úlo h y k t o m u t o o d s t a v c i : 9—14. 

Souřadnice přímky. A. D e f i n i c e . J a k o p r o j e k t i v n í 
s o u ř a d n i c e p ř í m k y & def inujeme čísla úměrná koeficien-
t ů m a< v rovnici p ř ímky (3). Každou trojicí čísel (s vý-
j imkou troj ice 0, 0, 0) nebo čísel j im úměrných je určen 
jediný bod; každou trojicí čísel (opět s vý j imkou trojice 
0, 0, 0), nebo čísel j im úměrných, je určena jediná př ímka. 
Obráceně — j ak již os ta tně víme — obecným bodem není 

c 
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určena jediná trojice čísel Zi, nýbrž nekonečně mnoho trojic 
navzá jem úměrných; podobně obecnou přímkou není určena 
jediná trojice nýbrž nekonečně mnoho trojic navzájem 
úměrných. J edno tkový bod J m á souřadnice (1; 1; 1), po-
dobně jednotková př ímka j má souřadnice [1; 1; 1]; od tud 
(a vzhledem k výsledkům předcházejícího odstavce) vidíme, 
že bod J a p ř ímka j jsou harmonickými ú tva ry vzhledem 
k souřadnicovému t rojúhelníku. 

Incidence bodu (x) a p ř ímky [£] je vy jádřena rovnicí 

°> ( » = 1 . 2 , 3 ) ; (9) 
i 

t a to rovnice je zároveň analy t ickým vyjádřením z á k o n a 
d u a l i t y v projekt ivních souřadnicích. Jsou-li čísla pevná, 
pak ukazuje rovnice (9), že všechny body (x), jejichž sou-
řadnice té to rovnici vyhovuj í , leží na přímce vy jádřené 
rovnicí (9). Jsou-li čísla xk pevná, ukazuje t a to roynice, že 
všechny př ímky [f] , jejichž souřadnice té to rovnici vy-
hovuj í , procházejí bodem vy jád řeným rovnicí (9). Př i pro-
měnných otáčí se př ímka [£] kolem bodu (z) a rovnice (9) 
je rovnicí tohoto bodu. P ř i proměnných xk je obdobně 
rovnice (9) rovnicí př ímky jakožto spojnice všech bodů, 
k teré na ní leží. 

B. G e o m e t r i c k á d e f i n i c e p ř í m k o v ý c h s o u ř a d n i c . 
Projektivní souřadnice přímky lze definovati také geometricky. 
Zvolme tři základní přímky (souřadnicové osy) o v o,, oa v obec-
né poloze (obr. 14.) a další přímku j v obecné poloze k nim. 
I bude obecná < římka p určena, budeme-li znáti její průsečíky 
s dvěma základními přímkami, na př. s Oi a oa. Označme 
0 l f O,, O, průsečíky os, průsečíky přímky j s osami Jv «7a, J3, 
průsečíky p s osami P l t Pa, P3! Průsečíky Pi jsou jednoznačně 
určeny dvojpoměry 

Px...0l (o2ojp) = ( ( W ^ ) atd. 
Označíme-li i i resp. délky kolmic (měřené obvyklým měřít-
kem), spuštěných z bodů Oi na přímky j resp. p,87) pak vidíme, 
že platí 

27) Jako u souřadnic bodových, tak i zde mohli bychom 
obecněji měřit tyto délky v jistých daných směrech. 
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°x (°.<W) ( 0 , 0 ^ ! ^ ) = IM» : = i : S = ^ : -» atd. 
O ^ j O a Pj .«a ^a 'a «3 

Položme nyní , 
= (ojo^P) = T5 : -r = - r a t d - ; 

»2 *3 Í 3 

pak veličiny fť jsou projektivní souřadnice přímky. Jsou tedy 
definovány rovnicemi 

efť = (i = 1, 2, 3). (10) 

O dvojpoměrech platí opět XjjťjXj = 1. 
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Zbývá ovšem dokázat i, že přímkové souřadnice, definované 
tímto způsobem geometricky, jsou tytéž, které jsme zavedli 
v předcházejícím odstavci definicí analytickou. Za tím účelem 
musíme předpokládati, že trojúhelník souřadnic bodavých 
splyne s trojúhelníkem souřadnic přímkových (viz o6r. 14). 
Vztah mezi J a j je určen dvoj poměry 

(OfiJ(OtOvJyljj), ( 0 , 0 ^ ^ , , ) . 
Zvolme nyní J a j v takové vzájemné poloze, aby tyto dvoj-
poměry byly harmonické, ěili aby přímka j byla harmonickou 
polárou bodu J vzhledem k trojúhelníku Ó10103. Pak ale pro 
bod P platí 

= 01 (0t03JP) = (0 2 0^ a l P 3 í ) = ^ atd., 

pro přímku p 

*i = (°a°a/P) = (O.OaJiPi) = y atd. 
ss 

Z těchto vztahů odvodíme 
. (0,0jJ s tP3 2) . ( O / V A ) . (0 ,0 1 J 1 J 3 2 ^= 

_ O j P 1 . °jPa» _ ,Q Q p p * 

a poněvadž podle naší volby je (Ofi^J^J^) = •—• 1, nalézáme 
tak vztahy 

- T - - T - = (Oa03P1P3í) atd. x» ta 
Bod P však leží na přímce p; tedy promítneme-li z bodu P 
body 02 , Oa, Pv Paa na přímku oa, platí 

(O jO jPíP,a) = ( P ^ O ^ O J atd. 
Dále je, (podle známých vlastností dvojpoměru; viz také 
1. úlohu!) 

( i W A ) = 1 - W A ) - 1 — ( « V W » » , ) a t d -
čili 

£a |a = j + £1 
x

s fa  x

3 f s 
To však je podmínka incidence (9) útvarů p a P, jak jsme 
měli dokázati. 
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Obě definice souřadnic Si jsou tedy identické, jestliže oba 
souřadnicové trojúhelníky splynou a jestliže jednotkové útvary 
jsou v harmonické poloze vzhledem k základnímu trojúhelníku. 
Pak je také x1 + ®2 -f x3 = 0 rovnice jednotkové přímky 
[1; 1; 1], Sx + St + St = 0 rovnice jednotkového bodu (1; 1; 
l ) . ( - ) 

Úl o h y k t o m u t o o d s t a v c i : 15.—19. 

Transformace projektivních souřadnic. A. Transfor-
m a c e b o d o v ý c h s o u ř a d n i c . Lineární substi tuce v pro-
měnných xv x2, xa, k te rá je vy jádřena rovnicemi 

6
 X

1
 =  a

ll
x

l "I
-  a

l2
X

2
 a

l3
X

3> 

Q ^22X2 "t" 2̂3*̂ 3' 
Q X3 = d3íX1 d3lXa 033X3, 

(stručně: g 'Xi = ~^>anxk, i,k = 1 ,2 , 3) 
t 

(11) 

převádí bod (x) v bod ( 'x) . Má-li vy jad řova t i t r a n s f o r m a c i 
projektivních souřadnic, musí obráceně převádět i bod ('x) 
jednoznačně v původní bod (x). N u t n á a postačující pod-
mínka pro to je, a b y soustava (11) byla řešitelná i podle 
proměnných Xi, t . j . , aby de terminant soustavy (modul 
substituce) A = | | byl TŮzný od nuly. Je-li tomu tak , 
pak je obráceně 

- X i = y Akl'xk, (12) 
? r 

při čemž Au značí doplněk prvku a u v de te rminantu A 
(proveďte podrobněji!) . 

Pak obecnému bodu (x) odpovídá jeden bod ('x), a obrá-
ceně. Souřadnicové osy původní soustavy, určené rovnicemi 

Xi = 0, t ransformuj í se v p ř í m k y n 'x k = 0, nové sou-

* 

řadnicové osy 'X{ = 0 jsou v původní soustavě vy jádřeny 
rovnicemi = 0. 

t 
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B. T r a n s f o r m a c e p ř í m k o v ý c h s o u ř a d n i c . Podle 
úvah předcházejícího odstavce transformují se body přímky 

= 0 v body přímky 2 ' f i 'a* = 0. Abychom nalezli 
i t 

explicitní výrazy pro dosaďme do rovnice původní 
přímky z rovnic (12). Obdržíme 

což lze také psáti (proveďte podrobněji!) 

2 , A * = 2 Í = 
i i t i t l i J 

Proto g ' h = 2 M M - (13) 
i 

A obráceně (proveďte podrobněji!) nalezneme 

i 
Rovnice (13), (14) vyjadřují transformaci přímkových sou-
řadnic. Srovnáme-li je s rovnicemi (11), (12) pozorujeme, 
že transformace přímkových souřadnic vyplývá z transfor-
mace bodových souřadnic, když proměnné x nahradíme 
proměnnými f , a koeficienty a u doplňky A ^ , a obráceně. 
Dále vidíme, že veličiny x vyjadřuj í se veličinami 'x stejně, 
jako veličiny veličinami f , až na to, že indexy u koefi-
cientů jejich jsou vzájemně zaměněny. Pravíme stručně, 
že transformace přímkových souřadnic je k o n t r a g r e d i e n t -
n í k transformaci bodových souřadnic.(a7) 

Ú l o h y k t o m u t o o d s t a v c i : 20—29. 

Úlohy ke cvičení. 
1. Napište hodnoty všech dvojpomérů, které lze vytvořiti 

ze čtyř různých bodů ležících v přímce! 
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t(ABCD) - (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = k; (ABDC) -
= (BACD) = (DCAB) = (CD BA) = -i-(t. zv. reciproký dvoj-
j>oměr); (ACBD) = (CADB) = (BD'AC) = (DBCA) = 1 — k 
(komplementární dvojpoměr); (ACDB) = (CABD) = (BDCA) = 

= (DBAC) = * (dvojpoměr reciproký ke komplementár-

nímu); (ADCB) = (DABC) = (CBAD) = (BCDA) = 
= (DACB) = (CBDA) = (BCAD) = * (dvoj-

poměr komplementární k reciprokému). Vyslovte tyto vlast-
nosti dvojpoměru větami!] 

2. Jak se zjednoduší výsledek předcházející úlohy, jestliže 
(ABCD) je rovno a) 1, b) — 1. c) Jak je tomu v případě, když 
žádáme, aby základní dvojpoměr byl rovný dvojpoměru reci-
prokému ke komplementárnímu nebo rovný dvojpoměru kom-
plementárnímu k reciprokému? 

[a) 6 hodnot se redukuje na 3 (1,0, oo); body A,B,C,D 
nejsou již vesměs různé, b) 3 hodnoty (— 1, 2, -J); body A, B, 
C, D tvoří harmonickou ětveřinu v pořadí (ABCD) [nebo 

(CDAB)]. c) (ABCD) = i (1 ± ¿1/17 = f ^ T čtveřina je 
e k v i a n h a r m o n i c k á ; body A, B, C, D nejsou ovšem všechny 
reálné.] 

3. Ukažte, že platí (ABCD) = — tg2 ^-,(ABDC)=—cotg2 

¿t ¿t 
(ACBD) = — sec2 y , (ACDB) = cos2 (ADCB) = sin2 y , 

(ADBC) = cosec2 (udal Casey)! ů 
[Ve výsledcích 1. úlohy položte k = —tg 2 —I] 

4. Dvojpoměr (DBFO) vyjádřete hodnotami dvoj|w>měrň 
(ABCD), (ABCE), (ABCF), (ABCG)l 

[Jsou-li hodnoty daných dvojpoměrů jfelt kt, k,, kt, jo 

5. Vyšetřete souřadnice v přímé řadě bodové, jestliže jednot-
kový bod je nevlastním bodem přímky 0-fit\ 

[gxť = OJ1; dvojpoměr se redukuje na dělicí poměr.] 
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6: Touž úvahu proveďte v případě, že jednotkový bod půlí 
úsečku 010 i'. 

[gxx = — 0XP, o i , = , OjP; po vyloučení Q plyne odtud 
O^P . FII = 0 (i = 1,2), kde FÍI = XF-1 (barycentrické souřad-

t 
nice).] 

7. Touž úvahu proveďte pro případ, že jeden souřadnicový 
vrchol je nevlastním bodem přímky OjO.. Na základě výsledku 
vyjádřete eukleidovský pojem délky dvojpoměrem! 

x 0~P 
[gxx = O?/, gxa -= OjP; zvolíme-li 0%J = 1, je — = —y— = x, x t 1 

kartézské souřadnici bodu na přímce. A tedy x = ( ao, 0, 1, x).] 

8. Úlohy 6. a 7. rozšiřte na případ rovinných souřadnic! 
[Je-li těžiště souřadnicového trojúhelníka jednotkovým bo-

dem, přejdou projektivní souřadnice na barycentrické. Jestliže 
osa OlOi leží v nekonečnu, je plt : jlt = 1, a pro g- = 1 dospí-
váme ke kartézským souřadnicím biodu v rovině.] 

9. Dokažte, že parametry bodu v řadě [vyjádřené rovnicí (6')] 
jsou projektivní souřadnice tohoto bodu vzhledem k základním 
bodům řady jakožto souřadnicovým vrcholům a vzhledem 
k bodu (y1 + yt + zs) jako bodu jednotkovému! 

10. Ukažte, že okolnost, že dvojice bodů v řadě nebo dvojice 
přímek ve svazku jsou základními útvary, není podstatná, 
t. j. že za základní body nebo za základní přímky můžeme zvolit 
dvojice libovolné! 

11. Napište výraz pro dvoj poměr čtyř přímek x2 + y* = 0 
čili x ± iy = 0 (i = V— 1) a y — ktx =0, y —• ktx = 0, 
vzatých v tomto pořadí! 

[Považujte pro okamžik x, y za projektivní souřadnice bodu 
v řadě! Pak \i, | = [1 + ktk2 + i(k1 — *,)] : 
: [1 + k^ — i(k1 — fc,)]1. 

12. Na základě výsledku předcházející úlohy dokažte, že 
úhel <p dvou přímek, jejichž směrnice jsou klt kt, lze vyjádřiti 
vzorcem (Laguerreovým) 

<P = "5" log (i, —i, klt A,)! 
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[Dokážeme nejprve, že — i, — jr-, — -ij = (1 — itg<p): 
: (1 + i tg <p) = cos 2<p — i sin 2<p = é~^ (podle vzorce Eule-
rova). A tedy <p = log — i, — — ^-j, což —• až na 
malou úpravu — je již Laguerreův vzorec. (ae)] 

13. Dokažte: Spojíme-li obecný bod P s vrcholy trojúhelníka 
0 10 a0 3 a sestrojíme-li k těmto spojnicím harmonicky sdružené 
přímky vzhledem k příslušným stranám trojúhelníka, leží prů-
sečíky těchto přímek s protilehlými stranami trojúhelníka 
v jedné přímce (harmonické poláře čili harmonikále uvažo-
vaného trojúhelníka vzhledem k bodu P)! 

14. Analyticky potvrďte harmonické vlastnosti úplného 
čtyřrohu: a) Každým diagonálním rohem čtyřrohu procházejí 
dvě strany čtyřrohu a dvě strany diagonálního třírohu; tyto 
čtyři přímky tvoří v uvedeném pořadí harmonickou čtveřinu. 
b) Každé dva diagonální rohy tvoří harmonickou čtveřinu 
s těmi body čtyřrohu, které leží na jejich spojnici!(80) 

15. Jaké souřadnice mají souřadnicové osy? Napište rovnice' 
souřadnicových vrcholů! 

[0,0, [1; 0; 0] atd. Vrchol 0{ mé rovnici fť = 0 atd.] 

16. Vyslovte větu duální k větě: Dvě přímky y T a ^ = 0, 

= 0 se protínají v bodě 
i 

~ . ~ . ~ _ I Oj <h I . I <h °l I . I °J I i 
«1 • • *3 - | 6> 6 j | • | b i | • | 6 ] 6 i | ! 

Rovnice průsečíku těchto přímek zní 

f l f . Í3 
Oi o, a3 
bi 6. 6a 

0! 

18. Totéž pro větu: Souřadnice bodu v řadě jsou vyjádřeny 
rovnicemi 

= hVi + (i = h 2, 3)! 
[Souřadnice přímky ve svazku ?. 1^a lx i + = 0 jsou 

i < 
efť = V ť + 
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19. Ťotóž pro větu: Tři body (o), (6), (c) leží v přímce, jestliže 

= 0! 

20. Jak se lineární substitucí (11) a (12) transformují jednot-
kové body? 

21. Dokažte, že dvojpoměr čtyř bodů přímky je invariant 
projektivní transformace (lineární regulární substituce)! 

[Přímka QXt = Xlyt + AgZt přejde transformací (11) v přím-
ku Q 'xi = Ax 'yi + Aa '2;,' v jejíž rovnici jsou tytéž parametry, 
jako v původní. Dvojpoměr čtyř bodů přímky však závisí 
pouze na hodnotách Alt A,.] 

22. Obdobně dokažte, že dvojpoměr čtyř přímek svazku je 
invariant projektivní transformace! 

23. Kterými rovnicemi je vyjádřena identická transformace? 
[g'xi = xť] 

24. Napište rovnice, jimiž se transformuje pouze jednotkový 
bod! 

íe '*< = ««*<] 
25. Dokažte, že dvě projektivní transformace po sobě jdoucí 

můžeme nahraditi jedinou transformací! 

[Z rovnic Q 'xi ~ ^aitxt, g "xj = P1^1 3 Q'xi = 
i i 

= " X * '
 6 ' X * = ' X ' ] 

tj kj 

26. Projektivní transformace tvoří grupu. Dokažte! Jaký 
invariant má tato grupa? 

[Věta vyplývá z výsledků 23. a 25. úlohy a z existence 
inversní transformace. Dvojpoměr (viz 21. a 22. úlohu). (")] 

27. Napište transformaci, která převádí obecnou kartézskou 
soustavu v obecnou soustavu projektivní! 

[Kartézská soustava — jako zvláštní případ soustavy pro-
jektivní (viz 8. úlohu) — budiž určena body (xt = xt = 0), 
Os (s» = »i = 0), 0 3 (Z! = xt = 0) (počátek), J (xt = xt = xs); 
projektivní soustava budiž určena body 'Oi (Aj;; A^; A3i) 
(i = 1, 2, 3), 'J ;'2; j3). Transformace, která převádí 0i v 'Oi) 
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splňuje vztahy a i t — T tk i t (9 rovnic), transformace, která přo-
vádí J v 'J splňuje-vztahy gji = a^Xy + aitxt + anx^ (3 rov-
nice). Má tedy hledaná transformace tvar 

Q =2rtAítxt.(32)] 
* 

28. Co vytvořují průsečíky odpovídajících si přímek ve svaz-
cích X ^ t

x i + ¿ i j V ť = 0, = 0? 
i , i ť i 

[Za předpokladu, že oba svazky jsou různé, dostaneme vy-
loučením parametrů kuželosečku. Vyšetřete nékteré její vlast-
nosti!] 

29. Obdobnou úlohu proveďte pro souřadnice přímkové! 
[Kuželosečka jako obálka svých tečen!] 
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