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V.
PROJEKTIVNI SOURADNICE.

Soufadnice bodu. A. Definice. Zvolme tti zdkladnf body
0y, 0,, O,, které nelezi v jedné pifmee (soufadnicové body -
nebo vrcholy) a dalsi bod J v obecné poloze. Zvolme nyni
dal¥f obecny bod P a promitnéme jej z bodu O, Oy, Oy;
totéZ udiime i s bodem J (viz obr. 12). Piimky svazki
(0,), (0,) uréuji dvojpoméry (23) k; = 0,(0,04JP), k=
= 0, (0,0,JP), které
napsanym poradim jsou
stanoveny jednoznacneé.
Obrécené, jsou-li déna
dve éisla &y, k,, jakoZto
hodnoty prvniho resp.
druhého  dvojpoméru,
obdrzime obecné jediny
bod P jednoduchou kon-

strukef: jakoZto priseéfk
obou odpovidajicich p¥i-
mek svazki (0,) a (0,). Obr. 12.

Bylo by tedy moZné po-

uZfti jiZ téchto ¢isel jako souradnic bodu v roviné. UvaZme
viak, Ze disponujeme jesté tfetim bodem O, a tedy i tfetim
dvojpomérem ky,=0,(0,0,JP)!

Hledejme nejprve geometricky vyznam dvojpoméra k;
(¢t=1,2,3). Za tim 1éelem piifadme kazdé strané O,0;
soufadnicového trojihelnfka uréity smér wy (7, k=1, 2, 3)
a promitnéme v tomto sméru body J a P do protéjiich stran
trojihelnika 0,0,0, (viz obr. 13). Délici pomér piimky O,J
vzhledem k piimkém 0,0, a 0,0, je podle definice

. 12

sin (0,0,, 0pJ) _ jipsinawye X
- = , tedy amérny =%,
sin (0,0,, 0,J) D 81N (Wyg Y y he
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déliei pomér pifmky O,P vzhledem k tym¥ piHmkdm
sin (0,0,,0,P) _ D2 8iD Wy s P1g

- =. - tedy dmérny
sin (0,0,,0,P) "piysin wm’ y Pis

(0,0,, 0,J) znaéi thel (lhostejno v tomto piipadé, zda je
ostry nebo tupy) pifmek 0,0,, 0,J atd., w;; jsou (ostré
nebo tupé) tihly v obr. 13 stejné oznadenych paprski se

Obr. 13.

stranami soufadnicového trojihelnika, j,, je délka usecky.
jdouci z bodu J ve sméru ,,, od tohoto bodu aZ k ose 0,0,

atd. A tedy &, = e P 22 obdobné pro k, a k;. I pozndvime,
hs Pis

Ze dvojpoméry k; nejsou nezédvislé, nybrz Ze plati kkk, = 1:
dvéma z téchto hodnot je urdena i tfetf, takZe zaveden{
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trettho dvojpoméru neznamend zavedenf 2édné podstatné
nové veli¢iny.

Ale ani veli¢iny %; nebereme jesté za soufadnice bodu P;
misto nich zavddfme tfi pomérnd éfsla x; vztahy

z, z. z
by=22F =2 ) =2
1 zs: 2 zl; 3 zg,
a nazyvame je projektivni soufadnice bodu. Je tedy,
oznaéfme-li g(p &= 0) faktor timérnosti,
or, = I8, oz, — Put oy _ Pz, (H
728 Ia N2
projektivni soufadnice bodu jsou tfi éfsla imérnd vzddle-
nostem tohoto bodu, méfenym v uréitych smérech, od stran
daného trojihelnika 0,0,0,, a délenym stejné méfenymi
vzdélenostmi jiného daného bodu J.

Poloime p;z = jg pro kazdé ¢, k! Pak je px; = g%, =
= pzy = 1. M4 tedy bod J vlastnost, Ze vSechny jeho pro-
jektivnf soufadnice jsou si rovny; je to bod jednot-
kovy.

Neni nikterak na Gjmu obecnosti, jestlize predpokliddme,
Ze sméry wyg jsou kolmé k strandm O0;0. Pak misto rovnic (1)
méme jednodudsi (viz obr. 13)

1 i

ox; = 2'; nebo jinak oz = xipi, (i=1,2,3).  (2)

Vyslovte!

B. Zikladni vlastnosti. Je tedy soustava projektiv-
nich bodovych soufadnic jednoznaéné uréena soufadnico-
vym trojihelnikem a jednotkovym bodem. Geometricky
vyznam téchto soufadnic je pak ddn rovnicemi (2). Vybudo-
vani soustavy je opfeno jen o pojem dvojpoméru a neni
tudiz nijak vztazeno — jak tomu bylo u viech soustav
posavadnich — na pomocnou soustavu kartézskou. I hod{
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se tyto soufadnice pfedeviim k vySetfovdni geometrickych
‘vlastnosti, které souvis{ s dvojpomérem.2s)

Zékladni vlastnosti naich soufadnic vyvodime snadno
z jejich definice rovnicemi (2). Tak pro bod O, plati gz, =
=95, Ta=12,=0 (v; je délka vyiky v trojihelnfku
0,0,0, spusténé z vrcholu O,), a ponévadi zdle#i jen na
poméru soufadnic, lze psiti nejjednoduseji

0, (1; 0; 0), a podobné O, (0; 1; 0), O, (0; 0; 1).

A také J (1; 1; 1). Pro body na pifmece 0,0, (soufadnicové
ose) plati p;, = 0, i je jeji rovnice 2, = 0; a pod. Proto
neexistuje bod (0; 0; 0), ponévad? by musil soudasné leZeti
na viech soufadnicovych osdch, coZ pfi jejich obecné poloze
je vylouceno.

Geometrické mfsto bodad, jejichz soufadnice . spliiujf
linedrni homogenni vztah

Zaizi —0, (i=1,23), (3)

1]

je ptimka. Obsahuje-li vrehol Oy, plati a, = 0, a obracené
(proé?); a pod. Obsahuje-li dva vrcholy O;, jsou v jeji
rovnici dva koeficienty a; rovny nule, a rovnice pak vy-
jadfuje souradnicovou osu; a obrdcené (jak?). Na pf. rovnice
primky, kterd prochdzi vrcholem O,, je a,z, + ayz,= 0
(@, =0, a, +=0); z této rovnice plyne, Ze =z, = — pa,,
Z, = pa,, ¥z je libovolné (p 5 0 je faktor imérnosti). M4
tedy kazdy bod této pi{mky soutadnice (— a,; a,; ;) [nebo
(ag; — a,; x,)], které se shoduji ve dvou éislech. Obracené
dva body, které se shoduji ve dvou soufadnicich a lif{ ve

.

%) PonévadZ oba zékladni metrické pojmy, délku a thel,
lze vyjadFiti také dvojpoméry (viz 7., 11. a 12. ulohu), ne-
vyskytuji se zdsadni potife ani pfi vySetFovani metrickych
vlaestnosti v t&chto soufadnicich (mluvime pak o metrice v pro-
jektivnich soufadnicich). Zpravidla vak toho nedinime; jde-li
o takovy druh tlohy (a je-li to vhodné), pouZijeme trimetric-
kych soufadnic, které — jak vime — jsou geometricky inter-
pretovadny obdobné jako soufadnice projektivni.
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treti, lezf na pifmce jdouei vrcholem, ktery md ty% index
jako soufadnice, v niZ se oba body lisf.

Pifmka (3) obsahuje body (¥; ¥a: ¥s), (21; 205 25) [Btruéné:
body (y), (z)], jestliZe plati ‘

zai?/i =0, Zaizi = 0.
| { [

Vylouéenim koeficienti a; z téchto dvou rovnic a z rovnice (3)
nalezneme rovnici pfimky, jdoucf dvéma body, ve tvaru

T, T2 Ty
Y Ys
2% % 4y
(odivodnéte!), a ziroven také podminku, aby tfi body
(), (), () leZely v piimce. Jsou-li 4, A; dvé libovolné ¢&fsla
riznd od nuly, ukazuje determinant (4), Ze platf

ey = A’lyi + 1221"’ (i = 15 2) 3)1 (5)
souradnice bodu na piimce lze tedy vyjidfiti jako linedrni
kombinaci souhlasnych soutadnic dvou jejich libovolnych
bodii. Obricené, tfi body, z nichZ soufadnice jed.ngho jsou
linedrni kombinac{ ostatnich dvou, lezi v pifmce. I vyjadiuji
rovnice (5) parametricky pi{imku (s homogennimi para-
metry A,, 4,). Jak by byla pfimka vyjddfena parametricky
pomoci nehomogennfho parametru A?

=0 (4)

Rovnice
lIZa,-x,- + 12Zbi:ci —0, =12 3);
4 [4

strucnéji: 6)

(
ALy 4 AL, =0, (L1 Eza,-z.- —0, L, EZb,-z,- - 0),

i i
kde A,, A, jsou dvé libovoln4.- éfsla, vyjadi'uje svazek pri-
mek; L, =0, L,= 0 jsou zdkladni pi{mky svazku, 4,, 1,
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homogenni parametry svazku, bod uréeny rovnicemi L, = 0,
L, = 0 (jaké m4 soufadnice?) je stfed svazku (6).(2%)

C. Soufadnice v pFimé ¥ad& bodové. V pFimé Fadd
bodové (na pFimce) zvolime dva rtizné body O,, O, a dali
bod J v obecné poloze viiéi bodim 0,, O,. Pak obecny bod P
této Fady urduje jediny dvojpomé&r (0,0,JP) v tomto pofadi,

a obrécend. Ozname hodnotu tohoto dvojpomé&rn k nebo %;
1

i plati podle definice
(0,0,JP) =L :0xJ _ Paids _p _ %y
0,P:0J i Ty

Projektivni soufadnice bodu v ¥ad® jsou pak definoviny rov-
nicemi

ory = B, oz, = B2 (1)
Nh 72

Splynou-li body J & P, je p; = j, & oz; = 1, (i = 1, 2); je tedy

bod J opé&t bod jednotkovy. A okamZit§ vidime, Ze rovnice (1)

lze psati také ve tvaru (2) (ovSem jen pro ¢ = 1, 2).

Takto definovany, jsou tyto soufadnice specidlnim p¥padem
soufadnic v rovind. MiZeme tedy jejich, zékladni vlastnosti
uvésti jiZ jen pfFehledns, pfenechavajice podrobndjéi prozkou-
mén{i &tendfi: SouFadnicovymi vrcholy a jednotkovym bodem
je projeRtivni soustava v pFimé bodové Fad®é uréena jedno-
znaénd. Soufadnice bodu jsou &isla imérné vzdalenostem tohoto
bodu od soufadnicovych vrcholill, mé&fenym dv&ma riznymi
m&Fitky, kterd jsou stanovena polohou jednotkového bodu
vzhledem k soufadnicovym vrcholim, nebo &isla GWmrna
vzdélenostem tohoto bodu od soufadnicovych vrchold, néso-
benym dvéma riznymi (ale jinak pevnymi) konstantami.
Bod 0, m4 soufadnice (1; 0); podobné& O, (0; 1), J (1; 1). Line&rni
homogenni vztah

a= Yaz; =0, (i=12) (3)
2

vyjadFuje bod (—ay; a,) [nebo (ag; — a,)]. (%)
Dalsf vlastnosti v dlohdch: 1—8.

Pouiiti bodovyeh soufadnie. A. Vyjad¥eni dvojpoméru
souFfadnicemi a parametrem. BudteX dény &tyFi body
pHmé tady bodové: X (z,; z,), (¢ = 1, 2, 3, 4). Podle definice

i & 4
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projektivnich soufadnic v pFimé ¥ad§ bodové je (010,J¥ ) =
= zy: %y, (1 = 1, 2, 3, 4), takZe (podle vysledku 4. tlohy) plati
[ i

TyTy — T1Ty X%y — TyTy
(XXXX) =18 13 14 14, ™
1284 LyTy — T1Ty  Ta®y — T)T,
238 28 24 24
timto zpisobem je dvojpomdr &ty¥ bodd X vyjédFen jejich
soufadnicemni. $
Podle pfedchézejiciho odstavce vyjadfeme dva body 4, B
fady rovnicemi ¢ = 0, b = 0, a uvaZujme linedrni kombinaci
t&chto rovnie, t. j. rovniei
¢c=Ma+ Ab=0.
Tato rovnice opét vyjadiuje jiny bod Fady (ktery ?); nazyvime
proto 4,, A, homogenni parametry v ¥adé. Obecny bod Fady (z)

Ize vak jinak vyjad¥iti také pomoci dvou jinych bodd Fady
(y) a (z) rovnicemi
oT; = hy; + Ay, (2 =1, 2). (6')

Jsou-li totiZ body (z), (¥), (2) dény svymi soufadnicemi, lze
[z& pfedpokladu, Ze y;23 — ¥a2, & 0 (co znaéi?)] urditi z rov-
nic (5’) &isla A,, A5; obrécend, je-li ddna dvojice &fsel 4, 4,
existuje jediny bod (z), jehoZ soufadnice jsou vyjadfeny rovni-
cemi (5’). Body (y), (z) slovou zékladni body Fady; 4,, 4; jsou
opst homogenni parametry bodu v Fads.

Na zakladd rovnice (7) snadno dokid¥eme, Z%e dvojpomér
Sty bodd Fady (pro jednoduchost se omezime na nehomogenni
parametry)

a+ Ab=0resp. oz =Yy + Az (1 =1,2,3,4;k =1, 2)(8)
L]

je pomoci parametri vyjadfen vyrazem
Ay—dy 4y — 4,
AI - Aa ) Al _ Al
Vyjédfeni s homogennimi parametry p¥enechdvame &tendFi.

(8"

B. Parametr v bodové Fadd a ve svazku p¥imek.
Bodové Fada budif vyjddfena rovnmici (s homogennimi para-
metry A,, 1,)

0%, = My; + Az (i=1,2,3).
Pro bod (y) je 4, =1, 4, =0, pro bod (2) je 4, =0, 4, =1,
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pro bod (z) budiZ 2, = 11, Ay = l,, pro jiny obecny bod fady
(‘z) budi% 1, = l,, Ay = A, Ije podle pfedchézejiciho odstavce

) AB . Al —Ad
e w'n) = G PG
dili — zavedeme-li homogenn{ parametry misto nehomogen-
nich
A4
(yzz ’a;) = _2. : i;
, /;a 4

dvojpom&r dvou bodd Fady vzhledem k bodtim zdkladnim se
rovné podflu jejich parametrii.?®) Specidlnd bod (z*), jehoZ
soufadnice jsou

in* = lly‘— lazp (3 =12, 3):
znedi bod harmonicky sdruZeny s bodem (z) vzhledem k bo-
dam (y),.(z) (provedte podrobn&ji!).

Body ptimky (5) promitn&me z obecného bodu (u)! Rovmce
téchto promitajicich p¥imek tedy zni

z Ty T
uy Uy uy =0,
My + Az AYs + Azg MYy + Agzg
a lze ji upraviti na tvar A,L, + A,L, = 0, kdeZ
Ty Ty Ty Ty Ty Ty
Ly =|uy ug 3| =0, Ly = | u; up 4y =0
Y1 Ys Us 21 23 %

jsou rovnice pFimek, které promitaji z bodu (u) zékladni body
fady (6). Vidime tedy, Ze pﬁmki které z obecného bodu pro-
mitaji bodovou Fadu, tvofi svazek (v n&m% zdkladnimi jsou ony
pFimky, které promitaji zédkladni body Fady), parametr ve
svazku je ty¥, jako v bodové ¥add. A to tedy znamend, e
vlastnosti bodové ¥ady, o nichZ jsme mluvili na poéitku tohoto
odstavce, mifeme jednodule pfenésti i na svazek pFimek.
Tedy na pf.: dvojpomdr dvou pfimek svazku vzhledem k za.
kladnim pfimkam se rovné podilu jejich parametri (dvojpomér
&ty¥ pfimek svazku se rovnd dvojpomédru jejich parametri

26) A obecnéji, dvojpomér étyF bodd Fady rovnéd se dvoj-
poméru jejich parametrii v témZ pofadi (dokaZte!).
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v témZe pofadi), a specidlné pFimke s rovnief
AL, — ALy =0
vyjadfuje pFfimku svazku, harmonicky sdruZenou s pf#imkou
AL, + 2,Ly, = 0 vzhledem k zékladnim pfmkém L, =0,
= 0.

2

C. Harmonicky pél a polédra. Soufadnicovd soustava
budi# urdena trojihelnikem 0,0,0,; a jednotkovym bodem J.
Ozna&me J; praumdty bodu J z vrchold O; do prot8jf osy; je
tedy ' .
J(L;1;1); J1 (0515 1), Jy (1505 1), J3(1;1;0).
Pondvad? bod J, le%f na p¥imce 0,0, lze jeho soufadnicc
vyjéd¥iti ve tvaru (5) takto:
e.0=2,.042,.00.1=2,.14+ 1,.0,0.1=4,.0+4+4;.1,
takZe

=2 =09

pro bod J*;, s nim harmonicky sdruZeny vzhledem k bodiim
0,, 0y tedy plati: J*, (0; 4;; — 1,) (odivodndte!) &ili

J*, (0; —1; 1), a podobn& J*, (— 1;0; 1), J* (— 1; 1; 0).
Snadno se presv&déime, Ze body J*,, J*,, J*; leZi v pfimce,
jejiZ rovnice zni

"z + xg + 73 = 0.

PHmka ta se nazyvé harmonickou poldrou bodu J vzhle-
dem k trojuhelnfku 0,0,0;. Vyslovte vé&tou jeji vlastnost!
DokaZte vétu obrécenou: Protneme-li pFitkou p strany troj-
thelnika 0,0,0, v bodech J*,, J*,, J*; a sestrojime-li k t&mto
bodim body fm.rmonicky sdruZené J,, J,, J; vzhledem k vrcho-
lam trojuhelnika, prochézi spojnice téchto bodd s protilehlymi
vrcholy trojihelnika jednim bodem (harmonickym pélem
uvaZfovaného trojuhelnika vzhledem k p¥ifce p)!

Ulohy k tomuto odstavei: 9—I14.

Soufadnice p¥imky. A. Definice. Jako projektivni
soufadnice pfimky &; definujeme éisla imérnd koeficien-
tum a; v rovnici primky (3). KaZdou trojici éfsel z; (s vy-
jimkou trojice 0, 0, 0) nebo &isel jim umérnych je uréen
jediny bod; kaZdou trojici éisel a; (opét s vyjimkou trojice
0, 0, 0), nebo é&fsel jim dmérnych, je uréena jedind piimka.
Obricené — jak jiZ ostatné vime — obecnym bodem neni
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urcena jeding trojice éfsel 2;, nybrZ nekoneéné mnoho trojic
navzdjem umérnych; podobné obecnou piimkou neni uréena
jedind trojice &;, mybrZz nekoneéné mnoho trojic navzdjem
timérnych. Jednotkovy bod J m4 soufadnice (1;1; 1), po-
dobné jednotkovd primka j mé soufadnice [1;1; 1]; odtud
(a vzhledem k vysledkim pfedchdzejiciho odstavce) vidime,
Ze bod J a piimka j jsou harmonickymi dtvary vzhledem
k soufadnicovému trojihelniku.
Incidence bodu (x) a pHmky [£] je vyjddiena rovnici

Dbw=0, (i=123); (9)

tato rovnice je zéroven analytickym vyjddfenfm zdkona
duality v projektivnich soufadnicich. Jsou-li éisla & pevna,
pak ukazuje rovnice (9), Ze viechny body (x), jejichZ sou-
fadnice této rovnici vyhovujf, le#f na piimce vyjddiené
rovnici (9). Jsou-li éfsla z; pevnd, ukazuje tato roynice, e
viechny piimky [£], jejichZ soufadnice této rovnici vy-
hovujf, prochdzeji bodem vyjddfenym rovnici (9). Pfi pro-
ménnych & otdéf se piimka [£] kolem bodu (z) a rovnice (9)
je rovnici tohoto bodu. PH proménn}"ch zy je obdobné
rovnice (9) rovnici pi{fmky ]akozto spojnice vSech bodi,
které na nf leif.

B. Geometrické definice pfimkovych soufadnic.
Projektivni soufadnice i‘imlcy lze definovati také geometricky.
Zvolme t¥i zdkladni pfimky (soufadnicové osy) o,, 0,, 05 V obec-
né poloze (obr. 14) a daléy { pfimku 7 v obecné poloze k nim.
I bude obecné ¢ Ffimka p urdena, budeme-li znéti jeji prasediky
s dvdma zékladnimi pfimkami, na pf. s o, a 0, Ozna¥me
0,, 0,, O, priseéiky os, prusediky pFimky j s osami J,, J,, J,,
prisetiky p s osami P,, P,, Py! Prisediky P; jsou jednoznaéné
urdeny dvojpoméry

Py ... 0, (0,04D) = (0304, P,) atd.
Oznaédime-li ¢; resp. #; délky kolmic (mé&fené obvyklym mé&Fit-
kem), spuéténych z bodl‘.’l O, na p¥imky j resp. p,*?) pak vidime,
Ze plati

") Jako u soufadnic bodovych, tak i zde mohli bychom
obecndji m&fit tyto délky v jistych danych smérech.

L]
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0, (03047p) = (0404, Py) = 21: 31 = B
1 0:P, 8 Ty Iy &
PoloZme nyn{ ,
‘ . Ty, T £y
= p) = —: =2 =2 atd.;
%, = 0; (03047D) PR 5 a

Obr. 14.

pak velitiny £; jsou projektivni soufadnice pFimky. Jsou tedy
definovdny rovnicemi

Tl,‘- .
0k, = - (i=123). (10)

O dvojpomérech %; platf op&t x,xe = 1.
81
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Zbyvé oviem dokazati, e pfimkové souFadnice, definované
timto zpisobem geometricky, jsou tytéZ, kterd jsme zavedli
v pfedchézejicim odstevei definici enalytickou. Ze tim G¥elem
musfme pfedpoklddati, Ze trojuhelnik soufadnic badovych
splyne s trojuhelnikem soufadnic pFimkovych (viz obr. 14).
Vztah mezi J a § je uréen dvojpoméry

(0100 13)s (05057 1T 1), (05017 3]yy)-

Zvolme nyni J a § v takové vzdjemné poloze, aby tyto dvoj-
pomé&ry byly harmonické, &ili aby pfimke j byla harmonickou
polérou bodu J vzhledem k trojiihelniku 0,0,0;. Pak ale pro
bod P plati

x
ky = 0, (0404JP) = (0404J3,Pyy) = ?: atd.,
pro pHmku p
1= 0 (0x04ip) = (040s7,Py) = 3 atd
Z téchto vztahii odvodime

. (0308J53Pys) - (anrllpﬂ . (OnoaJv’at -
= 2’5: % = (040,F1Py,),

0P, 0,P;,
a ponévadZ podle nasi volby je (0303J,J5) = — 1, nalézdme
tak vztahy
o, i_ﬂ — (0,0,P,P;y) atd.
s 8 »

Bod P v3ak le%i na pfimce p; tedy promitneme-li z bodu P
body O,, O,, P,, Py, na pFimku o, platf

(0530,P,Py3) = (P5,0,P,0,) atd.

Déle je, (podle znémych vlastnosti dvojpoméru; viz také
1. vlohu!)

1

(P,IO,,P,;OI) =1— (0103P2P31) =1— m‘ atd..
&l |
A b _jpabh
Zy & zy &

To viak je podminka incidence (9) litvard p a P, jak jsme
méli dokazati. ’ ’
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Obg definice soufadnic &; jsou tedy identické, jestlife oba
soufadnicové trojuhelniky splynou a jestlize jednotkové ttvary
jsou v harmonické poloze vzhledem k zékladnimu trojihelnfku.
Pak je také z, + z3 + x; = 0 rovmice jednotkové p¥imky
[1;1;1), & + & + & = 0 rovnice jednotkového bodu (1;1;
1). (%) :

Ulohy k tomuto odstavei: 15.—19.

Transformace projektivnich soufadnic. A. Transfor-
mace bodovych soufadnic. Linedrnf substituce v pro-
ménnych z,, x,, z;, kterd je vyjddiena rovnicemi

0Ty = anT; + G5y, + T,

0 Ty = an®) + Ay, + ApeTs,

0Ty = ayx; + 05T, + AgsTs,

(struéné: g'x,-zZa‘-gx;, k=12 3)

k

prevadi bod (z) v bod ('z). Ma-li vyjadtovati transformaci
projektivnich soufadnic, musf obrdcené prevddéti bod ('z)
jednoznaéné v puvodni bod (z). Nutnd a postacujici pod-
minka pro to je, aby soustava (11) byla FeSitelnd i podle
proménnych x;, t. j., aby determinant soustavy (modul
substituce) 4 = | a; | byl Tizny od nuly. Je-li tomu tak,
pak je obrdcené

(11)

4 :
= @i=> An 'z, (12)
e k

pii ¢emZ A;; znaéi doplnék prvku ay; v determinantu A4
(provedte podrobnéji!).

Pak obecnému bodu (z) odpovid4 jeden bod ('z), a obri-
cené. Soufadnicové osy pivodni soustavy, uréené rovnicemi

2; = 0, transformuji se v pHmkyZA E'7x = 0, nové sou-

fadnicové osy ‘x; = 0 jsou v Pl'lV(b)dni soustavé vyjddfeny
rovm'cemiZa,-,,a:g = 0.
k
6% 83



B. Transformace pi'imkov_};rch soufadnic. Podle
tivah pfedchdzejiciho odstavee transformuji se body primky

E&,x, =0 v body pm:nkyz & "2 = 0. Abychom nalezli

expllcmm vyrazy pro ‘&g, dosa.d’me do rovnice puvodni
primky z rovnic (12). ObdrZime

Z { .E;ZAH 'z.} — 0,

coZ lze také psdti (provedte podrobnéji!)
z Z&Ah‘ 'zbEz Z&Au i EZ{ 'sz EiAu} =0
Tk PR ¥ T
Proto 0 & —_—ZE‘A,,-. (13)
3

A obrdcené (provedte podrobnéji!) nalezneme
obi= D "twni (14)
k

Rovnice (13), (14) vyjadfuji transformaci pfimkovych sou-
fadnic. Srovndme-li je s rovnicemi (11), (12) pozorujeme,
Ze transformace pfimkovych soufadnic vyplyvé z transfor-
mace bodovych soufadnic, kdy: proménné z nahradime
proménnymi &, a koeficienty a;; dopliiky Ag, a obrécené.
Déle vidime, Ze veliéiny x vyjadiunjf se veli¢inami 'z stejné,
jako velitiny ‘£ velidinami £, aZ na to, Ze indexy u koefi-
cienti jejich jsou vzéjemmné zaménény. Pravime struéne,
Ze transformace pfimkovych soufadnic je kontragredient-
ni k transformaci bodovych soufadnic.(??)

Ulohy k tomuto odstavci: 20—29.

Ulohy ke evideni.

1. Napiste hodnoty vSech dvojpoméri, které lze vytvoFiti
ze StyF rdznych bodid leZicich v pFimce!
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[(ABCD) — (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = k; (ABDC) =
— (BACD) = (DCAB) = (CDBA) — -,1? (t. zv. reciproky dvoj-

pomér); (ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) =1 —k
(komplementérni dvojpomé&r); (ACDB) = (CABD) = (BDCA) =

= (DBAC) =

(dvojpomér reciproky ke komplementé,r-

T—%
nimu); (ADCB) = (DABC) = (CBAD) = (BCDA) = I-c-%;
(ADBC) = (DACB) — (CBDA) = (BCAD) = £—L (dvoj-

pomér komplementarni k reciprokému). Vyslovte tyto vlast-
nosti dvojpomé&ru v&tami!]

2. Jak se zjednodusi vysledek p¥edchézejici vlohy, jestliZe
(ABCD) je rovno a) 1, b) — 1. ¢) Jak je tomu v pFipad¥, kdyZ
#4déme, aby zédkladni dvojpomdr byl rovny dvojpomé&ru reci-
prokému ke komplementérnimu nebo rovny dvojpomé&ru kom-
plementdrnimu k reciprokému ? .

[a) 6 hodnot se redukuje na 3 (1,0, o); body A4, B,C,D
nejsou jiZ vesmd&s rizné, b) 3 hodnoty (— 1, 2, }); body 4, B,
C, D tvofi harmonickou é&étvefinu v pofadi (ABCD) [nebo

_ 3
(CDAB)). c) (ABCD) = } (1 + if3) = |—1, &tvetina jo
ekvianharmonické; body A4, B, C, D nejsou oviem viechny
reélné.]

3. Uka#te, Yo plati (ABCD) = — tg? 12‘-,(ABD0)=—eotg= %
(ACBD) = — sec? % (ACDB) = cos® —., (ADCB) = sin? %

(ADBC) = cosec? -% (udal Casey)!

[Ve vysledcich 1. tlohy polofte & = — tg? %:]

4. Dvojpomér (DEF@) vyjédFete hodnotami dvojpoméri
(ABCD), (ABCE), (ABCF), (ABCG)! ,
[Jeou-li Il:od.noty danych dvojpomért k,, ks, ky, k, jo
— ky—k
pEFG) = 2—h Fi—k
{ ) Ty — Ty k’_k‘( N .
5. VyBetfete soufadnice v pFimé Fadd bodové, jestliZe jednot-
kovy bod je nevlastnim bodem pHmky 0,0,!
[ez; = O,P; dvojpomér se redukuje na dalic{ pomsr.]

85



6. TouZ uvahu provedte v pFipads, %e jednotkovy bod pdli
tseéku 0,0,!

[ex; = — O P, oz, =.0,P; po vyloudeni ¢ plyne odtud
ZOiP .4 =0t =1, 2), kde u; = z;—! (barycentrické soufad-

t
nice).]

7. Tou# uvahu provedte pro pfipad, Ze jeden soufadnicovy
vrchol je nevlastnim bodem p¥imky 0,0,. Na zdklads vysledku
vyjéd¥ete eukleidovsky pojem délky Jvo]pomérem'

[ex, = O], oz, = 0.F; zvolime-li O = 1, ]e g =,
kartézské soufadnici bodu na pfimce. A tedy z = (oo 0,1, z).]

8. Ulohy 6. a 7. rozditte na p¥ipad rovinnych soufadnic!

[Je-li t&%i8t¥& soufadnicového trojihelnika jednotkovym bo-
dem, pfejdou projektivni soufadnice na barycentrické. JestliZe
osa 01Oa leZi v nekone¥nu, je P;s : 713 = 1, & pro ¢ = 1 dospi-
vame ke kartézskym soufadnicim bodu v roving.]

9. Dokaite, %o parametry bodu v fad8 [vyjéd¥ené rovniei (5)]
jsou projektivni soufadnice tohoto bodu vzhledem k zikladnim
bodim fady jakoZte soufadnicovym vrcholim a vzhledem
k bodu (y, + z,; y; + z;) jako bodu jednotkovému!

10. UkaiZte, Ze okolnost, %e dvojice bod& v fad& nebo dvojice
piimek ve svazku jsou zékladnimi dtvary, neni podstatns,
t. j. Ze za zdkladni body nebo za zdkladni pfimky maZerne zvolit
dvojice libovolné!

11. Napiste vyraz pro dvojpomdr 8tyF¥ pfimek z* 4+ y* = 0
éii z4+1y=0 (i=)—1) a y—kyz =0, y—kyz=0,
vzatych v tomto pofadi!

[PovaZujte pro okamZik z, y za projektivni soufadnice bodu
v fadé! Pak (i, — 1, —k—l-, — k—l-) =11 + ks + 7 (k;— ky)] :

. 1 2
21+ kykey — i (By — Ky)]-
12. Na ziklad® vysledku pfedchézejici vlohy dokaZte, Ze

uhel ¢ dvou pFimek, jejichf smdrnice jsou k,, k,, 1ze vyjadFiti
vzorcem (Laguerreovym)

Q= ? log (3, — ¢, %y, Ry)!
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[Doké¥%eme nejprve, Ze (i, —1, — El—, — k—l-) =(1—itge):
1 ]

: (1 +itg @) = cos 29 — 4 8in 2p = 2w (podle vzorce Eule-
il 1,—2——1-——1- co!i——a.ina
) og {7 s kl’ %, ’

malou upravu — je jiZ Laguerreliv vzorec.(9)]

13. DokaZte: Spojime-li obecny bod P s vrcholy trojiihelnika
0,0,0; a sestrojime-li k tdmto spojnicim harmonicky sdruZené
pFimky vzhledem k pfisluSnym straném trojthelnika, leZ{ prti-
sebfky tdchto pfimek s protilehlymi stranami trojuhelnika
v jedné p¥imce (harmonické poléFe &li harmonikédle uvaZo-
vaného trojthelnika vzhledem k bodu P)!

14. Analyticky potvrdte harmonické vlastnosti tiplného
étyfrohu: a) KaZdym diagondlnim rohem &tyfrohu prochézejf
dvé strany &tyfrohu a dvd strany diagondlnfho t¥irohu; tyto
&ty¥i pFimky tvofi v uvedeném poFadi harmonickou &tveFinu.
b) KeZ%dé dva diagondlni rohy tvo¥f harmonickou &tvefinu
s témi body &tyFrohu, které leZi na jejich spojnici!(??)

15. Jaké soufadnice maji soufadnicové osy ? Napi&te rovnice’
soufadnicovych vrcholi!

[0405 [1; 0; 0] atd. Vrehol O; mé rovnici £ = 0 atd.]

rova). A tedy ¢ =

16. Vyslovte vétu dudlni k v&té: Dvé pfimky ) a;x; = 0,
13

Zb‘z‘. = 0 se protinaji v bodé
[}

. . _|Gs Gg]| |Gy @ a, a
Ty Xy Ty = b: b | * | b bl‘ : b: b: !
Rovnice priseéiku téchto p¥imek zni
&6 &
a, ay Gy | = 0!
b, by b,

18. Toté% pro vdtu: SouFadnice bodu v ¥ad¥ jsou vyjédfeny
rovnicemi

eT; = My; + Az, (1= 1,2, 3)!
[SouFadnice p¥imky ve svazku Z,Zala:i + A,Zbizi = 0 jsou
1

1

eé; = Zldi + Agh;.]



19. Toté% pro vétu: T¥i body (a), (b), (c) le#i v ptimee, jestliZe
(@1 Gy Gy
b, by, by
€1 €3 €y

20. Jak se linearni substituci (11) a (12) transformuji jednot-
kové body?

21. Doka%te, ¥e dvojpomdr Sty¥ bodd pFimky je invariant
projektivni transformace (linedrni regulérni substituce)!

[PFimka gz, = A,y; + A% PFejde transformaci (11) v pHm-
ku g ‘z; = A4, 'y; + Ay 'z;, v jejiZ rovnici jsou tyté% parametry,
jako v puvodni. Dvojpom&r &étyF bodi pkimky vSak zdvisi
pouze na hodnotédch i,, 4,.]

22. Obdobnd dokaZte, e dvojpomé&r ¢ty pfimek svazku je
invarient projektivni transformace!

23. Kterymi rovnicemi je vyjéd¥ena 1dent1cka transformace ?
" [Q z; = Z‘]
24. Napiste rovnice, jimi# se transformuje pouze jednotkovy
bod!
lo'z; = ayz]
25. DokaZte, Ze dvé projektivni transformace po sobd jdoue
miZeme nahraditi jedinou transformaci!

[Z rovnic ¢’z; = Dayx, o’z; —-Z T Plyne o'z, =

= zaaBu , 0% = Zb:r‘lyk 7]
kd

26. Projektivni transforma.ce tvoM grupu. Doka¥te! Jaky
invariant mé tato grupa?

[Vé&ta vyplyvé z vysledkit 23. a 25. tdlohy a z existence
inversni transformace. Dvojpom&r (viz 21. a 22. ilohu).(®)]

27. Napiste transformaci, kterd p¥evadi obecnou kartézskou
soustavu v obecnou soustavu projektivni!

[Kartézska soustava — jako zvlé¥tni pkipad soust,avv pro-
jektivni (viz 8. tlohu) — budiZ uréena body O, (z3 = z, = 0),
O; (%3 = z, = 0), O3 (z, = z, =0) (poBétek), J (-’”1 = 31 = Z,);
projektivni soustava. budiZ urfena body 0; (Ayz5 Aggs Agi)
(1=123), J(71, 725 7). Transformace, kteréd pfevud[ 0 \ (S
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splfiuje vatahy ag == 7.4 (9 rovaic), transforinace, kterd pio-
vadi J v 'J spliuje vztahy gf; = a;Z; + a;®y + a5, (3 TOV-
nice). Mé tedy hledand transformace tvar

o'z = Z"b)‘ilzh' (3]
k

28. Co vytvotuji prisediky odpovidajicich si pfimek ve svaz-

cich ZIZain + l,zbizi =0, z,za,. o+ }"Zb‘ ‘7, = 0?
L4 . [ 1 -— 3

[Zae pFedpokladu, Ze oba svazky jsou rizné, dostaneme vy-

loudenim parametri kuZelosetku. VySetfete nékteré jeji vlast-
nosti!) .

29. Obdobnou ulohu provedte pro soufadnice bi‘imkové!
[KuZeloseéka jako obélka svych teéen!]
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