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URCENI BODU V PROSTORU SOURADNICEMI
ROVNOBEZKOVYMI. DVOJICE BODU.

3. Nehomogenni rovnobéZkové soufadnice bodu v pro-
storu. Uspofddanym trojicim ¢isel (x; y; z) ptifadme
body v prostoru timto zpusobem: Zvolme tfi navzdjem

- = =

kolmé a orientované piimky — soufadnicové osy z, y,z —
prochézejici tym? bodem, poéitkem O (obr. 5).

Od tohoto bodu pocinaje jsou osy

za ;oéislovény stejné jako v odst. ! 1’”"”"
1, tak’e v jimi uréené roviné { '

tvolf dplnou pravothlou kartézskou B M 6
soustavu soufadnic. ] e

Nyni je moZno v roviné { vy-
tknouti bod, jehoZ prvd soufadnice
je =, drubd y. Oznadme jej M’ a

. . - . . b. ih -
vedme jim rovnobéiku se z. Na ni ?Jéﬁligebﬁﬁ?‘?prégt?rﬁ.

nanesme od M’ do M délkuz v mé-

Htku vyznadeném na_z: jehoZ nulovy bod téZ lezi v poédtku O.
Aby vysledek tohoto kroku byl jednoznaény, dodejme, Ze
smysl uvedeného nandSeni se shoduje s kladnym smyslem

osy Z je-li z ¢éislo kladné, kdeito pii zdporném z smysl .
naniSeni je opacény.

Je ziejmé, Ze téZ obricené kaidému bodu v prostoru
timto zpisobem je pfisouzena jedind uspofddand trojice
¢isel, jeZ opét nazyvime soufadnicemi onoho bodu. Pro
prvé dvé — z a y — ponechdvdme ndzvy zavedené v odst. 1,
tiet{ z nich, 2, nazyvdme kotou (aplikdtou) nebo prosté
tiet{ soufadnicf bodu (z; y; ). Nékdy bod oznatujeme jesté
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pismenem, na pi. M, které opét piSeme pifed zdvorku s jeho
soufadnicemi, na pi. M (z; y; 2)-
V obr. 5 zndzornény pravouhly trojhran je pravotodivy,

nebot’ jeho hrany jsou uspofddény jako palec (_x)), ukazové-

¢ek (y) a prostiedni prst (_z’) pravé ruky (t. zv. pravidlo 1H
prsti). Existuji patrné také levotodivé trojhrany, jejichZ
hrany jsou uspofdddny jako tytéZ prsty levé ruky.

Dva pravothlé trojhrany s neorientovanymi hranami
z,Yy,2 resp. ¥,y ,2' lze vidy premfstiti tak, aby bylo
z=2,y =y, z=2z". Nenf viak vidy moZno pfemisténim

ztotoZniti dva trojhrany :v, ¥,z a &, y 2, ]ejlchz hrany

jsou orientovény, tak aby bylo z=1 R y = y R Z=7.
Je to mozno jen tehdy, jsou-li oba trojhrany shodné oriento-
vdny, t. j. jsou-li oba bud pravotolivé nebo levotodivé.
(Podobné nelze natdhnouti pravou rukavici na levou ruku!)
Je vBak moZno dve rizné orientované pravoihlé troj-
hrany pfemistiti tak, aby byly navzdjem soumérné sdruZené
podle stfedu (inverse) nebo soumérné sdruzené podle roviny
(do stejné vzdjemné polohy lze uvésti levou a pravou ruku).
Orientace trojhranu se neménf pfi cyklickych zdméndch os,
rovnéZ pii zméné smysla dvou os.

V analytické geometrii se zpravidla uZivd pravotocivych
¢ili positivnich trojhrani; neni to viak nutno.

Je ziejmé, Ze soufadnicovy trojhran =z, y,; nemus{ byti
pravoihly, aby zprostfedkoval oboustranné jednoznaénou
korespondenci mezi mno#stvim bodd v prostoru a mnoz-
stvim usporé,da.nych trojic ¢isel. Musf to viak byti skutecny
trojhran, t. j. jeho hrany nesméji lefeti v jedné roviné.
I kosotdhlé trojhrany jsou bud pravo- nebo levotocivé
a i u nich rozpozndni orientace je moZné podle pravidla tif
prsta.

Pravoihié trojhrany se shodnymi méfitky na osdch bu-
deme nazyvati pravouhlé kartézské trojhrany. Koso-
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1hlé trojhrany se shodnymi méfitky na oséch jsou kosoihlé
trojhrany kartézské. V obou pifpadech nazyvime stejné
i soufadnice bodu vzhledem k takovému trojhranu. Je-li
trojhran kosoidhly - riznymi méfitky na osich, nazveme
jej obecny trojhran kosodhly a soufadnice bodu vzhle-
dem k nému jsou obecné soufadnice rovnobéikové.

) ‘(“i/io)

Obr. 6. Pravouhlé sou- Obr. 7. Kosouhlé soustava
"stava soufadnic bodu soufadnic bodu v prostoru.

Vv prostoru.
Stény soufadnicového trojhranu jsou uréeny dvojicemi’

os. Oznaéme je { = (_;;/), n= (_27), &= (y—»;) Je-li to
trojhran pravouhly kartézsky (obr. 6), soufadnice =z, y,z
bodu M jsou prosté vzddlenosti bodu M od rovin sou-
fadnic &, 7, {, méfené spoleénym métitkem os. P tom
témto vzddlenostem pfisuzujeme uréitd znaménka zndmym
zpisobem. Je-li trojhran kosothly (obr. 7), pak misto na
kolmicich k' £, 5, { méHme soufadnice z,y,z bodu M na
rovnobézkach s osami ;,; aza podle jejich méfitek.
Soufadnicovému rovnobéiniku analytické geometrie ro-
vinné v prostoru koresponduje soufadnicovy rovnobéz-
nostén bodu. Tfi jeho hrany le#{ v oséch soufadnie, tfi
jeho stény lezi v rovindch soufadnic. Soufadnice jého vrehola
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jsou patrné z obr. 7. TamtéZ vidime, jakd je poloha bodi,
majicich jednu nebo dvé soufadnice rovny nule.

Soufadnicové roviny &, %, £ rozdéluji prostor na osm éésti,
t.zv. oktanti. Aby dva body M, (z;; ¥,; 2;) & M, (%5; ¥s; 25)
lezely v tém# oktantu, k tomu je tfeba a staéi, aby bylo

2,2, >0, %y, >0, 212, > 0.
Oba body jsou totoZné jen kdyZ =z, = z,, ¥, = ¥, 2, = 24,
8 jsou Sikmo soumdrné sdruZené podle { ve sméru ?, kdy?%

Ty =12y Y=Y Z1 = — 32
Obdobné se na soufadnicich dvou bodd projevuje jejich zdru-

Zenost podle roviny soumé&rnosti & nebo 7 ve sméru ?;, resp._g;.

Vztahy 2, = 2y, 1 = — Y 21 = — 2 charakterisuji body,
jejichZ spojnice je rovnobéZnd s &, protind Za je timto pri-
sedikern pilena.

Konelnd je-li z, = — z,, = — Y, 2, = — 2,3, oba body
jsou soum¥rnd sdruZené podle podétku O.

4. Polohovy vektor bodu.

z Smér pFimky v prostoru. Vek-

JTTTTTTA tor r, jehoZ poditek se ztotoZiuje

8 poddtkem O soufadnicové sou-

stavy a jehoZz vrchol je od O

ruzny bod M (z; y; z), nazyvime

polohovym vektorem bodu M
(obr. 8).

Predpoklidejme do odvoléni,
........ ¥e soufadnicovd soustava je kar-
' tézskd a pravothld. Pak délka

Obr. 8. Polohovy vektor OM jako thlopficka soufadnico-
bodu a jeho Ghly s osami. vého pravoihlého rovnobéino-
sténu bodu M je déne vyrazem

r=0M = V—z + ¥+ 2% r>0. (4,1)
Smér i smysl vektoru P jsou uréeny, jsou.li zndmy uhly

~
S
~

Cmemeem————
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o, B, v, které vektor svird s osami ?v.,_;;,; Tyto smérové
ihly méffme v intervalu od 0° do 180°. Jejich kosiny, t. zv.
smérové kosiny vektoru P, jsou éfsla

z Y z
-2 = L = 4,2
CO8 o p cos f§ ! cos y . ( ,.)

Je-li OM =r =1, pak z (4,2) vychézf
cosx = x, coBff =y, cosy = z,
tak?e smeérové kosiny jednotkového vektoru (t. j. jehoZ
délka je 1) polohového jsou rovny soufadnicim jeho vrcholu.
Seétenfm ¢tverca rovnic (4,2) vychézf s ohledem na (4,1)
cos? & + cos®ff 4 cos?y — 1 =0, (4,3)

odkud je patrno, Ze smérové ahly nejsou nezdvislé. Skuteéné,
jak snadno si lze predstaviti, dva dané dhly smérové, na
Pr. &,f, uréuji dvé rotacni kuZelové plochy (vytvofené
rotaci polopaprsku okolo osy prochézejici jeho koncovym

bodem) o vrcholech v potdtku a o osich v hrandch Za ;
Uhly « a f uréuji obecné dva polopaprsky, které jsou spo-
leénymi tvoifcimi polopaprsky ploch kuZelovych. Oznaéi-
me-li jejich odchylky od ;y a y’, je patrné

y+ 9 = 180°, (44)
nebot’ obé plochy, a tudiZ i jejich spoleéné polopaprsky,

jeou soumeérné podle roviny (_:; -g-;).
Z (4,4) vyplyvéd
cos y’ = — cos .
Lze tedy vysloviti vétu:

Smér i smysl orientované ptimky (vektoru) je
uréen bud 1. tfemi jejimi smérovymi kosiny, které
spliuji rovnici (4,3), nebo 2. dvéma smérovymi ko-
siny a znamen{m tfetiho.
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Zméni-li se smysl orientované piimky, zméni se i jeji
smérové dhly, a to v uhly vyplikové, odkud vyplyvd, Ze
zména orientace pf{mky m4d za nésledek zmény
znamének vSech t¥i jejich smérovych kosinu.

Je-li soufadnicovd soustava obec-
nd rovnobéikovi, uréujeme smér
piimky zpravidla jejimi smérovymi
parametry. Patrpé postaci uvaic-
vati pouze o piimkéch prochdzeji-
cich potitkem O soustavy; sméry
paprsku tohoto trsu*) totiz vyéer-
pavajf sméry viech pfimek v pro-
storu. Bud r jeden z paprski to-
hoto trsu a (I; m;n) jejf bod od O
rizny (obr. 7 a 9). Jeho soufadnice
l; m; n jej jednoznacéné uréuji a

8 nim i paprsek r; avSak obrdcené
Ol;f,;,;‘;hg;fs"m‘e;’,g‘é' na 7 le#i celé mno¥stvi bodi riz-
pkimky adélky tisetky. nych od 0. Je-lli (I';m';n’) jiny
z nich, pak zajisté je

U'=32a, m'"=Im, n' = in,
kde A == 0, nebot soufadnicové rovnobéZnostény obou bodu
jsou homotetické, pfi éemz O je stfed a A pomér oné homo-
tetie (stejnolehlosti).

Pifsludi tudiZ kaidému sméru celé mnoiZstvi
uspoetddanych trojic smérovych parametru; je-li
(!; m; n) jedna z nich, obdr¥{me vEechny dalsi v tro-
jicich (A; Am; An), kde 4 3= 0 je libovolné éislo. Toto
mno%stvi budeme oznadovati symbolem

{l; m; n}. (4,5)

V trojici smérovych parametru alesponi jeden je
od nuly razny.

*) T'rs piimek nebo paprsky je mnoZstvi pfimek, prochézeji-

cich bodem v prostoru (vrcholem trsu). Je-li vrchol bod ne-
vlastni, mluvime o osnové rovnob&inych pkimek.
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Dvé piimky o trojicich smérovych parametra (; m,; n,),
resp. (lg; my; ny) jsou jen tehdy rovmobéiné, kdyz

{l; my; m} = {ly; mg; mp},
t. j. kdyZ obé mnoZstvi jsou sloZena z tychZ prvki. Jen
tehdy, kdyZ obé piimky jsou riznych smérd, obé mnoZstvi
jsou raznd, t. j.

{l; my; my} == {ly; mg; M}

Abychom uréili smérové parametry kterékoliv piimky ¢
v prostoru (obr. 7), vedme poédtkem O piimku r || g a zvolme
na ni libovolny bod M, rizny od O. Trojice z; y;z jeho
soufadnic je soudasné trojicf smérovych parametra pfimky ¢
a viech pifmek s nf rovnobéZnych.

Predpoklédejme nyni opét, Ze soustava soufadnic je pravo-
Ghld, kartézskd. Pak je (viz obr. 8, kde z =1, y = m,
z=mn)

l=rcosx, m=rcosf, n=rcosy,

t.j.smérové parametry jsou imérné smérovym ko-
sinim pf{mky. K vypoétu smérovych kosini ze sméro-
vych parametri postaéi pouZiti vztahu (4,2) a (4,1), nade
vychdzf

l m
CO8 X = Fm—0/——————r, COSﬂ = =
Vlz + m? + n? vlz + m? + n? ‘4,6)
Cco8 ‘y = ———n__’
Vlz + mt + n?

kde uvedenda odmocnina je kladné é&fslo.

Je tedy i trojice smérovych kosini piimky jednou
z usporddanych trojic mnoZstvi (4,5), jsou-li soufadnice
kartézské pravodhlé.

Rovnicemi (4,8) jsou sm¥rové kosiny pouze zdédnlivé uréeny
i se svymi znaménky. Odporovalo by to okolnosti, Ze pfimke
neni orientovédna. Vzpomerime viak, Ze bod (I; m; n) je libo-
volny bod (od O ruzny) pf¥imky r! Lze jej proto nahraditi
kterymkoliv jinym bodem p¥imky r, na pf. bodem (— I; — m;
—n), pH &emZ vlechny tFi sm&rové kosiny zmé&nf znaménka.
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Priklady k evideni.

17. Co je geometrickym mistem bodd, jejichz a) dvé sou-
fadnice jsou stélé a tFet{ proménlivd? b) jedna soufadnice
jo stédlé a dvd jsou promdnlivé? [a) pfimka, rovnobdZnéd se
soufadnicovou osou b) rovina, rovnob&#na se soufadnicovou
rovinou.]

18, Urdete &étvrté vrcholy viech rovnobdiniki, které maji
"prvé t¥i vrcholy v bodech O (0; 0; 0), (zy; ¥1;52:), (Zq; Yas 25)!
2y + 235 91 + Yas 21 + 29), (8 — To; Y1 — Yas 21— Zp)s (Tp — T3
Ya— Y3 2a — 2z}l

19. Je dén rovnob&Znostén, jehoZ jeden vrchol je podétek.
Jsou-li (x;; ¥;52¢), (¢ = 1, 2, 3) vrcholy sousedni k podatku,
jaké jsou soufadnice ostatnich Ety¥ vrchold? [((z; + o35 y; + ¥y
Ztgh tFk 6,k=1223a8 (04 2+ Ty; Y1 + Y2 + ¥as
2y 1 % + 2)]. . - .

20. Urdete smdrové kosiny vektoru OM, kde O je politek
a M (3; —4; 12)! [ —1%; 1]

21. Jaké podmince vyhovuji siny smérovych thld? [sin? « +
+ sin? § + sin?y — 2 = 0.]

5. Homogenni rovnohdZkové soufadnice bodu v pro-

storu. Obdobné k homogennim soufadnicim bodu v roviné
definujeme homogennf rovnobéZikové soufadnice bo-

du v prostoru vzhledem k trojhranu ;,3;,; takto:

Bud

Ty; Xy Tq; X, (5,1)

uspofddand étvefice &isel, z nichz alespont jedno
je razné od nuly. Je-li z, + 0, pak (5,1) je étvefice
homogennich rovnobézikovych soufadnic bodu, je-
hoz nehomogenni soufadnice jsoun
xr = -a:—1 =ﬁ Zz = zs

3

3. 5,2
Ty Ty Ty ©2

Jeli z,=0, pak (51) je dtvefice homogennich
rovnobézkovych soufadnic nevlastniho bodu ve
sméru o parametrech

l=ax, m=1x,, n=



Z této definice vyplyvd, Ze kazdé uspotddané ctvefici éfslo
(5,1) ndlezi celé mno#stvi étvefic homogennich rovnobézko-
vych soufadnic v dané soustavé soufadnic. Je-li (5,1) jednou
z &tvefic tohoto mnoZstvi a je-li 4 30, pak

Azy; Axy; Axy; Az,

je ctverici téhoZ mnoZstvi, jez budeme opét oznaéovati
{21 zp; 24; 7},

{z}-

Body v roviné &, resp. #, resp. { jsou charakterisoviny
rovnicf x, = 0, Tesp. z, = 0, resp. £z = 0, body nevlastnf
rovnicf x, = 0. Posledni z nich je té% linedrni; proto mnoz-
stvi viech nevlastnich bodi v prostoru nazyvame jeho
rovinou nevlastni.

Tato rovina neméd oviem vSechny vlastnosti ostatnich
rovin. Nemd na pf. smér, takZe nelze mluviti o rovindch
a piimkdch s ni rovnobéznych nebo na ni kolmych. Dva,
resp. tii jeji body neurduji tsetku, resp. trojuhelnik atd.

Homogenni rovnobézkové soufadnice bodu z oznaéime
opét m,, T,, 3, T,, col struéné vyjadiuje symbol z (z,; z,;
x3; z,), obdobné y (y,; ¥,; ¥s; ¥,) znaéi bod ¥ o souradnicich
Y1> Y2 Y3> Ya-

Body z a y se ztotoZiiuji jen tehdy, kdy% {z} = {y}, a rlzné
jsou jen tehdy, kdyZ {z} + {y}.

Z nehomogennich soufadnic bodu P (z; y; z) snadno nalez-
neme jeho soufadnice homogenni v té%e soustavd soufadnic.
Je to étv;siice (z; y; z; 1) nebo kterdkoliv jind &tvefice mnoZstvi

x; Y, z; .

{ Pgdobné nevlastni bod o smérovych parametrech {I; m; n}
mé &tveFici homogennich soufadnic (I; m; »; 0), nebo kterou-
koliv jinou é&tvefici mnoZstvi {I; m; n; 0).

6. Dvojice bodi. Dva body P’ (2'; y';2')a P" (z"; y"; 2"),
dané svymi nehomogennimi rovnobézkovymi soufadnicemi,
uréuji piimku p a omezujf na ni vse¢ku P'P".

Smérové parametry piimky p uréime snadno: mysleme

nebo struénéji
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s8i )i rovnobéiné posunutu tak, aby (obr. 9) bod P’ padl
do poéitku O! Bod P" pak zaujme polohu Q. Soutadnice
bodu @
x”_xl, yn_yl_ 2 (6 l)

jsou smérové parametry piimky p ve smyslu odst. 4.

Je-li soufadnicovy trojhran pravouhly kertézsky, lze
snadno vyjédfiti i délku vsetky P'P” = d. Protoe se pfi
uvedeném rovnobéiném posunutf vzdilenost obou bodu
zajisté nezménila, je P'P" = 0Q. Délka OQ polohového
vektoru bodu @ je podle (4,1)

d=J& =2+ —yPFF+ (@ —2)2 (62
kde d > 0.

Z (4,2) vychézi pro smérové kosiny vektoru P'P”

x’l—zl _ y” _yl . ZII 2'
T cos i = 7= cosy = 7 . (6,3)

Pokladdme-li v .(6,3) d za danou délku, a'; ¢’; z’ za sou-

cos x =

fadnice daného bodu P’ orientované pfimky ; o danych
smérovych kosinech cos x, cos 8, cosy, vychdzi z (6,3)

¥ =24 dcosx, Y=y +dcosB, 2" =2+ dcosy. (6,4)
Rovnice (6, 4) predstavuji tudiZ feseni ulohy Na oriento-

vané pifmce p, dané bodem P’ (z';y'; z) a smérovymi
kosiny uréiti soufadnice bodu P” (z”, y”, 2"), vznikajiciho

nanesenim délky d v kladném smyslu na ; od P.
Polozme v (64) 2’ =y, ¥ =yy 2 =12, & 2" =2,
y" =y, 2" = z a v nové soustavé rovnic

z=1xy+ dcosx, y=y,+dcosf, z=2,+ dcosy (6,5)

poklddejme =z, y, z za béiné soufadnice bodu na piimce 1-):
d za proménny parametr. Pak (6,5) jsou parametrické
rovnice orientované piimky p dané bodem P, (xy; ¥,; 2o)
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a smérovymi kosiny cosa, cosf, cosy. Méni-li se para-
metr d, bod P (z; y; z) vytvoruje pifmku ;, pfi éemZ kladny

smysl na ; koresponduje rostoucimu parametru d.

Kdyby misto smérovych kosini byly dény pouze smérové
parametry I, m, n piimky p, pak téZ je moZno napsati jeji
parametrické rovnice

x=1xy+1.t, y=y,+ mt, z=2z,+ nt, (6,6)
kde v3ak parametr ¢ neni
vzddlenost P, P, nybrZ pouze 3
veli¢ina této vzddlenosti imeér-
nd. Oproti rovnicim (6,5), od-
vozenych za pfedpokladu, Ze
soustava soufadnic je pravo-
uhlé kartézskd, rovnice (6,6)
neztrdceji svij smysl ani
v obecnych soufadnicich rqv-
nobézkovych. (i

Odvodme jesté parametrické P
rovnice piimky p, dané opét / -
body P’ a P”, v kterych v3ak
parametrem je délici pomér 1
vytvofujictho bodu P vzble- 1 pygici pomér bodu
dem k dvojici bodd P'P” [srov- 5 pfimce v prostoru a na
nej 8 (2,20)]. pramdtn p¥imky.

K odvozeni pouZijeme véty:

Délici pomér se rovnobéinym promitdnim ne-
meénf. .

Skute¢n&, promitneme:li t¥i body PP’P” pfimky p rovno-
b&iné (obr. 10) do bodt P,P’,P”, pfimky p,, riznob&iné s p
(pro rovnob&tku tvrzeni je trividlni,) je — podle zndmé vity
o umdrnosti usekd vytatych osnovou rovnob&Zfek na riizno-
b&nych pfitkdch — dé&lici pomé&r

1= PP . PP

roven d&licimu pomdru PP, : P",P,, cot bylo dokézati.

Piyiz?
(P xiyie)
" Auy.2)

3



Promftnéme tedy body P, P’, P" piimky p ve sméru
osy z do bodi (obr. 10) P,, P',, P, pHmky p, v roviné (z ).
Tuto trojici bodt promitnéme znovu ve sméru Z do .7;,
¢fmZ vznikne trojice PpP’,P",. Je pak podle véty privé
uvedené L

PP PP, PP, z—2

"CFF T ER P i
Odtud plyne
. ¥ —Az"
1—4
a obdobnym postupem (6,7)
yl — zyﬂ zl _ k”

== fTi=1

V téchto rovmicich jsou obsaZeny rovnice (2,20).
Prejdeme-li k homogennim rpvnobézkovym soufadnicim
kladouce
’__ _.ZI_ ?/1 — ?/_2 Z' _ Ys

T = y y = —
Y Ya Ya
z z z
I” — 1 , ”__ 2 , 1.” — 3 ,
2 £ 2
x z, T
r= —1’ = ._2’ —s,
Ty Ty Ty
a z
A= — ﬁ. i B (6,8)
. M Y

je
(=} = {4 Az e+ Azgs Yy + Az ALY+ Aezads

coZ — nedbdme-li geometricky bezvyznamného faktoru
imérnosti pii x — lze vyjddiiti symbolickou rovnicf
z =AY+ Az, (6,9)

kde 4, a A, nejsou soucasné rovny nule.
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Plat{ tedy v prostoru stejné jako v roviné, Ze bod z lezi
na spojnici dvou ruznych bodd y a 2 (i;n tehdy, kdy% je
jejich linedrni kombinacf tvaru (6,9). Cfsla 4,, 4;, nikoliv
souéasné rovnd nule, existuji jen tehdy, kdyZ matice

Ty Ty Ty X,

Y Y2 Yy Y
2125 23 24

(6,10)

je hodnosti nizéf ne% 3, t. j. kdyZ viechny jeji minory tfetiho
F4du jsou rovny nule. Je-li tomu tak, body =z, ¥, z nazyvdme
linedrné zdvislé, jinak jsou linedrné nezdvislé.

Rovnice (6,9) byla odvozena za pfedpokladu, %e Zédny
z bodd z, ¥, z neni nevlastni. Uka¥me, %e tento pfedpoklad je
nepodstatny.

Je-li na p¥. bod z nevlastni, takZe z, = 0, leZi ve smédru
o parametrech z,; zq; 2. Parametrické rovaice pfimky (yz) lze
pak psati ve tvaru (6,6), kde

% Ys §::Y A

Ty = —, Yo = — Zy = y { = —=»

Ya Ya Ya MY

l=12z, m =12 n=z,
nadéeZ vychézi

{2} = (A0 + Azys Qs + Aazas AYs + AeZss Ayg + 4z),
odkud op&t vych4zi (6,9), c. b. d.

Jsou-li oba dané body y a z nevlastni, je y, =z, = 0.
Z (6,9) plyne v tomto pfipad® z, =0, t. j. kaZdA linedrni
kombinace nevlastnich bodi je opst bod nevlastni{ na jimi
urdené nevlastnf pfimce; obrdcens, ka¥dy bod této p¥imky lze
vyjédfiti jako linedrnf kombinaci dvou jejich riéznyeh bodda.

Zcela stejnym zpasobem jako v anal. geometrii rovinné
(odst. 2) odvodime z vyrazu (6,8) pro délicf pomér, Ze dvoj-
pomér &tyf bodu

. haz=hy+ g, u=my+ pe
je opét ddn vyrazem (2,26). Rovnice (2,27) opét vyjadiuje,
Ze dvojice y, 2z & x, v se oddélujf harmonicky.
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7.Uhel dvou sm¥ri. Dva body nevlastni, t. j. dva sméry
uréujf dhel. Je-li soustava soufadnic kartézskd a pravodhld
a jsou-li K ‘
OuBuy & o Pa e
trojice smérovych Ghli dvou piimek, miZeme predpoklé-
dati, %e prochézejf potdtkem O. Smérovymi thly je oviem
na obou pifmkéch vytéen téZ smysl, takZe jde o piimky

orientované, jeZ oznaéime 1—;1, ;2. Sméry i
smysly obou piimek budtez diny jednot-
kovymi vektory 0751 a 0_152 (obr. 11),
takZe je r, = OF, = r,= OP, = 1. Sou-
fadnice bodu P, jsou rovny smérovym

kosinim pimky 5:, t. j. cosx,, cosfy;
Obr. 11. Uhel %8 71s podobné souradnice bodu P, jsou
dvou smérd, €08 &g CO8 fly; coBy,. Ctverec vzddlenosti
obou bodi je podle (6,2)
PP = (cos o, — cos 09)% + (cos B, — cos f,) +
+ (co8 p; — co8 y,)?,
t. j. po Sll&d]_lé Gprave
P.P?—2_—2(cos &, €08 g + cos 8, cos i, -+ €08 ,-CO8 V,).
Podle kosinové véty pro trojihelnik OP, P, je
PIT,’ =-1'12 + 752 — 2rirycosw =2 — 2 cos w.
Porovnénim . obou vyrazii pro P,P,? vychdaf
COS @ = CO8 &, CO8 0y 1 co8 f; cos B, + cosy, cos y,. (7,1)

Uhel o v intervalu (0°, 180°) je svym kosinem (7,1) jedno-
znadné uréen.

Pro kolmost primek D1 pz (w = 90°) vychézf odtud nutné,
i postacujfc{f podminka pro jejich smérové kosiny

* 08 0ry €08 0ty + €08 B, €08 B + cosy, cosyy = 0. (7,2)

34



Protofe — jak jsme zjistili v odst. 4 (viz 4,6) — smérové
kosiny jsou imérné smérovym pa.ra.metrﬁm vychéz{ ze (7,2)
zcela snadno podminka kolmosti dvou sméri o pa.ra.metrech
(h; my;my), Tesp. (Ig; my; my)

Ll + mmy + nyny = 0. (7,3)

Urleme jest8 parametry sméru, ktery je kolmy souéasné
na oba uvaZované sméry. Jsou-li (I; m; ») jeho parametry,
plati podle (7,3) rovnice

U + mmy + nny =0

a iy + mmg 4 nng =0,
odkud A my my
H l, my n,y || (7.4)

P¥fklady k ovideni.
22, Doka%te, e dvojpom¥r &ty¥ boda té%e piimky se
—_

nem&n{ stfedovym promitdnim. [V rovind (z y) -volte
Sty¥i paprsky svazku, jehoZ stfed je podétek. Q! Dva z nich

budtet z a ?; Ctvefinu paprski protnéte dvdma réznymi
pfitkami a dokaZte uvedenou v&tu pro ob¥ &tvefiny prisediki!]

28, Podle pFikladu 22 lze definovati dvojpomér &ty¥
paprski svazku jako dvojpomér &tyF boda leficich na které-
koliv jejich p¥ifce. DokaZte v&tu:

Dvé &tvefiny paprski, ]1m12 se ¢tyF body pFimky ze dvou
riznych bodd promitaji, maji stejné dvojpoméry!

24. DokaZte, Ze vity piikladi 22 a 28 plati i pro &tvefinu

* bodd nevlastni p¥imky!

25. Cemu se rovné dvojpomdr &tyf bodd, z nich? jeden je
nevlastni a viechny jsou rizné? UvaZte vﬁechn 4 ptipady!
[Uplatnéte, %o délici pom8r nevlastntho bodu vzhledem k dvo-
jici bodd vlastnich je + 11]

26, Jaké podmince vyhovujf vihly, které sviré piimka p se
stdnami- £, 7, { pravoihlého trojhranu?

. [sin?(p&) 4 sin? (pn) + sin? (p{) — 1 = 0.]

27. Urlete vzdélenost bodd P’ (2; — 3;4)a P” (5; — 7; — 8).
a smérové kosiny spojnice P’P”! [d = 13, cos & = %, cos § =
=—+, cosy = — ]
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28. Jaky uhel sviraji polohové vektory boda (2; 3;4)

— 10

a (3;—4;—1)?[005 W = =
: V7o4

29. V pravouhlych kartézskych sou¥adnicich jsou dény dva

sméry trojicemi smnérovych parametra (1; 2; 3), (2; 3; 4). Urdete

smérové kosiny sméru na oba dané kolmého! :I;VTs; * -V—,?;

6
5]

80. DokaZte: Nutnd a postafujici podminka pro to, aby t¥i
sméry (I;; mg;ny), (¢=1,2,3), byly rovnobdiné s touZe ro-
vinou (&ili komplandrni) je
L omon
ly mg ny
b m3 7y }
[Uva¥te hodnost matice (6,10) ze soufadnic (I;; m,; n;; 0) ne-
vlastnich bod& v t¥chto smérech leZicich!]

81. Vypottéte souFadnice t&Zitd a) trojahelnika; b) étyrsténu
o vrcholech (z;; y;; 2;)! Rozhodnéte, v kterych soufadnicich

plati vysledné vzorce! [a) z = L:;-Fz’

= 0.

, podobnd y, z.

b) z= e Sl Yl Y i} podobnd y,z. — Vzorce plati

i v obecnych rovnob&Zkovych soufadnicich.]
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