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— 7n); 2 7 je liché: Adg 3~ 180° + §(x — o)+ $(y —
— ¥»). PonévadZ pro n ustaviéné rostouct jest o = f =

= Yo = 60°, jest v prvnim piipadé Ad, = x4 $y —
—120° = (180 — f§ —y) — 120" = §(y —f) a v druhém
piipadé A4, = §(y — B) + 180°, takie vysledné trojuhel-
niky (oba rovnostranné) jsou vlastné dva. (UvaZte divod.)

O konvergenci geometrickych fad viz v odstavei nésledu-
jlefm.

14.

ARITMETICKA PARADOXA A SOFISMATA.

Matematickymi sofismaty nebo paradoxy nazyviame zfej-
mé nespravné vysledky odvozené zdénlivé sprivnym zpua-
sobem. Skoleny ¢tensf snadno nalezne chybu; vidy se jedn4
o nesprévné, nebo nelplné pouZiti nékteré matematické
poucky.

1. Budiza 5= b,a + b = ¢, pakjesta=c—b,b=c—a.
Jisté jest a(c — a) = b(c — b), odeétéme na obou strandch
ab: vyjde ném a(c—a-—b)=b(c —b—a). Kritime-li
nyni ¢ — a — b, obdriime a = b, coZ jest v rozporu s pfed-
pokladem. Jest totiZz ¢ — a — b = 0, a nulou déliti ani kra-
titi nelze.

2. Budiza® — b = ¢® — d, @ = ¢ a predpoklddejme b : a =

b2 d?

=d :c. Pri¢téme na obou stranich — = —; na obou
4a®  4c?
strandch dostaneme tiplné ¢tverce, po jichZz odmocnéni jest
b d b
4 —p-=0— 5 Pri¢téme nynf na obou strandch i
d

= 25 ¢im# obdrzime @ = ¢. Pfi odmochovani jsme totiZ

zapomnéli, Ze nutno psiti
b d
“—z—ik—%)
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a Ze jest nutno vzfti znaménko dolnf; pak je a — 2—ba- = —

d .. b d_bc—l—ad_2bc_b
et g et o=t T T T 2w
a posléze a(a + ¢) = b; k témui vysledku vSak dojdeme,

be "
kdy% do prvn{ rovnice dosadime d = = jest totiz a? — b =
be .. b
= c? — ¢ili (@ —c)(a + ¢) =—a—(a —c¢) a po kricenf

a — ¢ skuteéné a + ¢ = e

3. Vyjdéme z rovnice 2 log ¢ > log a, ¢ili log a* > log a,
a proto a* >a. Na pi. pro a =}, jest 1 > }. Nesmime
zapomenout, Ze prvnf rovnice platf, pokud loga >0, t. j.
a > 1.

Podobné jest 3 > 2, a téz 3™ > 2™, tedy pro m = —1
je 3 > }; drubd rovnice vak plati jen pro m > 0.

4. Ve vy$8i matematice se dokazuje, Ze soudet nekoneéné
Fady 1 — 14+ + — 4 + ... jest log 2, kde log znadi pfirozeny

logaritmus. Nésobme tuto fadu dvéma:

2log2=2—14+34—34++—3%+3+4—14+ -
¢ili
logd=1+F—4+4++—1+-

Séitance kladné i zdporné zustaly tytéZ, jen jejich potad se
vyménil a prec jen souéet fady zvétsil se dvakrite. — Zde
se dopoustime této chyby: Véta, Ze ve séitdni lze zaméniti
pofad kladnych i zdpornych séitancl, plati jen v tom p¥i-
padé, Ze pocet s¢itanci jest koneény; toto pravidlo nesmime
tak beze vSeho pfenésti na souéty o nekoneéné mnoha séi-
tancich ¢ili na nekoneéné rady.

4. Néco podobného plat{ i o nekoneénych soudinech.
UvaZujme o nekoneéném soudinu (1 4+ 1)(1 —§)(1 + 4).
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.(1 —14) ...; podrifme-li prvnich » éiniteld, obdrzime s,,=1,
podriime.li 2n + 1 prvnich ¢&initeld, jest jejich soucin

;%1;? =14 270%, nechdme-li » ustaviéné vzristati, jest
I l=O, takZe hodnota soudinu jest opét 1. Pravime prosté:
Soudin ¢ md hodnotu 1. — UkaZme pfedeviim, Ze souéin

1
s=1+)1+HA+ ... (l —+ m) s rostoucim n
roste nad kazdou mez; jest totiZ
1
15

1 1 1 1 1
31>1+1+(§'+?+7)+(?+-1—1'
1
17

_|_

2 4 1 1
)+...>2+ TtEt =2+ g+t

1
+stEt

_|_

takZe ucinime-li takovych souhrni =, jest s, >2 4 —Z-;

zfejmé tedy 8, s rostoucim n roste nad kazdou mez, nebo jak
fikdme, roste do nekonecna.

Ukdzeme nyni, Ze prvni soudin s lze zménou poradu &ini-
teld zméniti v jiny souéin, jehoZ dinitelé jsou vesmes vétsf
nez 1, takZe jeho hodnota jest vétsi neZ 1, coZ jest v rozporu
s prvnim tvrzenim. Vezméme vidy tolik ¢initeld se znamén-
kem kladnym a jeden se znaménkem zdpornym, aby jejich
soudin byl vétSinez 1, na pf. 14-1; (1 + H)(1 + H(A1 + 4).
A1+ P — )= &4

Nyni vytvoime dal3i soucin tak, aby

1 1 1 1
N

1 ] ] 4 1
ili {1 4- —— ... BN PN RS
c‘h( +11)(1+13) (1+11+2n—2)> =113
Staci tedy voliti » tak, aby



1

9+2n

co nastane, volime-li » tak, aby 9_—I—n2n > 5

3,1;.j.n>9;

na pr. = = 10. Jest tedy

3] o33

Nyni bychom hledali » tak, aby

1 1 1 1

tymz postupem bychom stanovili n > ‘39—, staéf tedy » = 10,

3
atd.

Vhodné n jsme s to vidy nalézti, jelikoZ hodnota souéinu s

roste nad katdou mez. takZe nale zdsoby jsou nevyderpa-
telné.

5. Ctensi obeznimeny s derivovédnim funkef jedné pro-
ménné vi, Ze derivace sin? z a —cos? x jest t4Z jsou rovna
2sin x cos z; nelze v8ak z toho usuzovati, Ze sin?xz =
= (—cos? z)! Pfisluind poucka zni: Funkce lidic{ se o kon-
stantu maji derivace stejné, skuteéné v naSem pripadé jest
sin? x — (—cos? z) = 1.

6. Pojem konvergence fad se tiibil velmi zvolna a lze
Fci, e uplné objasnén byl aZ matematiky z pocdtku pre-
deslého stoleti. Jest tedy pfirozeno, Ze v d¥ivéjsich dobédch
objevily se nékteré vysledky, na néz se dnes divime s Gsmé-
vem, predklddajice je za¢iteénikim jako snadno vysvétli-
telnd sofismata. Soudasnik Jakuba Bernoulliho, italsky ma-
tematik Grandi, provedl obvyklym zpisobem déleni 1 :
(14 x) s vysledkem 1 —2x + 2?4 234 2¢— ... a po-
lozil do tohoto vysledku 2 = 1. Na levé strané obdrZel §;
sefetl-li na pravé strané sudy pocet ¢lenu, obdrZel 0, soucet
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lichych ¢lenu pak jest vidy 1. Jest tedy bud 0 = 1, nebo
0 = } a tedy téZ § = 1, takZe po ndsobenf dvéma jest 1 = 2
atd. Vysvétlen{ jest pro nds velmi jednoduché: podil 1 —
—z+ 22+ 2*+ ... jest vlastné geometrickd rada, kterd
konverguje jen tenkrdte, kdyz — 1 < = < 1: nelze tedy
dosazovati ani x = — 1, ani £ = -4 1. Grandi si v8ak pfi
svém vykladu pomdhal touto historkou: Otec umird, mé dva
syny a rozkdZe, aby se o zbylé jménf rozdélili naprosto stej-
nym zpisobem. Jeho pfdni jest splnéno, zbyvd viak jen
drahocenny prsten, ktery dédicové nechtéjf rozpuliti. I do-
hodnou se, Ze jeden rok bude nosit tento prsten prvni, druhy
rok pak druhy syn a opét prvni a po ném druhy atd. Majetek
vztahujicf se k prstenu pry jest ddn fadou 1 —1+41—
— 1 4 ...: tedy kaZdy z bratru prsten mé i nem4 a oba jej
maji na poloviéku.

l+x+:v“‘+...+:c”‘_1_
14+ 2+ 22 4 ... a™!
= 1™+ afh __ gm0 g2 gmt2 L m < n; dosa-
dime-li x = 1, jest napravoop&t fadal1—1+1—1 4+ 1 —...,

vlevo pak 21; takie 0 = 1 = 29
n n

Jak vygsvétlite toto paradoxon:

7. Paradoxné znf i tento vysledek: Obec md povinnost
jednou za tficet let provésti opravu mostu ndkladem
1000 K; kolik musf najednou sloZit, aby se své povinnosti
jednou pro vidy zbavila? Pii prvni uvaze zd4 se, Ze se jednd
o ¢astku nesmirné velikou, ne-li nekoneéné velikou; aviak —
postavila-li obec pravé most, jest hodnota pristich povinnych
splatek ddna konvergentni geometrickou radou:

1000 1000 1000 1000 P
mt e o TSy T g

p pocet procent.

8. MnoZinou nazyvédme soubor véci presné definovanych
— na pf. mnoZinou jest prvnich deset éfsel celych, nebo
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vBechna éfsla celd, nebo viechna ¢isla délitelnd sedmi; mno-
%inou jsou vSechny body, v nichZ se protind n pfimek, nebo
vSechny body na kruZnici; mnoZinu vSak tvoff na pf. viechny
body v Batové prodejné. MnoZinou jest v8ak i soubor i jinych
mnoZ%in, na pf. mnoZina mnoZin éisel délitelnych 7, nebo 11,
nebo 13. Jsou pak dva druhy mnoZin: Prvni druh jsou mno-
Ziny, které obsahuji samy sebe jako prvek; sem patii na pf.
mnoZina vSech abstraktnich pojmi, ponévadi pojem mno-
Ziny abstraktnich pojmi jest rovnéz abstraktni pojem.
K druhému druhu nélez{ mnoZiny, které nejsou samy sobé
prvkem, na pf. mnoZina 2, 4, 6, 8. Kazdd mnoZina jest tedy
bud prvniho, nebo druhého druhu. UvaZujme nyni mnozinu,
jejiz prvky jsou viechny mnoZiny druhého druhu, nazvéme
ji M. Mé-li patfiti k prvnimu druhu, musi obsahovati sebe
jako prvek, ale to odporuje zplsobu, jakym byla utvofena.
Musi tedy patfiti k mnoZindm druhého druhu. Tu by vsak
ndleZela M do M — coz jest opét proti jejimu vytvarné-
mu zakonu.

Jdsou viak dlohy, jez svym feSenim prekvapuji ne méné
ne% paradoxa. Na pf. 1ze dokdzati, Ze v Praze jsou aspon
dva lidé, ktefi maji tyZ pocet vlasi na hlavé — vysledek jest
samoziejmy, uvédomime-li si, Ze podet obyvatelstva Prahy
bli%i se milionu, kdeZto poSet vlasi nedosahuje étvrt milionu.
Zékladni myS$lenky této tlohy, za jejihoZ pivodce byvi po-
klddan Voltaire, uzivd se Casto v matematickych dikazech,
a lze ji diti tento prehledny text: Mdme-li m skiinek a v nich
n > m penizi, jisté aspon v jedné skiince jsou dva penize.
Nebot kdyby v kazdé skiince byl nejvy3e jeden peniz nebo
Prévé po jednom penizi, bylo by ve skiinkéch nejvyse m pe-
nizti, bylo by nejméné n — m penfz mimo skiinky —
proti predpokladu.

P¥eklady. 1. Divka ma na pid$ p&t pAri punéoch bilych a ps&t
dernych. Jde-li si po tm& pro pundochy uréité barvy (na pf.
bilé), kolik péeir pundoch si musi vziti, aby maéla jistd 2 punéo-
chy volené barvy? (12.) (Chce-li v8ak obléci punéochy stejné
barvy — ani? ji zale¥{ na tom, zdaZ jsou bilé nebo &erné, staéi,
pfinese-li si punéochy tfi.)
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2. Pavel jest dluZzen Karlovi 102 K; Karel ho vyzve, aby mu
dluZnou &astku poslal jedinou poStovni poukédzkou. Porto na
dastku &inf 2 K; strhne-li si je Pavel, mé poslati pouze 100 K, na
n&Z staéi porto 1 K; vyd&lavd tedy 1 K proti svoleni Karlovu.
Strhne-li si viak pouze 1 K, mé poslati astku 101 K a musi
platiti porto 2 K, zkracuje tedy sebe o 1 K. — Jest to tedy tloha
v jistém smyslu nef'eSitelnd, le¢ bychom pripustili zaslani této
&astky dvéma posStovnimi poukézkami po 50 K; pak na kaZdou
nutno dati korunové porto, éimZ povolena sraZka jest vyderpana.
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