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IV.

0 PLOCHACH, ZEJMENA 0 PLOCHACH DRUHEHO
STUPNE V SOURADNICICH (TYRSTENOVYCH.

18. Pojem plochy. Nejjednodudsi plocha je rovina. Jak
vime, rovnice roviny je v linedrnich soufadnicich (étyrsténo-
vych, rovnobézkovych) linedrni. Pfi tom rovnici roviny —
nebo plochy vibec — rozumime podminku, kterou splnuji
soufadnice jen téch bodi, které ndleZeji ploge.

Je-li tato podminka algebraickd rovnice n-tého stupné,
pak téz plocha se nazyvd algebraické n-tého stupné.

V homogennich soufadnicich rovnice algebraické plochy
je vidy homogenn{; v nehomogennich soufadnicich tomu tak
obecné neni.

Piikladem je plocha druhého stupné, &ili struéneé
kvadrika, jejiZ rovnice v jakychkoliv homogennich sou-
fadnicich zni

(2, 2) = a;;2,% + ag2,2 + ass“’az;_!‘l‘ 2a,2,%, +

+ 2ay5%, 25 + 2059758y + 2a,47,2, + 205757, + ¢ (18,1)

+ 2a5,%3%y + @447 = 0.

V nehomogennich rovnobéikovych souradnicich rov-
nice kvadriky md tvar

1, 4,2) = a,2° + agyy?® + ag52? + 20,57y + 20,472 ‘|‘} (18,2)
+ 2a5592 + 2a,,T + 2054y + 2a3z +ayy = 0, ’
kde alespon jeden z koeficientu a;, které piedpokliddme
vesmés realné, nesmi byti roven nule.

Kromé ploch algebraickych existuji téZ plochy ne-
algebraické. V linedrnich soutadnicich je rozpoznime
snadno: jejich rovnice neni algebraickd. Piikladem na tako-
vou plochu je na pf. pfimd plocha Sroubova o rovnic
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Plocha vSak nemusf byti déna pfimo rovnici; miZe byti
udina nékterd charakteristickd vlastnost jejich bodd (na
pt. vzdilenost jejich bodi od jiného bodu je rovna konstantni
délece a-— plocha je kulova o poloméru a), takZe plocha je
definovdna jako geometrické misto bodi. K tomuto druhu
uréeni plochy ndlezi téZ uddni zpasobu vytvofeni plochy,
na pf. translaci ¢ili posouvénim kfivky nebo jejim otdéenim
(plochy translaéni a rotaénf) a pod. Je-li takové defi-
nice plochy uplni; je moZno z ni usouditi, jakd je rovnice
plochy.

K dané plose piislusi nikoliv koneéné mnozstvi rovnic.
Nehledime-i ani k tomu, %e v ka%dé souiadnicové soustave
rovnice plochy obecné je jind, obdriime z jedné jeji rovnice
Hzx, y,z) = 0 v uréité soufadnicové soustavé kaZdou jinou
jeji rovnici v téZe soustave a pri nezménéné poloze ve tvaru

lf(l', y’z)=0»

kde 4 je od nuly razny faktor.
Poviimnéme si nyni rovnic nékterych druhia ploch.
f ) Chybi-li v nehomogenni rovnici plochy nékterd proménni,

na pf. z, obdriime — omezime-li se na rovinu (z y; —
rovinnou éiru. Ke ka?dému jejimu bodu, t. j. ke kaidé
dvojici (z; y¥) jeho soufadnic, muZeme prFipojiti vSechny
mo%né hodnoty z a viechny tak vzniklé trojice ¢isel (z; y; z)
jsou soufadnice bodud plochy, jeZ vyplhuji piimku rovno-
bé#nou s osou z. Plocha je tudiz vilec, jehoZ tvoffci

pfimky jsou rovnobéiny s osou z. Obdobny vyznam
ma, chybi-li v rovnici plochy % nebo y.

Podobné nevyskytuje-li se v homogenni rovnici plochy
jedna soufadnice, na pf. z;, plocha je kuzel (pi1 rovno-
bé¥kovych soufadnicich event. vilec) jehoZ vrchol se zto-
tozfiuje s vrcholem £; = O soufadnicového étyrsténu.

Téchto kuZeli event. vdlet ¢asto uZivame pfi zkouméni
pruméti Gar s vrcholu souf. &tyrsténu do protéjsi jeho
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stény. Je-li édra ddna na pi. v nehomogennich soufadnicich
jako prisetnd c¢dra dvou ploch o rovnicich f(x, y,z)=0
a f'(x, y, z) = 0, obdrzime z nich vyloutenfm jedné soufad-

nice, na pi. z, rovnici valce promitajiciho ¢aru ve sméru 2
& soudasné rovnici primeétu éiry v témz sméru do roviny
—_ —

(x y)-

Zvlastni pozornost vénujeme plochim rotaénim jiz
pro jejich prakticky vyznam, snadnou predstavitelnost
a nemaly pocet jejich modelu, které se vyskytuji v éasto
uzivanych predmétech denntho Zivota (povrch predméti
soustruhovanych, vizy, isolitory, pneumatiky atd.).

Rotaéni plochy vznikaji otdéenim rovinnych (oviem
i prostorovych ¢ar — muZeme se v3ak beze ztraty obecnosti
omeziti na rovinné ¢iry — proc?) car. Predpoklidejme, Ze
tato vytvofujici éara ¢ili polednik, nebo merididn

plochy lezi v roviné (; ;) pravoihlého kartézského troj-
hranu; osou rotaéni bud z Jsou-li y=0, F(z;z)= 0
rovnice merididnu, (z,; 0; z,} bod téZe ¢iry, takze
F(xo, 20) = 0, (1873)
vznikne jeho otd¢enim kruinice plochy (t. zv. rovno.
bézka) o rovnicich
z=1z, T4 yt= xz (18,4)
Vylouéenim #, a z, z rovnic (18,3) a (18,4) vychézi hledans
rovnice plochy rotaéni ve tvaru
Fll& 52 =0, (18,5)

z niz zpravidla jeSté odstranujeme odmocninu jejim isolo-
vinim a umocnénim (coZ ovSem vZdy nenf prakticky pro-
veditelné).
Na pi. otdéenim kruZnice
y=0 22+22—a®=0



okolo osy?vznikne — jak zndmo — kulové plocha, jejiZ
rovnice podle (18,5) zni

2+ y*+22—a® =0,
Otécenim stifedové kuZelosetky o rovnicich

x? 2%
y=0, T-l— —p——l—O, (18,6)

vznikaji rotaén( stfedové kvadriky (elipsoidy, kul. plp-
cha, hyperboloidy) o rovnici

z8 2 22
—j;lq--;—l:o. (18,7)
Podobné otéaenim paraboly
y=0 22—2pz=0 (18,8)
okolo osy Z vznikne rotadni paraboloid o rovnici
x4~ y? —2pz = 0. (18,9)

Rovina nikoliv s osou z rovnob&#na
z+ax+by+c=0 (18,10)
protind paraboloid v kuZelosetce (elipse nebo kruZnici), jejiZ
kolmy prumsét do roviny (;:17) obdrZime vyloud¢enim soufad-
nice z z rovnic (18,9) a (18,10), éimZ vychézi
2+ y* + 2p(ax + by +¢c) = 0.
Odtud plyne zndmé véta:

Rovina nikoliv rovnob&Zna s osou rotaéniho para-
boloidu protind jej (neni-li to te¢né rovina) v kuZelo-
selce, jejiZ kolmy primét na rovinu kolmou k jeho
ose je kruZnice.

Jako posledni piikled na plochu rota¢ni uvafme plochu vy-
tvorenou rotaci kruZnice ! v rovind (;;3 a o rovnicich
y=0,(x—m): 4+ 22 —a? = (18,11)
m>a>0,

otdéenim okolo osy-;:. Je to tak zv. anuloid, jehoi. rovnice
podle (18,5) zni

!+ y’+z’—a’+m’—2mvm= 0,
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a po odstrandni odmocniny
(2?2 + 9y + 22 —a? + m?)? —dm? (22 4 9?) = 0;  (18,12)
je to tudiZ algebraické rotadni plocha &tvrtého stupnd
(podrobnéji o anuloidu viz odst. 38).
ProtoZe v jeho rovmici se vyskytuji pouze sudé mocniny
soufadnic, je anuloid plocha kolmo soumérnd podle viech tif

stdn soufadnicového trojhranu. Proto téZ poddtek O je stfedem
soumdrnosti anuloidu.

Piklady k cvideni,

77. Jakou plochu vyjadfuje rovnice v pravouhlych. kartéz-
skych soufadnicich a) 23 4+ 22— 22 — 22 — 2 = 0, b) a2? |
+ b%y? — 2abzy = 0, c) x® — 2pz = 0, d) z,* — 3z,z, + 2z,*?

[a) Kruhovy vélec o ose II;. b) Rovinu prochézejici osou z.
c) Parabolicky valec rovnob&iny s ;17 d) Dvé& roviny rovno-

ey
b&%né s rovinou (y ?)].

78. Napiste rovnici kuZele o vrcholu v poéatku a o Fidici
kiivee o rovnicich

z=m, y:—2px=0! [my?— 2pxz =0.]

79. NapisSte rovnici kuZele o vrcholu v bod8 (1; 2; 3) a o Fi-
dici kfivee o rovnicich z = 0, z? + y? — 25 = 0! [82? + 9% —
— 2022 — 6zz — 12yz + 150z — 225 = 0.]

80. Jak se jevi na rovnici kvadriky, %e plocha prochézi
a) viemi vrcholy soufadnicového &tyrsténu, b) jednotkovym
bodem? [8) @), = Gy = Ggy = @4y = 0, b) @y + 43 + agy +
+ @ + 2045 + 2045 + 20y + 2045 + 204, + 2ay, = 0.]

81. Jak zni rovnice rota¢niho valce resp. kuZele vytvoreného

rotaci téchto pifmek okolo osy z: a) y=0, % + % =0,
z? 4 42
a?

b)y=0,-§-—%=0, ¢)y=0,z—a = 0?[a),b)

z2

—F= 0,¢c) z? + y? —a? = 0.]
82. Napiste rovnici plochy vzniklé otdfenim kfivky o rov-
nicich z = 0, xy — a? = 0 okolo osy = [z? (y® + 2z8) —at = 0.]
88. Zkoumejte kuZelosetku, ve které rovina £ + y + 2 = 0
protiné kvadriku z2? + y? + 2? 4 22y 4 22z —2yz — & — y—

—>—> S>> — =) R
—z 4+ m = 0! [Priméty do rovin (v y), (z 2z) & (y 2) maji
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rovnice: 4xy + 4y* + m = 0, 4xz + 422 + m = 0, dyz — m =
=0

——84.. Urdete prﬁseé.iky kuZele z,? + x,2 — x,2 = 0 s pfimkou
orovnicich a) , = 0,2, + 23 + 2, = 0! b))z, = 0,2, + 2, =
= 0! [a) body (0; 1; — 2; 1), (0; 1; 0; — 1), b) pfimky leZi na
kuZeli.]

19. Kvadriky singularni a nesingulérnf. Rovnici kvad-

riky (18,1) pifeme Gasto struénéji ve tvaru

f, 2) =D apziwy =0, (i, k=1,2,3,4), (19,1)
ik

kde a;. = ay; jsou ¢isla redlnd (z ¢ehoZ, jak pozdéji pozndme,
neplyne, ze kvadrika mé reilné body). Zavedme oznadeni

f1(@) = a @y + a15%y + 1%y + 0147,

[2(2) = a9, @) + AgeTy + BppTy + Ay Ty, (19,2)
f3(®) == g1%) + Aoy + AgaTy + 342y, ’
[o(®) = 041 T) + Qgoy + ag37y + agy7.

Determinant z koeficienti téchto étyf linedrnich forem

a1 Bz B3 Ay
Gyy Qoo Toy @
A= l aik[ = 21 %22 Y23 Y4 (19,3)
(3 Qgp A3z 3y
Gy Qg Agy Ogy
nazyvame diskriminantem rovnice kvadriky (19,1).
Je to determinant soumérny, nebot jeho prvky, poloZené
soumérné podle hlavni diagonsly, jsou si navzdjem rovny.

Plati identita
[(x, x) =z, f,(®) + 3 fo(®) + 2y f3(®) + 24 fo(x).  (19,4)

" Ka%d4 rovina proting kvadriku v kuZeloseéce. K dikazu
sta¢i uréiti fez kvadriky kteroukoliv sténou soufadnicového
ctyrsténu, ktery mé ke kvadrice polohu zcela obecnou.
Tak na pf. ve sténé (0; 0; 0; 1) lezici{ kuZelosetka kvadriky
mé rovnice
zy =0, f¥(=, )= a,,,* + 537" +agyy® + 24,7, 7, +(19 5)

+ 2a,37, 73 + 2a957,73 = 0. AT
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Rovnice kvadriky f obsahuje 10 riznych koeficientd a;.
K uréeni jejich pomeéru staci 9 nezivislych podminek, na
pt. 9 bodi lezicich na kvadrice, nebo ploSnd kuZelosetka
(kterd sama je uréena 5 body jedné roviny) a 4 body.
Kvadrika se nazyva nesinguldrni, nebo gingulirni podle
toho, je-li diskriminant
4 +0, (19,6)
nebo '
A=0. (19,7)

Jen v prvém pripadé ctyrl mnohotcleny (19 2) jsou linedrné
nezavislé a Cétyfi rovnice fi(z) = 0 nemaji spolecné ‘Tedeni
(nehledé k trividlnimu fedeni 0; 0; 0; 0). tyri roviny, defi-
nované témito rovnicemi, nendleZeji témuZ trsu rovin a tvoii
v prostoru étyrstén.

V druhém pripadé — a jen tehdy — étyfi mnohodleny
(19 2) jsou linedrné zivislé a soustava ctyr rovnic /z(a:) =0
mi alespon jedno nikoliv trividln{ fefeni, t. j. étyTi roviny,
rovnicemi této soustavy definované, maji alespon jeden
bod — oznadme jej ¥ (y;; ¥5; ¥s; ¥s) — spoleény. Je tedy

fly) =10, (i=12,3,4),
a — podle identity (19,4) —

Iy, ) =y h(®) + 92 1(9) + ¥ 15(y) + yafaly) = 0,
t.j. bod y je bodem kvadriky. Nazyvime jej jejim bodem
singuldrnim. Je vidy redlny, nebot jeho soutadnice, defi-
nované jako redeni soustavy linedrnich rovnic o redlnych
koeficientech, mohou byti jen redlné.

Je tedy nesmgularm kvadrlka prost& smgularnich bodu

larni.
“Jeli tento singuldrni bod pouze jediny, kvadrika
je kuZel nebo védlec druhého stupné s vrcholem
v onom bodé.

Nutnd a postacujici podminka pro to je, aby ¢étyfi roviny
fi = 0. nélezely jedinému trsu, nikoli v3ak svazku rovin,
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t. j. aby alespon jeden minor tfetiho fddu diskriminantu A
byl rizny od nuly, t. j. aby 4 byl hodnosti 3.

Skutetné, za tohoto predpokladu rovnice kvadriky f se
redukuje na rovnici kuzele nebo vélece; pro jednoduchost
predpoklddejme, Ze soufadnice singuldrniho bodu y jsou
(0; 0; 0; 1). Ze soustavy rovnic fi(y) = 0 pak vychédzi

Uy = Gy = @y = Ay = 0, (19,8)
takZe rovnice kvadriky neobsahuje z, a je to tudiZ kuZel
druhého stupné s vrcholem (0; 0; 0; 1), jak bylo dokézati.

Kvadrikami s vice neZ jednim singuldrnim bodem se
nebudeme zabyvati. Lze totiZ dokdzati, Ze takové
kvadriky jsou sloZeny z rovin, takZe jejich studium
lze prevésti na studium dvojice rovin. Skuteéné, je-li jeden
ze singuldrnich bodi opét bod (0;0;0;1), druhy bod
(0; 0; 1; 0), plati kromé (19,8) jeSté rovnice

N By = Ggg = Ggg = 0
a rovnice kvadriky se redukuje na

f(x, ) = a,2)® + 20,7, %, + ay1,* = 0;
lze ji nahraditi dvéma linedrnimi rovnicemi
aaZy —oyZy =0 8 P2 —py2, =0,
coZ jsou rovnice dvou rovin, jak bylo dokédzati. Tyto roviny
— stejné jako koeficienty o, oy, By, B, — nemusi byti redlné.

Hodnost diskriminantu 4 je v tomto pripadé 2 nebo 1,
coZ je soucasné potet ruznych rovin, z nichi je kvadrika
sloZena.

20. Kvadrika a pfimka. Zavedme dalsi oznaceni
1y, 2) = ay, 4,21 + Gg5¥52; + Aga¥a2y + 244Yazs +
+019 (9123 +Y221) +013 (Y123 +Y221) 014 (4124 +9421) +] (20,1)
+ @23 (Y223 +Ys22) 020 (Y224 T Ya2s) T4 (Y52 +Ya2a)-

Ztejmé jest
19, 2) = fz, y)- (20,2)
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Snadno se presvédéime, Ze plati daldi identity
Hy,2) =2y fde) =2z fly), (=1,2,3,4). (203)
1 1

Hledejme nyni spoleéné body kvadriky. f a piimky, uréené
body , =.
Bod této primky
=MLy + Az (20,4)
nilezi kvadrice { jen tehdy, kdyZ

K&y + Az, Ay + 452) = 0,
t. j. kdyz
}‘12 f(!/, !/) + 211}'2 /(.’/’ Z) + 122 l(zs Z) = 0. (20)5)

Posledni rovnice obecné ma dvé riznd fefeni, jeZ ozna¢me
Ay, resp. A, : A, Obecné tedy pfimka (yz) protind
kvadriku f ve dvou riznych bodech x a ', z nichZ jeden je
dén vyrazem (20,4) a druhy je 2’ = A"y + A',2.

Jsou-li udavatelé obou pomérd, vypoétenych z (20,5),
realné ruzné, totoiné nebo sdruzené komplexni, jsou takové
i pruseciky z, «'.

Je-li soutasné — a jen tehdy —

4, 9) = [y, 2) = f(z,2) = 0, (20,6)
pak kazdy bod na (yz) ndlezi kvadrice f a primka
(y2) je tvofici ¢ili plodnou pfimkou kvadriky.

Nejsou-li splnény viechny 3 rovnice (20,6), je-li viak

f2(y’ Z) - f(y! y) /(z’ Z) = O’ (2077)
body = a z' se ztotoznuji. Primka (yz) se nazyva
te¢nou kvadriky f, bod z jejim dotykovym bodem;
je-li to singuldrni bod kvadriky, je ptimka (yz) jeji tec¢nou
v S8ir8im smyslu.

Tvorici primky kvadriky pocitdme k jejim tecndm.

21. Telny kvadriky, které prochizeji danym hodem.

a) Zkoumejme nejdiive mnoZstvi teten kvadriky, které
prochdzeji jejim nesinguldrnim bodem y.
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V dusledku rovmice f(y, ¥) = 0, vyjadfujici, Ze y je bod
kvadriky f, redukuje se rovnice (20,7) na

fly,2) = 0. (21,1)

Jen tehdy, vyhovuji-li soufadnice bodu z ({z} ¥ {y})
rovnici (21,1), je primka (yz) teénou kvadriky f.

V této rovnici y; jsou konstanty, z; soufadnice béiné.
Podle (20,3), ve tvaru uspofdadaném podle z;, je to rovnice
linedrni

2 1Y) +22foy) +23fa(y) +2faly) =0;  (21,2)
rovina, kterou rovnice (21,2) vyjadiuje, nazyvd se teé¢nd
rovina kvadriky f v jejim bodé y. Oznatme ji #;
bod y je jeji dotykovy bod a jeji rovinové soutadnice jsou
dény jednoznaéné dmeérou

Ny i s e = [i(Y) 1 fol®) : fo(®) < fuly). (2L,3)

M4 tedy kvadrika ve svém nesinguldrnim bodé y
jedinou a uréitou rovinu teénou 7. Je to rovina
svazku tec¢en plochy o dotykovém bodé y.

Je-li y bod singuldrni, je fi(y) =0 (1 =1, 2, 3, 4) a rov-
nice (21,2) a tudfz i (21,1) je splnéna pro kterykoliv bod z
v.prostoru. Viechny pfimky prochdzejici bodem y, které
nejsou primkami plodnymi, jsou teény kvadriky v 3ir8fm
smyslu.

Méme-li na pt. urditi teénou rovinu kvadriky
Nz, z) = 2,2 + x,° + 22,75 + 20,0 — 42,7, — 622, — 2,2 = 0
v jejim bod& y (— 2; 1; 3; 1), utvotime nejdfive &tyréleny

I(x) = @ + 23— 22y, [fo(x) = 23 + 3 — 37,
fax) = 2 + Ty, falx) = — 22 — B2, — 4

/1(1/) = 11 /2(?/) = 1) ls(y) = I) /4(?/) = 0;
rovnice tené roviny podle (21,2) zni

n

— 2+ 23—z = 0.
b) Nyni zkoumejme mnoZstvi teéen kvadriky f, které
prochazejf bodem y, nendlezejicim kvadrice, takZe f(y, y)3+0.
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Piimka (yz) je tetnou kvadriky jen tehdy, spliuji-li soufad-
nice bodu 2z rovnici (20,7), kterd je v nich homogenni
a druhého stupné. Je tedy (20,7) s konstantnimi soufadni-
cemi y; rovnic{ kvadriky @ v béinych soufadnicich z;
(t=1,2,3,4).

Tvrdime, Ze @ je kuZel druhého stupné o vrcholu y, je-li f
nesinguldrni.

Je-li f kuzel, je @ sloZena ze dvou rovin, coZ poklddejme
za znimé.

Uvedené tvrzeni dokdZeme nejsnadnéji, budeme.li pred-
poklidati, ze vrchol (0; 0; 0; 1) soufadnicového Ctyrsténu
se ztotoZnuje s bodem y.

Pak rovnice (20,7) kvadriky @ se redukuje podle (20,3) na

f42(z) — Qg I(Z, z) = 0. (21,4)

Tato rovnice v3ak neobsahuje z,, je tedy @ kvadraticky
kuZel o vrcholu y, coz bylo dokazati.
Je-li z pravé dotykovy bod teény (yz) kvadriky f, je téz

Hz,2) =0,
nacez z (20,7) vychdzi
Hy,2)=0; (21,5)
to vSak je rovmice linedrni v béinych soufadnicich z;.
Oznaéime-li rovinu o této rovnici opét %, plati veéta:
Rovina 7 je bud teénd rovina plochy f v jejim
nesinguldrnim bodé y nebo — nendleZi-li bod y
kvadrice — rovina kuZelosetky, podél které se
kvadriky f dotykd kuZel @ jejich teéen o vrecholu y.
Poviimnéme si, e rovina % je vidy redlnd, tedy
i v téch pripadech, kdy jeji priseénd kuZelosetka s f —
s tedy i kuZel @ — jsou imagindrni. KuZel ¢ umoZnuje
zavedend pojmu ,bod vné“ a ,bod uvniti*“ kvadriky f.
Je-li @ redlny kuZel pravime, %e jeho vrchol leZi vné
kvadriky f, je-li @ imagindrni, leZi jeho vrchol uvniti
plochy f. Tyto definice neztrdceji smyslu je-li f kuZel nebo
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valec, nahradime-li v nich kuZel teten dvojici rovin, vy-
tvorenych tetnami plochy f, které prochézeji bodem y.

22. Polarni rovina a &tyrstén. Jak je patrno z (20,5),
oba pruseéiky =z, 2’ piimky (yz) s kvadrikou | oddéluji
harmonicky dvojici bodu y,z jen tehdy, kdyz

(y,2) =0, (22,1)
t. j. kdyZ bod z leii v roviné #, pifsluiné k bodu y.

Pak body y, z nazyvdme navzdjem poldrné sdru-
Zenymi vzhledem ke kvadrice f.

Odtud vyplyvd na teéném kuZeli nezdvisld definice ro-
viny 7, piisludné k bodu y.

Rovina 7 je mistem bodd poldrné sdrufenych
s bodem y vzhledem ke kvadrice f. Nazyvidme ji
polarni rovinou bodu y, ktery jest jejim p6lem vzhledem
k f.

Polérni rovina nesingulérniho bodu kvadriky (vzhledem
k téze kvadrice) je jeho rovina tecna.

Rovinové souradnice polérni roviny  bodu y jsou ddny
imeérou (21,3). Je-li y singuldrnim bodem kvadriky, jeho
rovina poldrni neni definovéna.

Je-li kvadrika f nesinguldrni, je timérou (21,3) definovéna
oboustranné jednoznaéna korespondence mezi body prostoru
a jejich rovinami poldrnimi; nazyvame ji polaritou nebo
korrelaci vzhledem ke kvadrice {, kterd je t. zv. zdkladni
kvadrikou polarity. ’

Z tvaru umdry (21,3) lze snadno usouditi, Ze pfimé fad& bodo-
vé odpovidd rovinovy svazek, tedy piimece pfimka, trsu rovin
bodové pole rovinné a obrécend. Utvary slo¥ens z bodi, ptimek
a rovin polaritou se transformuji v itvary duélni; podotkn&me,
%e dvojpom&r &tyi prvkia se pfi tom zachovava.

Transformuje-li se polaritou vzhledem k nesingul. kvadrice f
atvar U v U’ a U’ znovu v U”, je U” = U, t. j. vysledek dvou
po sobé& nésledujicich polérnich transformaci vzhledem k téie
zékladni kvadrice je transformace identické, ponechavajici
prostor beze. zmé&ny.

Rovina polirni 5 prochézi svym pélem y jen tehdy, je-li
7 te¥nd rovina a y jeji dotykovy bod na zékladni kvadrice f.
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Skutedéns, z
Syy =0

. f(?/, ?/) =0,
coz bylo dokézati.

Spojnici p dvou bodu nesingulérni zékladni kvadriky kores-
ponduje prusednice jejich teénych rovin jako t. zv. sdruZené
poléara g. Ob& piimky obecn& jsou mimob&Zny; majf-li spoleény
bod y, je to nutn& bod zédkladni kvadriky, nebot viechny body
jedné z obou polar jsou sdruZeny se vSemi body druhé a obra-
cend. Polarni rovina 7 bodu y je tedy tefnéd rovina zdkladni
kvadriky v jejim bod& y a obsahuje jak p tak ¢, jeZ tvoii
dvojicit. zv. sdruZzenych teéen plochy v jejim bodé& y.
Je zFejmé, Ze tato dvojice teden oddé&luje harmonicky
dvojici obou tvoficich pfimek (redlnych nebo sdruZend
imagindrnich), prochézejicich bodem y, ve kterych teéné ro-
vina 7 protind zdkladni kvadriku. Je-li p = g, néleif tato
pfimka zdkladni ploSe jako jeji piimka tvofici.

Je-li zdkladni kvadrika singulérni, nazyva se tak i polarita,
které pak neni korespondenci oboustrann& jednozna&nou.
Skuteénd, je-li zdkladni kvadrika na pi. kuZel, polarni roviny
viech bodu, leZicich na pfimce prochézejici vrcholem kuZele,
se ztotoZiluji v jediné roving, c. b. d.

plyne podle (21,3)

Ctyrstén se nazyva polarnim dtyrsténem nesinguldrni
kvadriky f, kdyZ ka%d4 jeho sténa je polirni rovinou jeho
protéjsitho vrcholu. Z toho plyne, Ze protéjsf hrany poldrniho
¢tyrsténu jsou sdruZené poldry vzhledem k f.

Abychom v prostoru sestrojili polérni étyrstén dané nesingu-
larnf kvadriky f, volme prvni jeho vrchol zcela libovolns v pro-
storu v bod& P,,neleZicim na f; jeho polérnf rovina 7, obsahuje
dalsf tti vrcholy P, Py, P,, z nichZ Py zvolme v nf libovolné,
oviem tak, aby nelefel na f. Jeho polérni rovina 7y je dalsi
stdna &tyrstdnu, prochdzi bodem P, a protind z; v hrand étyr-
sténu Py P,. Pouze jeden z obou t&chto bodi, na p¥. Py, mGZeme
na nf voliti libovolng, ovlem tak, aby nendleZel kvadrice I
Jeho polarni rovina =y je dalsi stdnou &tyrsténu a protind
hranu P,P, v bod& P,, nebot, jak znimo, obsahuje vrcholy
P,P,P,.

Tim jsou vBechny vrcholy &tyrstSnu urdeny.

Z konstrukce je zfejmé, Ze existuje nekonetné mnozstv{
polérnich &tyrsténi dané nesinguldrnf kvadriky.

16



Podotknéme jesté, Ze kaidé dvé stény poldrniho étyrsténu
kvadriky f maji tu vlastnost, Ze ka%d4 z nich prochdz{ pélem
druhé. Takové dvé roviny budeme nazyvati poldrné
sdruzené vzhledem k f.

VEechny zde uvedené pojmy maji své obdoby v rovinné pola-
ritd vzhledem k nesingulérni kuZelosece. Prochézi-li totiZ
rovina g bodem P a je-li p prisednice polédrni roviny = bodu P
s rovinou g, pak P a p jsou pél a polara vzhledem k prise&né
kuZelosedce f* roviny g se zdkladni kvadrikou f. Je-li g =P, P,P4
sténa polarnfho &tyrsténu P,P,P,P, plochy f, je P,P,P; polarni
trojahelnik kuZelosetky f*.

Je-li soufadnicovy ¢étyistén poldrnim étyrsténem kvadri-
ky f, projevuje se to na jejf rovnici charakteristickym zpu-
sobem. Pélu (1; 0; 0; 0) patrné koresponduje poldrni rovina
(1;0; 0; 0) a t. p.; z uméry (21,3) v disledku toho vychdzi

ag=0,

kdykoliv ¢ & k. Proto rovnice kvadriky f se redukuje na

rovnici
Kz, 2) = a1, 2,% + Ggp2° 1 Ggy%5* + 0402 = 0. (22,2)

Z ni plyne
A = 01,85503904;, (22,3)

takfe Zddny z koeficientd rovnice (22,2) neni roven nule,
je-li f kvadrika nesingularni..

Proto, je-li soufadnicovy &tyrstén poldrni, obsa-
huje rovnice nesinguldrni kvadriky pouze ¢tverce
vBech étyF soufadnic.

Je-li jeden z koeficientd rovnice (22,2) roven nule, kvad-
rika je kuZel (nebo valec), jejiZ vrchol se ztotoZnuje s jednim
z vrchola étyrsténu. Zbyvajici tii jeho vrcholy tvoi{ poldrn{
trojuhelnfk kuZelosetky, v niZz jeho rovina plochu f protfnA.

Je zfejmé, %e kvadrika (22,2) je redlnd jen tehdy, kdyZ
koeficienty a;; (1 =1, 2, 3,4) nemaj{ vesmés stejnéd zna-
ménka.
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PFiklady k cvideni.

85. Déna rovnice kvadriky f; rozhodnéte, je-li kvadrika
singulérni, kuZel nebo vélec (v tom pkipad® urdete jeho sing.
bod!), nebo je-li slofena z rovin (v kterémi pi"ipadé urdete
jejich rovnice!)

a) 64x,2+4 751,24 96z, 25+ 36242+ 30x,2,—29723 = 0. [A =
= 4 276 800, kvadrika nesingularni.)

b) 92%44y? 224 120y—62z—4yz+ 302+ 20y—10z+ 25 = 0.
[V8echny &tyii mnohoéleny f,, f,, f3, /4 se navzdjem li§i pouhym
konstantnim faktorem. Proto hodnost diskriminantu A4 je 1
a kvadrika f je dvakrat poditand rovina 3z + 2y —z + 5 = 0.]

c) 9x? + 9y® — 2022 — 6xz — 12yz + 150z — 225 = 0. [A =0,
soustava rovnic ;, = f, = f3 = f; = 0 ma spoleéné jediné feSeni
(1; 2; 3); jsou to soutasns soufadnice vrcholu kvadriky f, kterd
je ku¥el o Fidiei kruZnici z =0, z2? + y* — 25 = 0.]

d) 32— 5y% — 2z — 2xy — 2xz + 6yz + 22x— 42y + 10z —
— 16 = 0. [4 je hodnosti 2, kvadrika je sloZena ze dvou rovin,
atox+y—z+8=0 3x—5y+z2—2=0]

e) my: —2pxz =0 [A =0, rovnice f,=f,=f3=/,=0
ma)i jediné spol. feSeni (0; 0; 0). Plocha f je kuZel o vrcholu
v potatku. Rovina z = m (m = 0) jej protind v parabole
y*—2pr = 0]

f) 322 4 3y? + 322 + 4V2a:y + 2yz + 6z + 2y (2V2— 1)—
—6z—9=0[4 =0, rovnice f;, = f3 = f3 = f, = 0 v homog.
soufadnicich maji jediné spol. FeSeni (— 4; 3V2 — V2 0); jsou
to soudasn& homog. soufadnice nevlastniho sing. bodu kvadriky,
ktera je valec o Fidici kuZeloseéce (kruZnici) y = 0, x? + 22 4
+ 22— 2z —3 =0.]

86. Presvédéte se, Ze diskriminant 4 kvadriky (a,z; + agz, 4
+ ayzy + ayxy) . (b + byxy + byzg + byz,) = 0 je hodnosti
nejvyse 2!

87. Plocha (18,2) prochazi podatkem jen kdyZ a,, = 0. Na-
piste rovnici jeji teéné roviny v poéatku! [a;,& + agy + aGy4z =

88. Napiste rovnici te¢ného kuZele kvadriky (22,2) o vrcholu
v bodd jednotkovém! [a,,84, (2, — 25)? + @849 (2, — 23)° +
+ @by (21 — 29)® + G055 (23 — 25)° + %44 (22 — 24)* +
+ 054844 (23— 24)* =

9. DokaZte, Ze da.ny polérni &tyrstén kvadriky zastupuje
6 danych podmmek' [Z rovnice (22,2) nebo z jeho konstrukce!]

90, V co se transformuje Pascalav Sestitihelnik nesingulérni
kuZelosetky f* polaritou o zékladni kuZeloselce f*? [V jeji
Brianchoniv Sestithelnik.)
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23. Kvadrika v soufadnicfch rovinovych a pfimkovyeh.

Predpokliddejme, ze kvadrika f je nesinguldrni a Ze sou-
fadnicovy ¢&tyrstén je polarni, takZfe rovnice kvadriky je
(22,2).

Odvodme jeji rovnici v soufadnicich rovinovych, t. j.
odvodme nutnou a postadujici podminku pro to, aby rovina
E(&; &5; &, &,) byla teénou rovinou plochy f.

Za utinénych predpokladi umeéra (21,3) se redukuje na

T 72 M3 i Na = Al Qaslfs * Aaals * ByaYy
¢ili

/S R NP L W (23,1)
“11 Gyp Q33 Qygy
Rovina 7 je teénou rovinou plochy jen tehdy, kdyz

Syy =0,
t. j. podle (23,1) kdyz

Vi Yz Ys:

2 2 2 2
/)N N2 Uk N4
Doyl TR
a1 Qe O3y Oy
Nazveme-li teénou rovinu opét £, obdrZime hledanou
rovnici kvadriky f v soufadnicich rovinovych ve
tvaru

F(&, &) == Qpqy446\® + 011053000657 + 0110590445 4 (23,2)
+ 01,8958338% = 0. ’
Podotknéme, Ze pfi obecné poloze soufadnicového é&tyr-

sténu rovnice kvadriky v soufadnicich rovinovych je opét
druhého stupné tvaru

.maangmwp=m G,k=1,23,4), (233)

kde koeficienty A; maji vlastnost A;; = A a alespon
jeden z nich je rizny od nuly.

Jsou-li 4;; minory diskriminantu A4, pfisluéné k prvkim
a, je (23,3) rovnici kvadriky (19,1). Oznaéime.li k diskri-
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minantu 4 obdobny diskriminant rovnice (23,3)
a = I Aik |y
souviseji oba diskriminanty rovnici
a= A3 (23,4)
Vychdzejice z rovnice (22,2) nesinguldrni kvadriky f, od-
vodme jeji rovnici v soufadnicich pfimkovych. Hledans
rovnice bude vyjadfovati nutnou a postadujici podminku

pro to, aby pifmka p (pys; Pig; Pra; Pass Paz; Pas) byla tecnou

plochy f.
Kterymkoliv bodem v prostoru prochdzejici teény kvad-

riky f vytvofuji, jak zndmo, kvadraticky kuZel, ktery ve
zvlastnich pfipadech muZe byti nahrazen dvojici rovin ruz-
nych anebo ztotoZhujicich se.

Mnozstvi piimek v prostoru o této vlastnosti se nazyva
ptimkovy komplex druhého stupné.

Piimka p naseho komplexu bud uréena body (17,7), t. j.
kladme p = (yz), ¥y = p,, 2z = p,. Podminka, aby p byla
teénou kvadriky f vychdzi pak z (20,7) ve tvaru ponékud
nesoumeérném

(@33P19P2s + C44P1aP2a)* —
— (@ggP19® +B33Pra® +BguP1a®) (@11P12% +CagPog® +A4yPa?) = O,
ktery viak vlivem rovnice (17,4) se upravuje na tvar

(P, P) = 01 030P15% + AooBayPas® + Cpa@9sPys® + A1y0gePrs” +
+ 11044P1® + C35244P3s* = 0. (23,5)
Z (22,2), (23,2) a (23,5) je patrno, %e¢ jak v bodovych,
tak v rovinovych i v pfimkovych homogennich
soufadnicich rovnice kvadriky obsahuje pouze
étverce soufadnic, kdyZ (a jen tehdy) souradni.
covy étyrstén je polarni.
Mezi primkami komplexu (23,5) jsou obsaZeny téZ tvofici
piimky kvadriky f, které vyhovujf kromé (23,5) jesté dalsim
podminkédm, které uréime takto:

20



Polarni roviny bodi p, a p, jsou roviny o souradnicich
(05 @g5P15; B33Pras QgaPra) T€SP. . (— @yyPyg; O AgaPag; BgyPyy);
jejich priseénd piimka ¢ je s p vzhledem k f sdruZend poléra

q (@33%44P3a5 C4a%22P12; ToollsaPass B11%aaP125 C11%93P1s; F1aaPra)s
kde v zivorce je uvedena uspofddand Sestice bodovych
(nikoli osovych!) soufadnic piimky g¢.

Jen tehdy, ztotoZnuji-li se piimky p, ¢, t. j. kdyz

{r} = {g} (23,6)
je p tvorici ptimkou kvadriky /. Z (23,6) plyne 5 rovnic mezi
soufadnicemi p;;; nejsou to v8ak rovnice navzdjem nezivislé
a jest jim v8em vyhovéno tehdy, kdy% rovnice

Gy B25P1s” — Bgg@aaDs® = 0, BppyyDgo® — G11053P18° = 0,
Q11044 P14% — BppggPay® = 0

jsou splnény tim zpisobem, Ze jest

V“u“zsz + V“asaupu =0,
Vaztupe F Vantwps = 0, (23.7)
V“naupu + V“zzasapza =0,
kde soucasné plati bud viechna horni, nebo vSechna dolni
znaménka,.

Obé soustavy rovnic (23,7) uréuji dvé obecné ruzné sou-
stavy pfimek plochy f, jeZ nazyvéme jejimi reguly.

Je tedy regulus mnoZstvi pfimek spoleéné tfem linedrnim
komplexum (23,7); dva reguly ndleZejici téZe kvadrice
nazyvejme komplementarni.

Je oviem zndmo, Ze na ploSe druhého stupné se nemusi
vyskytovati Zidné redlné piimky, jak tomu je na pf.
u koule, u rotaénich elipsoidi nebo u paraboloidu.

Aby soustavy rovnic (23,7) mély (po eventuelnim,kriceni
éislem -+ ]/ — 1) koeficienty reilné, k tomu je nutno
a stacf, aby diskriminant

A = 05504304,
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byl kladny. Je-li 4 < 0, pak v (23,7) se vyskytuji krdcenim
neodstranitelné imaginarni koeficienty.

V prvém pripadé nesinguldrni redlnd kvadrika f
mé dva ruzné reguly redlnych pfimek, v druhém
pfipadé na f neexistuje Zddna redlnd primka.

Podotknéme, Ze tento vyznam znaménka diskriminantu 4
je nezavisly na poloze soufadnicové soustavy k plose (viz
na pt. Bydzovsky, Uvod do anal. geometrie, str. 381); lze
podle ného snadno rozhodnouti, je-li nesinguldrni reilni
kvadrika, dand svou rovnici, pfimkové, nebo nepifimkova.

Z (23,7) snadno vyplyvd véta:

Dvé piimky, z nich% kaZdd ndleZi jinému z obou
(navzdjem komplementarnich) reguld kvadriky, jsou in-
cidentni, t. j. protinaji se.

Skutecéné, vyhovuje-li prva z obou ptimek, jeZ oznac¢me
P, ¢, svymi soufadnicemi soustavé rovnic (23,7) s hornimi
znaménky, druhd téZe soustavé s dolnimi znaménky, je

1 Pyhe + P1o3a = 0, Paadhs + P1adae = 0, PraGas 1+ Pastia = 0;
seCtenim téchto rovnic vychdzi Spg = 0, coZ bylo dokézati.

24. Jiné zjednoduSeni rovnice kvadriky. Predpokla-
dejme nyni, Ze dva vrcholy ¥V (0;0;0;1) a S,(0;0;1;0)
soufadnicového &ty sténu lezi na kvadrice f, kterd je ne-
singuldrni a redlnd. Jeho stény zvolme takto: sténa z, = 0
resp. £, = 0 bud teéna rovina kvadriky f v bodé V resp.
v bodé S, stény x, =0 a xz, = 0, prochdzejici hranou
(VS,), necht tvoii dvojici rovin polirné sdruZenych vzhle-
dem k ploe f.

Z této volby plyne, Ze hrana (VS,) je sdruZenou polarou
s proté¢jdi hranou soufadnicového étyrsténu a Ze pol roviny
z, = 0 resp. x, = 0 je jeho protéjsi vrchol (1; 0; 0; 0) resp.
(0; 1;0;0). Hrany e, a e, orovnicich z, = 2, = Oresp. z, =
= z, = 0 jsou dvé sdruZené teény plochy f v jejim bodé S,
podobné hrany », = ;=0 & z, = 23 = 0 jsou sdruZené
teény v bodé V.
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Pri této volbé souradnicového &tyrsténu v rovnici (19,1)
kvadriky f jest
Q1 == Q13 = Qg = Gy = gy = gy = Gy = 0.
Tato rovnice se proto redukuje na
f(x, ) = ay; 2,2 + ax,® + 203,747, = 0,  (24,1)
¢ili, jsou-li soufadnice rovnobéZkové, takie z, = 0 je ne-
vlastni rovina, na tvar nehomogenni
flx, 4, 2) = a,, 2% 4 a,y® + 2a4,2 = 0. (24,2)
Digkriminant rovnice kvadriky pak je
A = —ay,8.,042 F+ 0. (24,3)
Tecné rovina z, = 0 protind plochu v singulérni kuZelo-
sedce
a5 %y? + a5, = 0,

kterd je sloZena ze dvou tvoricich piimek ¢, a ¢, protinaji-
cich se v S,, o rovnicich

23 =0, Ja,z, + V— 35Ty = 0, (24,4)

a 2,=0, |a,z, — |/ =aguz,=0. (24,5)

Podle (24,3) jsou tyto pi{mky rizné a — protoZe se lisi

jen ve znaménkdch koeficienti pfi x, — skuteéné oddéluji

harmonicky hrany e,, e, soufadnicového étyrsténu, jez, jak
vime, jsou sdruZené teény v S,.

Tvotici piimky £, t, jsou reilné ziejmé jen tehdy, kdyz
@1,800 < 0, t. j. podle (24,3) kdyz 4 > 0, jak jsme zjistili
jiz dfive.

Teénd rovina z, = 0 protind kvadriku téz v singuldrn{
kuZelosedce, slozené ze dvou piimek, prochdzejicich bodem V,
o rovnicich

=0, V"'_n"ﬁ +V:a—22x2= 0, }

_— _ (24,6)
Zg =0, Van T — V_‘ By Ty = 0.
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Tyto pfimky jsou razné, reilné nebo sdruZené imagindarni
za téchie podminek jako pifmky ¢,,f,. Odtud lze usouditi,
Ze plati véta:

Prochézeji-li jednim bodem P kvadriky dvé jeji piimky
redlné, (sdruZené imagindrni), je tomu tak ve viech bodech
plochy.

Piedpoklidejme, Ze plocha je piimkovd, takZe piimky
t,, t, jsou redlné. Jeden z obou reguli pak obdriime jako
misto primek, ve kterych — k ¢, nehledé — kvadriku f
protinaji roviny, prochézejici pfimkou ¢, a vytvafejici sva-
zek rovin o rovnici

A (l/a_11 x, + V— Aoy Zy) — 22,7, = 0. (24,7)
V roviné (24,7) lezicf a od ¢, rizné tvorici piimka lezi podle
(24,1) té% v rovind
Ay Vay 2, — Y —agay) + Aagz, = 0. (24,8)
Méni-li se pomér A, : A, bez omezen{, vytvofuje prisecna
piimka rovin (24,7) a (24,8) jeden z obou reguld plochy f,
k némuz ¢, nendleii.
Obdobné svazek rovin o ose #,

151 (Va_n z, — V_ Qe %y) — 204 = 0 (24,9)
spolu se svazkem

Ha (V“u 7 + V_ Q5 T) + g3 =0  (24,10)
vytvofuji druhy regulus plochy f.
Vétu odst. 23 o incidenci pfimek dvou komplementédrnich
reguli miZeme nyni doplniti vétou:
Dvé pfimky jednoho regulu jsou mimobézky.
Abychom ji dokézali, predpoklddejme, Ze obé primky
néleZeji na pf. prvému z obou regull; jedna necht korespon-
duje poméru 4, : 4,, drubd jinému poméru 1, : 1, takie
MAy— A £ 0. (24,11)
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Nyni staci ukizati, Ze 4 roviny, z nichz dvé maji rovnice
(24,7) a (24,8) a zbyvajici dvé tytéZ rovnice, v nichZ pouze 4,
bylo zaménéno za A, A, za 1',, nendlefeji témuz trsu. Jen
v opatném pripadé totiz obé uvaZované ptimky maji spo-
leény bod ve vrcholu trsu. Mame tedy, jak z algebry je
zndmo, dokdzati, Ze determinant z koeficienti rovnic viech
étyr rovin je rizny od nuly. Tak tomu v3ak podle (24,11)
skuteéné jest, nebot hodnota téhoZ determinantu jest

44 (A x, — 02,
éimZ je uvedens véta dokazana.

Z obou vét o incidenci
tvoticich pfimek nesingu-
larni kvadriky lze vyvo-
diti nékolik dulezitych du-
sledk.

Regulus je tremi svy-
minavzajem mimobéZznymi
piimkami p’, p”, p"” jedno-
znaéné uréen. Vechny je-
jich spole¢né piicky — jichz
je nekoneéné mnoZstvi —
vytvotujiregulus komple- Obr.15.Dvojpomsr&tvetice piimek
mentédrni k danému; na- ¢, ¢”, ¢, ¢"* regulu hyperboloidu.
opak, viechny pfimky da-
ného regulu protinaji vSechny pfimky regulu komplemen-
tarniho.

Ka?dym bodem P’ piimky p’ prochézi jedna z piimek ¢’
regulu komplementdrntho, uréujic s p’ teénou rovinu
7' = (p'¢’) plochy f v bodé P’. Méni-li P’ na p’ svou polohu,
vytvofuje ' svazek rovin o ose p'.

Piimky p”" a p” protind (obr. 15) rovina @’ v téchie
bodech jako tvoiici ptimka ¢'. Ctvetice rovin =', n”", ", n"”,
dotykajicich se plochy f v bodech P’ resp. P", P”, P"" na
pHimce p’, protind pfimky p” a p” v étveficich bodd ¢,
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Q,Q", Q" resp. R, R", R", R"", jejichz dvojpomeéry jsou
podle znimé véty (odst. 16) stejné. Aviak spojnice (@'R’),
(Q"R"), (Q"R"™), (@""R"") jsou tvofici pfimky ¢',q", 4", ¢""
komplementarniho regulu, takie plati véta:

Ctvetice primek jednoho regulu protini viechny
pfimky komplementdrniho regulu v bodovych,
¢tveficich stejného dvojpoméru 4. (Tento dvojpomér
jmenujeme dvojpomeér étvefice pfimek regulu.)

Piimky ¢, ¢", ¢", q"" prochézeji také ¢tvefici boda P’
P", P", P"" na p’, jejiz dvojpomér 6 je tudiz roven dvoj-
pomeéru étvefice rovin n', ", n”, 7"". Tedy:

Dvojpomér &tvetice rovin, dotykajicich se ne-
singuldrni kvadriky v bodech jedné tvoiici pfim-
ky, je Toven dvojpoméru ¢tvefice jejich bodu do-
tykovych.

Piipojme jesté struénou tivahu o zménd diskriminantu 4 pfi
transformaci soufadnic (12,1). Necht po provedeni této trans-
formace, t. j. po dosazeni za =z;(: = 1,2, 3, 4) do rovnice
kvadriky (19,1) vznikne nové rovnice téZe kvadriky

f(a’, z') = Za’ikx’iz’k =0, (24,12)
k

kde i,k =1,2,3,4, 'y = a’,ki’ a jejiZ diskriminant je 4’ =
= | ¢’;, |. ProtoZe koeficienty a’y, nové rovnice kvadriky zfejm&
jsou homogenni mnohoéleny prvého stupnd v a; a druhého
stupné v ¢;;, je i A’ homogenni mnohoélen, a to stupng étvrtého
v ag & osmého v c;.

Z okolnosti, Ze rovnice A = 0 mé vyznam nezavisly na sou-
fadnicové soustavé (kvadrika je singuldrni), vyplyva, Ze sou-
asnd s A = 0 je i A" = 0 a obricens. Proto musi byti

A = MA,
kde M je od nuly razny faktor za pfedpokladu, Ze takovy je
i determinant C = |¢y, | rovnic transformace (12,1).

ProtoZe viak 4’ i A jsou homogenni mnohotleny &tvrtého
stupn& v koeficientech ay, muZe M obsahovati pouze koefi-

cienty ¢, transformace (12,1), tak¥e je homogennim mnoho-
¢lenem stupnd osmého v ¢y ’
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Ptihlédneme-li jestd k tomu, Ze znaménko diskriminantu A4
téZ ma vyznam nezdvisly na poloze soufadnicové soustavy
vzhledem ke kvadrice a Ze M se anuluje souéasn® s determinan-
temn transformace C (pfi C = 0 je totiZ f’(x’, ") rovnice kvadri-
ky singuldrni), miZeme usouditi, Ze plati vztah

A" =¢C2. 4, (24,13)

ktery lze stvrditi dvojndsobnym pouZitim véty o nasobeni
determinant*). Vyslovime jej v&tou:
Pfi linearni transformaci soufadnic diskriminant

rovnice kvadriky se nésobi étvercem determinantu
transformace.

Priklady k cvidenk.

91. Napiste rovnice sttedovych ploch rotaénich (18,7) v sou-
fadnicich rovinovyech i ptimkovych! [n (£ 4+ n?) + p{?2—1=0,
PP12* + 7 (Daa® + P12%) — P (Pa2® + P1a%) — 1Pyt = 0.]

92. Napléte rovnici kvadriky (24,1) v soufadnicich rovino-

vych'[ E’ + 253i= 0.]
Ay Gy Qg4

93. Jak zni rovnice kvadriky, kterd se dotykd vSech &tyt
stén soufadnicového &tyrsténu, v souiadnicich rovinovych?
[V (23,3) je 4y = Apy = Ayy = Ay = 0]

94. Dana pfimka p kvadriky f svymi soufadnicemi vzhledem
k soufadnicovému &tyrstdnu, ktery je polérni pro kv'adri-
ku f. Naplste rovnici kvadrlky' [P3aPasP2s®:? + PaaPraP1a%e® +
+ pupupmx, + P13P13Pes® = 0; k odvozeni pouZijte soustavy
rovnice (23,7).]

95. Jak zni rovnice pfimkové nesing. kvadriky, jsou-li dvé
jeji ptimky jednoho regulu protdjSimi hranami soufadnicového
Styrstdnu a jiné dv& pfimky komplementarniho regulu téZ pro-
t&)8imi hranami téhoZ &tyrsténu? [ag 2z, + ap,57, = 0, kde
i, k, I, m je jakékoliv permutace prvku 1, 2, 3, 4.]

96. Piimky protinajici st&ény étyrsténu v bodovych é&tveri-
cich daného dvojpoméru d, tvofit. zv. tetraedralni komplex
druhého stupn&. Napiste jeho rovnici pfedpokladajice, Ze zmi-
nény &tyrstén je soufadnicovy. [Podle (17,8) hledand rovnice je
P1aPes — EP1yP2y = 0.]

*) Viz na pt. J. Vojtéch, Projektivni geometrie, str. 614
nebo Staude, Anal. Geometrie atd. str. 773.
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