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KVADRIKY V PRAVOUHLYCH KARTEZSKYCH
SOURADNICICH. CAST VSEOBECNA.

28. Plocha kulovaA. V dalSim budeme stdle predpokla-
dati, Ze soufadnicovy trojhran je pravoihly kartézsky. Defi-
nujme znovu plochu kulovou, kterou jsme se jiz v odst. 18
zabyvali:

Plocha kulovd je mnoZstvi bodu, jejichz vzdéle-
nosti od bodu S (t. zv. stfedu plochy) jsou stejné.

BudiZ a tato vzdélenost, jiz nazyvime polomér kulové
plochy.

Je-li tedy (; y; 2) bod kulové plochy, vyjadfuje rovnice
Kz, 9,2) = (€ — 2ol + (¥ — %)’ + (2 —2)* —a® = 0, (28,1)
Ze jeho vzdilenost od stiedu S, (%y; y,; 2,) plochy jest a;
je tedy (28,1) rovnice kulové plochy.

Je to rovnice druhého stupné, proto kulovd plocha je
kvadrika. Z jejich koeficientd utvofené determinanty A
a A,, maji hodnoty

A=—a, Ad,=1, (28,2)
z nichZ je patrno, Ze pti @ # 0 kulové plocha je nesinguldrni
stredova kvadrika nepfimkova o stfedu S. Je-li @ = 0,
(28,1) kulova plocha je singuldrni, a to imagindrni kuzel
(viz odst. 27, druh 8) o vrcholu ve stiedu S, t. zv. kuzel
isotropicky.

Je-li sttedem kulové plochy poéatek (S = 0), rovnice
kvadriky se redukuje na’

ﬂxr Y, %) = x? +.7/2 +22_a2: 0,
kterda ma tvar (25,6) s jedinym koeficientem a,, zdpornym,
je-li @ 0.
Nesingularni kulovd plocha je tedy ve smyslu afinniho
roztiidéni (odst. 27, druh 3) elipsoid. Jej{ nevlastni kuZelo-

40



setka je proto imaginirni; po zavedeni homogennich sou-
fadnic jeji rovnice vychdzeji
2,=0, o+ 22+ 22=0. (28,4)

Tyto rovnice zfejmé neobsahuj{ ani polomér kulové plochy
ani souradnice jejiho stfedu, takZze ka?dd kulovd plocha,
isotropické kuZele nevyjimaje, ji prochdzi. Nazyvidme ji
proto absolutni kruznice kulova. .

Asymptoticky kuZel kulové plochy (28,1) podle (25,8)
nebo (27,1) je isotropicky kuZel o vrcholu ve stfedu S.
Libovolns rovina diametralnf{ protina kulovou plochu v kruz-
nici o stfedu S a asymptoticky kuZel v asymptotdch oné
kruZnice, t. j. ve dvojici sdruzenych pfimek isotropickych,
které prochdzeji stfedem §.

Provedeme-li v (28,1) naznad¢ené umocnéni, obdrZime rov-
nici
z,y,2) =22 + ¥ +22 — 2292 — 29y — 22z + 72 + (28,5)

+9? +2*—a*=0, ’

jiz piSme strucnéji
f@,y,2) =2 +y* +22 + Lx + My + Nz + P=0. (28,6)

Vzhledem k obecné rovnici kvadriky maji tedy koeficienty
rovnice kulové plochy v pravoihlé kartézské soustavé sou-
Fadnic tyto zvlastni vlastnosti:

1. Koeficienty u zy, 2z, yz jsou nuly.

2. Koeficienty u 22, 2, 22 jsou od nuly rizné a rovnaji se
navzdjem (aby se rovnaly pravé jedné, jak je tomu v (28,6),
Ize dociliti ndsobenim rovnice vhodnym faktorem).

Tyto podminky vyjadfuje soustava péti rovnic mezi
koeficienty a;; rovnice kvadriky

Gy = O3 = Qgg = 0, @y = @y = g3 + 0. (28,7)

Je tedy kulov4 plocha uréena étyfmi nezévislymi podmin-
kami, na pf. étyfmi vlastnimi body neleZicimi v jedné ro-
viné (¢tyrsténu lze opsati jedinou kulovou plochu).
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Je-li plocha kulova (isotr. kuZel) ddna rovnic{ tvaru (28,6),
vznikd otdzka, jaké soufadnice mé jeji stfed a jaky jest
jeji polomér. Snadnym porovnanim koeficient rovnic (28,5)
& (28,6) vychdzi pro hledané veliciny

Tg=—4L, yo=—4M, z=—}N,
0 = 22 + yg? + 2.2 — P. (28,8)
Na pf. z rovnice kulové plochy
Keyy,z) =2+ y* + 22+ 40 —2y—32—5=0
vychézeji soufadnice stfedu
Xo=—2, Yo=1 2= 3
a dvojmoc poloméru
a?=4+1+32+8=4%,t j a=1
Stfedovy tvar (28,1) rovnice této kulové plochy proto zni
Hz,yo2) =(x + 2+ (y— 1P + (z—3P — 4 = 0.

Pii a* << 0 kulovd plocha je imagindrni (viz odst. 27,
druh 4). Jeji stfed a polarita vzhledem k nf jsou v3ak rediné.

Polarité vzhledem ke kulové plose zvlastni vyznam dava
véta:

Dveé primky, dvé roviny nebo piimka a rovina
jsou navzijem kolmé jen tehdy, kdyZ jejich sméry
jsousdruzené vzhledem ke kterékoliv kulové plode.

Jinak fedeno, takové utvary jsou kolmé jen tehdy, kdyz
jejich nevlastni prvky jsou polarné sdruZené vzhledem
k absolutni kulové kruZnici.

Vétu dokédZeme nejdiive pro dvé pifmky o trojicich smé.
rovych parametra (I;; m,; n,) resp. (Iy; my; n,). Nutnd a po-
statujici podminka jejich kolmosti, jak vime, je (7,3). Aviak
také podminka, vyjadfujici, Ze nevlastni body obou primek
(Z;; my; m; 0) resp. (Iy; my; ng; 0) jsou polirné sdruzené vzhle-
dem k absolutni kulové kruZnici (28,4) je zfejmé téZ (7,3),
coz bylo dokizati.

Odtud plyne, Ze nevlastn{ pfimka roviny kolmé k danému
smeéru je poldra nevlastniho bodu v tomto sméru leZiciho
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vzhledem k absolutni kulové kruZnici a obricené, osnova
kolmic k dané roviné m4 spoleény nevlastni bod (nékdy téz
zv. orthocentrum roviny), ktery je pélem nevlastni piimky
dané roviny vzhledem k téze absolutni kruznici. Stejné je
nyni ziejma sprdvnost uvedené véty pro dvojici rovin.

" PFiklady k cvideni.

104. Jak zni rovnice kulové plochy, ktera prochazi body
a) (0; 0; 0), (0; 0; 2), (0; 3; 0), (— 1; 0; 0;). b) (0; 0; 0), (1; 0; 0),
(0;1; 0), (0;0; 1)? [a) 2 + 9* 4+ 22 + . — By — 2z = 0.
b)z*+y*4+22—r—y—2=0.

105. Urdete soufadnice stiedt a poloméry obou kulo-
vych ploch piikladu 104 a napiSte stfedové tvary jejich!
() S(—4: 5 1), a = 414 b) S 43 4), @ = 413

106. Urdete rovnice teénych rovin obou ploch piikladu 104,
které se jich dotykaji v podatku! [a) = — 3y — 2z = 0.
b) x4+ y+2=0]

107. Kdy kulova plocha o rovnici (28,6) je realna, kdy singu-
lérni, kdy imagindrn{ a nesingularni? [KdyZ L? 4+ M?  N? —
— 4P = 0]

108. Je-li P, (x;; y,; 2,) libovolny bod, f(x, ¥, z) = 0 rovnice
H(zy, 1, 21)
a1

kulové plochy f, -je t. zv. mocnost bodu P,

vzhledem k plose f.

UkaZte, %o jeji vyznam je tyZ jako vyznam mocnosti bodu ke
kruZnici!

109. Urdete geometrické misto bodi stejné mocnosti ke
dvéma kulovym plocham. V dem toto geometrické misto pro-
tind ob& plochy? [Rovina, zvanéd poten¢ni, kolmé na stfednou;
ob& plochy protinéd v jejich pruseéné kruZniei.]

110. DokaZte, Ze roviny potenéni t¥i kulovych ploch ndleZeji
Jjednomu svazku. Jaké je poloha jeho osy? [Kolmé na rovinu
tii stiedu.]

111. DokaZte, %e roviny potenéni &étyi kulovych ploch na-
le%eji jednomu trsu, jehoZ vrchol (t. zv. potenéni stfed) urdete!

112, Napiste rovnici geometrického mista sti‘edt’t kulovyech
ploch, které se dotykaji a) kulové plochy z* + y* + (z + €)? —
— 4a® = 0 a prochézeji bodem (0; 0; ¢); b) roviny z—}p = 0
a prochazep bodem (0; 0; 3p)! [a) Stredové rotadni kvadrika

2
m +a_.— 1 = 0. b) Rot. paraboloid (18,9).]

a? —e?
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29. Charakteristicka rovnice kvadriky. Hlavni sméry
a roviny. Bud (18,1) homogenni a (18,2) nehomogenni
rovnice kvadriky f v pravouhlych kartézskych soufadnicich.
Nevlastni kuZelosedka f* kvadriky f m4 rovnice (19,5) a je
totoZna s absolutni kulovou kruZnici (28,4) jen tehdy, kdy%
f je kulové plocha. Neni-li tomu tak, obé kuZeloseCky v ro-
viné nevlastn{ jsou rizné a uréuji t. zv. charakteristicky
svazek kuZelosetek (viz odst. 2) o rovnicich

X, = 0, }I(x, xz) = f*(.’l?, z) — 9(x12 + xzz + xaz) =0,
neboli

xy =0, h(z, 2) =(a;,—@) 2,*+(a—0) 2,° +(a5—0) % +
+ 2a,,%, %, + 20,357,235 + 20597575 = 0. (29,1)

Jsou-li ABCD body base charakteristického svazku —
oviem imaginarni, nebot na absolutni kruZnici nenf redlnych
bodi — pak singulirnim kuZeloseckdm, vzniklym spojo-
vénim dvojic téchto bodu, nélezejici hodnoty g jsou kofeny
rovnice (srovnej s 2,18)

G —0Q Oy ay
D(p) = @y Gyp— 0 Qg =0, (29,2)
a3 Q3 Qg3 — @

¢ili rovnice
— D)= —Ip* +Jg— Ay =0, (29,3)
kde
I=ay +ay + ag,
J = 0055 — a15° + gyt — Bpp® + 54053 — 0,57
a A, je znimy minor diskriminantu 4.
Rovnice (29,3) se nazyvd charakteristickou rovnieci
kvadriky f. Jeji duleZitost je patrna z véty:

Kofeny charakteristické rovnice nezdvisi na
poloze pravouhlé kartézské soustavy soutradnic
vzhledem ke kvadrice f.
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Jinak Tefeno, na kofeny charakteristické rovnice nemé
vlivu ortogonélni transformace (12,4) s koeficienty (12,8)
asd= 41

Abychom to dekédzali, uvaime, %e D(g) je mino' A,
diskriminantu rovnice kvadriky

(@1, — @) 2 + (a3 —0) ¥* + (a33— @) 2* + 2a,52y +
+ 24,922 + 2a55yz + 20,47 + 209,y 1+ 205,72 + a4 = 0.

Zméni-li se vlivem uvaZované transformace koecifienty
a; v @'y, zni charakteristickd rovnice v novych soufadnicich

(29,4)

’ ’ 7
, ‘1,11 — 0 a"12 a,ls
D'(p) = a"21 ‘1,22 —0 a’zs =0,
a9 a 39 @33 —0

&ili
—Dpy=p®—I'g* +Jp—A'yy=0.
Je viak D'(g) minor 4’,, diskriminantu 4’ rovnice vzni-

kajici z (29,4) uvaZovanou ortogondlni transformaci (viz
12, 13!), takZe podle (25,9) jest
D'(g) = D(p), (29,5)
a to pii kazdé hodnoté p. Proto musi byt
I'=1, J =J, A,=A4,
Posledni z téchto rovnic jsme poznali jiz difve za obecnéj-
8ich predpokladi, stejné jako rovmici 4’ = 4.

Vyrazy 1,J, 4,, 4, na jejichi hodnotu nemd vliv orto-
gondlni transformace soufadnic, nazyvaji se ortogondlni
invarianty kvadriky f. Jimi jest kvadrika jednozna¢né
uréena aZ na svou polohu vzhledem k soufadnicové soustave.
Kazdy dalsi ortogondlni invariant kvadriky f jest jejich
funkef; plat{ to i o kofenech g,, g,, o3 charakteristické rov-
nice (29,3). UkaZme nyni daldi vlastnost téchto koteni, jiZ
vyjadfuje véta:

Kofeny charakteristické rovnice jsou realné.
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Abychom ji dokdzali, uvaZme, Ze” D(p) == 0 je nutni
a postacujici podminka pro to, aby soustava linedrnich
rovnic

f*1(@) = 0@y, [*o(x) = 0%y, [*3(@) = 0%, (29,6)
kde f* (z) atd. jsou z kvadratické formy f*(x, z) (viz 19,5)
utvorené trojcleny
1*2(®) = ay,%) + a2, + gy,
[*o(%) = ag @) + GTy + AagTs,
*3(2) = a3, %) + agyTy + gy7s,
méla FeSeni (x,; x,; %,) Thzné od (0; 0; 0).

Provedeme dikaz nepifmy. Predpoklddejme, Ze v sou-
stavé (29,6) p je komplexni kofen rovnice D(g) = 0. Pak
oviem nutno predpoklddati, Ze i FeSeni (z,; x,; 3) této sou-
stavy je trojice ¢isel komplexnich. PoloZme proto

=Y Tz, Ty=Y, 12, x3=1y;tiz,
¢ili symbolicky
=y +1z
Necht dédle 2, = y, — iz, atd. je ‘trojice komplexnich ¢isel
sdruzenych s x,, ,, x5, t. j. symbolicky
= y—iz
Podle identity (20,3), pFizpisobené pro formu f*(x, z), je
F¥(@, 2) = 21 [*1(2) + 25 [*o(@) + 25 [*5().  (29,7)
Z této identity spojenim se soustavou rovnic (29,6) vy-
chézi rovnice

[*(@, ) = e(Ty2; + Tz + Tyy). (29,8)
Levs strana této rovnice je reilnd, nebot '
¥z, 2) = Xy +1iz, y —i2) = [*(y, ¥) + [*(z, 2).
Avsak i koeficient pfi ¢ v rovnici (29,8) je ¢islo redlné
a kladné, nebot ziejmé jest
Ty + T2y + Tary = Y T2 + Y + 20 + ¥ + 2k
takfe ¢ nemuze byti komplexni é&fslo, proti predpokladu.
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Dikaz véty je tim proveden. Soudasné je ziejmé, Ze i fe-
Seni (z,; z,; =3) soustavy (29,6) je trojice redlnych éisel.

Oznaé¢me h; singulirni kuZelosetku charakteristického
svazku (29,1), jejiz rovnice obdriime dosazenim kofene
g: (¢ =1, 2, 3) rovnice (29,2) do (29,1). ProtoZe viechna g;
jsou redlnd, jsou redlné i rovnice téchto singularnich kuZelo-
setek. Z toho plyne, Ze kaZd4 ze singuldrnich kuZeloseéek 7;
m4 alespon jeden redlny singuldrni bod S;, t. j. tato kuZelo-
sedka je sloZena ze dvou nevlastnich ptimek redlnych a riz-
nych nebo sdruzené imagindrnich nebo redlnych a ztotoZnu-
jicich se.

Tvrdime, Ze trojice smérovych parametra (I;; m;; n;) bodu
S; je totoZna s Fefenim soustavy rovnic (29,6), kde o = g;
je kofen rovnice charakteristické, t. j. plati rovnice

auli + oMy + AygNi = Qili,
Aoyl + agym; + agyn; = ogmy, (29,9)
agli + agym; + aggn; = giny.

Skuteéné, bod S; je dotykovy bod nevlastni roviny
(0; 0; 0; 1) 8 nestfedovou kvadrikou, v jejiZ rovnici (29,4)
je ¢ = p;- Podle (21,3) vyhovuji soufadnice bodu S; préve
soustave (29,9), coZ bylo dokdzati.

Sméry charakterisované singularnimi nevlastnimi body S;
qmgularmch kuZelosedek charakteristického svazku nazy-
vime hlavni sméry kvadriky f.

Plati véta:

Jsou-li g;, p, dva rdzné kofeny charakteristické
rovnice, pak body §,, S, jsou poldrné sdruzené jak
vzhledem k absolutni kulové kruZnici, tak vzhle-
dem ke kvadrice f.

Jinak tedeno, dva hlavni sméry, korespondujici dvéma
riznym kofenim charakteristické rovnice, jsou kolmé a vzhle-
dem ke kvadrice f sdruzené.

Ze oba hlavn{ sméry jsou kolmé, dokéZeme z obou sou-
stav rovnic (29,9), s s = 1 resp. + = 2. Ndsobme prvoun
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rovnici prvé soustavy faktorem /,, druhou faktorem m,,
treti faktorem n,, nadeZ ndsobme prvou rovnici druhé sou-
stavy faktorem [, druhou m,, tfeti n,, nacei viech Sest
rovnic sectéme!
Vychézi
(01— 02) (hls + mymy + mymy) = O;

za ucinéného predpokladu g, ¥ g, -je roven nule pouze
druhy z obou é¢initeld, t. j. plati rovnice (7,3), vyjadiujici
kolmost obou hlavnich sméri, éimZ prvi Cast véty je do-
kézéna.

Druhou ¢dst dokdZeme z rovnice polérni roviny bodu
8, (I;; my; ny; 0), kterd podle (20,3) zni

(@nly +a1amy + aggng) 2 + (@yly + agemy + ay9ny) 25 +
+ (@gly + agemy + aggny) Ty + (@gyly + a49my +ageny) 2, =0,
t. j. podle (29,9)

01l @, 1Ty +1,28) +-(agyly +a45my +agn,)r, =0, (29,10)

jiz viak — podle jiZz dokdzané prvé ¢ésti véty — souradnice
smgulémiho nevlastniho bodu 8, (I; m,; ny; 0) vyhovuji,

7 vz

¢im% je i drubd ddst véty dokazana

Z ni plyne (srovnej s piikl. 11, kapit. I.):

Jsou-li v8echny tfi kofeny charakteristické rov-
nice ruzné, jsou singulirni body 8,8,8, vrcholy
spoleéného polarniho trojihelnika nevlastni kuze-
loseéky f* plochy f a absolutni kulové kruinice.

Polérni rovina (29,10) bodu S, se nazyva hlavni rovina
kvadriky f, sdruzend se smérem (I;; m,;n,), je-li to
rovina vlastni. Stoji na sdruZeny smér kolmo a kvadrika
je podle ni kolmo soumérni.

Dosud jsme piedpoklidali, Ze kofeny charakteristické rov-
nice jsou ruzné. Nyni naopak predpoklédejme, Ze g, = g,,
o3 + 0,, takie g; je dvojndsobny, g, jednoduchy kofen.
Pak charakteristickd rovnice mé tvar

— D(g) = (0 —01)* (0 — @) = 0. (29,11)
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ProtoZe kofeny této rovnice nezdvise ji na poloze soufad-
nicového trojhranu vzhledem ke kvadrice, miZeme pfed-

poklédati, Ze osa Z mé smér totoZny s hlavnim smérem
korespondujicim jednoduchému koieni g3, Pro ¢ =3 ze
soustavy (29,9) nutné tedy plyne ly=my;=20, ny =0,
tak?e musi byti
@13 = g3 = 0, a5 = gy

S ohledem na tyto hodnoty koeficientt je

0y —@Q Oy 0

Dig)=| ap @ap—e 0 |,
0

0 o—¢
t. j.

— D(g) = (0 — @3) [0 — (ay; + ans) @ + a5 — a15%)].
Je-li g, = g,, je vyTaz
0* — (@ + @3) @ + 81485 — a,° (29,12)
uplny étveree, proto diskriminant
(@11 + Gg)® — 4 (83185 — a15%) = (ay; — ape)® + 4a55°

je roven nule. To je v8ak moZno — protoZe koeficienty a;;
jsou redlns éisla — jen tak, Ze

Gy — 8y =10, a,,=0. (29,13)
Pak vyraz (29,12) skutec¢né je vplny étverec
(e —ay)?
takze
Q1= Q0 = Gy (29,14)

S ohledem na (29,13) a (29,14) soustava rovnic (29,9)
pro i = 1 se redukuje na soustavu g,l, = p,l,, oy, = oym,,
037y, = P17y, jejiz prvni dvé rovnice jsou identity a z tiet{
vychdzi n;, = 0. Lze tedy vysloviti vétu:

Ma-li charakteristickd rovnice jeden kofen dvoj-
nisobny a jeden jednoduchy, ndleZi dvojnédsobné-
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mu kofeni mnoZstv{ hlavnich sméru; jsou to véech-
ny sméry kolmé na hlavni smér naleZejici kofeni
jednoduchému.

Vlivem rovnic (29,13) a (29,14) rovnice kvadriky f se
redukuje na rovnici
[(@, 9, 2) = o)(2* + 97) + 052® + 28147 + 285y + 2052 +
+a,=0. (29,15)
Je-li 9,04 & 0, transformuje se tato rovnice translaci

=z M gy tm_y m
& & 03
vV rovnici
01(®"? + ¥'?) + gg2'? +a'yy = 0. (29,16)

Srovndnim s (18,7) snadno zjistime, %e pfi a’,; 5 0 je to
rovnice rotaéni stredové kvadriky, pfi a’y, = 0 rotac-

niho kuZele; v obou piipadech rotaéni osa plochy je 2

Je-li g, = g3 == 0, plocha (29,16) je nesinguldrni ku.
lové (pii a'y & 0), nebo isotropicky kuzel (pfi o'y = 0).
Pak oviem — a jen tenkrdte — charakteristickd rovnice m4,
trojndsobny od nuly rizny kofen.

Jelli g, £0, g3=0, ag & 0 transformuje se rovnice
(29,15) translaci

T ¢ Qg ' Oyq 0s® + g
r=a —-=, y=y —-2, =2 — —
& =19 & 2ay, 20,094

Vv rovnici

0:1(%'% + y'%) 4 2a52' = 0,
ze které srovnanim s (18,9) snadno pozndvame, ze kvadrika f
je rotaéni paraboloid o rotaéni ose g
Je-li g, £ 0, g3= 0, az, = 0, pak translaci

a a
r=1 —2 y=y -2 =

?
41 0
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rovnice (29,15) se transformuje v rovnici
o(x? +y?) +a'y =0,

coZ je rovnice rotaéniho valce o ose z (pfi a’y, = 0), nebo
dvojice sdrufenych imaginarnich rovin (t. zv. rovin
isotropickych), jejichZz imagindrni nevlastni primky jsou
teény absolutni kulové kruznice (pii a’,, = 0).

Koneéné pti o, = 0, g3 == 0 vychdzi po zavedeni homogen-
nich soufadnic do (29,15), Ze nevlastni kuZelosetka f* plochy
[ je dvakrat po¢itand nevlastni pfimka z, = z, = 0; plocha
je parabolicky vélec, je-li alesponi jeden z koeficientd
@44, g 0d nuly razny. Pii e,y = a,, = 0 plocha je sloZena
ze dvou rovnobéZnych rovin riznych nebo splyvajicich.

Pii g,'= p3 = 0 kvadrika je sloZena ze dvou rovin,
z nichz alesponn jedna je nevlastni.

Vyznam dvojndsobného kofene charakteristické rovnice
miZeme nyni, doplhujice posledni vétu, vyjddiiti v celku
takto:

Je-li g, = p, dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice kvadriky f, nikoliv sloZené z rovin, je f plo-
cha rota¢ni, a to stfedova, nebo kuzel pfi g, + 0,
o3 £ 0 (pfi g, = g3 =0 plocha kulovd, nebo isotrop.
kuzel), rotaéni paraboloid, nebo rotaéni vdlec pfi
o, =0, o= 0, parabolicky védlec pri g, =0, g5 +0.

Smér rotaéni osy plochy je vidy totoZny s onim
hlavnim smérem, ktery koresponduje jednoduché-
mu kofeni charakteristické rovnice.

Ukondivée rozbor priipadu s dvojndsobnym kofenem,
uvaZme obecné vyznam nulového kofene charakteristické
rovnice. Nutnéd a postadéujic{ podminka toho, aby
jeden z kofenu charakteristické rovnice (29,3) byl
nula, zfejmé je 4,4, =0, t. j. kvadrika je nestfedova
(paraboloid, vilec).

30. Prva redukce rovnice kvadriky na tvar seminor-
malni. O reidlnosti eyklieckyeh rovin. Z rozboru od-
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stavce 29 vyplyvd — at f je jakdkoliv kvadrika —
%e vidy existuje alespon jedna trojice navzijem
kolmych hlavnich sméra plochy f.

Jen jedna takova trojice existuje u kvadriky, jejiz cha-
rakteristickd rovnice mé pouze jednoduché kofeny. V pii-
padé jednoho kofene dvojnisobného je pouze onen hlavni
smer, ktery koresponduje kofeni jednoduchému, jednoznaéné
uréen. Za dalsi dva hlavni sméry trojice je moZno voliti
kterékoliv dva sméry, kolmé k prvému a navzijem. Konec¢né
v piipadé od nuly rizného kotene trojniasobného kvadrika
je kulovd plocha (isotropicky kuZel); tu patrné kterékoliv
tfi navzijem kolmé sméry lze poklddati za trojici sméri
hlavnich.

Proto muZeme predpoklddati, aniz bychom tim nékterou
kvadriku vyluéovali, Ze rovnice kvadriky f byla ortogonéln{
substituci (12,4) 8 0 = + l a s d;, = dy, = d,, = 0 transfor-

movéana tak, Ze sméry novych soufadnicovych os ', ¥/, 2’
se ztotoznuji s hlavnimi sméry kvadriky (pootoceni sou-
fadnicové soustavy okolo poéatku).

V odst. 29 jsme zjistili, Ze jen tehdy smér osy z se ztotoZ-
nuje s hlavnim smérem korespondujicim kofeni gz, kdyZ
@y = Qgq = 0, dgy = p5. Odtud lze usouditi, Ze v nové sou-

— - —
Fadnicové soustavé z', ¥, z', jejiz osy maji sméry totoZné
s hlavnimi sméry kvadriky, korespondujicimi kofenim p,,

resp. 0, TesSP. oy, Tovnice charakteristické, redukuje se rov-
nice kvadriky na rovnici

(&, y,2') = 0,22 + 029" + 042"t + 20", 2" + 2a'py" +
+2a'g2 +a'yy =0, (30,1)
kde a'yy = a4y

Budeme ji nazyvati seminormalnim tvarem rovnice
kvadriky f. '
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Z ni vychézi hodnoty ortogondlnich invarianti

I=1=¢, +0;: + 05
J' =J" = 003 + 0103 + 0102 Aaa = A"ss = 0,020
o0 0 0 ay (30,2)
A=4'=|0 9, 0 a'y|=a 44919293_a 14 9293
0 0 gy a'y| —0a'3%0,05—0"3%0:00

! ’ ’ !
BT EYE YR T

K tomu pripomenme, Ze jsme jiz odivodnili, pro¢ se budeme
zabyvati pouze kvadrikami nikoliv sloZenymi z rovin, t. j.
takovymi, jejichi rovnice md diskriminant A hodnosti
alespon 3.

Danou rovnici kvadriky f lze transformovati (redukovati)
na seminormélni tvar (30,1) pouhym pootodenim soustavy
soufadnic okolo-jejiho- poddtku, nebot tim lze dociliti, aby
smeéry novych os byly totoZny s hlavnimi sméry kvadriky f.

Pak rovnice (29,1) jejiho charakteristického svazku kuZe-
loseéek v roviné nevlastni se zjednodusuji na

2'y=0, (01—0) 7'\* +(0:—0) ¥+ (es-—0) @'y*= 0, (30,3)
nebot’ rovnice nevlastni kuZeloseCky plochy (30,1) jsou

Hy=0, [H&,2) =2+’ +o¥st =0, (304)
kdezto rovnice absolutni kulové kruZnice v disledku rov-
nice (12,13) podriuji svij tvar

2,=0, a2+a2+232=0.

Oznacime-li p;, ¢; obé nevlastni pfimky, z nichZ je slozena
singuldrni kuZelosetka k; (¢ = 1, 2, 3) svazku (30,3), jest jejich
prusetik S; = (pigi), jak zndmo, vidy redlny nevlastni bod.

Rovnice téchto singuldrnich kuZeloseéek patrné jsou
¥y =0, hy(2', &) = (ea—01) #'5* +(e3—0) 2'* =0
resp.

z'y =0, hy(', "3') = (01— 02) Z'1* + (05—02) Z'3* =0 { (30,5)
resp

@'y =0, hy(z', 2') = (0,—03) ¥’,® + (02— 04) ¥'2* = 0.
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Kterdkoliv z Sesti nevlastnich pfimek p;, g; mé zrejmy
geometricky vyznam: je nevlastni pifmkou rovin, které
protinaji kvadriku f v kruZnicich, po piipadé v dvojicich
piimek isotropickych, oviem za predpokladu, Ze uvaZovand
nevlastni pfimka neni ani tvorfci pffmkou kvadriky f ani
teénou absolutni kulové kruZnice.

Takové roviny budeme nazyvati cyklické.

Bez ohledu na redlnost lze tedy Fici, Ze na kvadrice
existuje obecné 6 soustav kruznic, vytatych na ni Sesti
osnovami cyklickych rovin.

Podet téchto osnov se zmenéi jen tehdy, kdyZ obé piimky
Pi, ¢i, sklddajici singuldrni kuZeloseGku hk;, se ztotoznuji.
To viak podle (30,5) nastane jen tehdy, kdyZ dva z kofent
charakteristické rovnice jsou si rovny, na pf. kdyz g, = g,.
Pak se v8ak ztotoZnuje celd kuZelosecka b, s h,, t. j. piimky
D1 41 Po» 92 splyvaji v jediné piimece ¢ o rovmicich z'y =
= 2’y =0, t. j. v nevlastni piimce roviny (—:::’-g;’).

Plocha f je pak — jak jsme v odst. 29 zjistii — bud

rotaéni kvadrika o ose z', nebo parabolicky vélec.

V prvém z obou piipadi v seminormilnim tvaru (30,1)
rovnice plochy f je g, &0 a — po zavedeni homogennich
soufadnic — rovnice nevlastni kuZelosetky plochy f jsou

e=0, g(x®+ 2,2 + gg2's2 = 0. (30,6)
Z nich je patrno, Ze nevlastni kuZelosetka plochy f se do-
tyka absolutni kruznice ve dvou bodech piimky ¢.

Obricené, rotaéni kvadriky jsou ony, jejichz ne-
vlastni kuzelosetky se dotykaji absolutni krui-
nice kulové ve dvou sdruzené imagindrnich bodech.

Kazdy bod nevlastni pfimky ¢ charakterisuje jeden z hlav-
nich smért rotaéni kvadriky, néleZzejici dvojndsobnému ko-
feni charakteristické rovnice. Primka ¢ je vidy redlné a jeji
POl — soudasné tyZ vzhledem ke viem kuZelose¢kdm charak-
teristického svazku — uréuje hlavni smér (isolovany)
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naleZejici jednoduchému kofeni g;. Je to sou¢asné singu-
lérn{ bod S, kuZelosetky kg, kterd je slofena z obou sdrufensd
imagindrnfch teéen ps, g, absolutni kruZnice v jejich bodech
na ¢. Nevlastni piimky p,, g3 proto neurduji zédné osnovy
cyklickych rovin. Na rotaéni kvadrice existuje tudiZ jedind
soustava kruznic a to v redlnych rovinich kolmych na ro-
taénf osu.

V piipadé parabolického vilce (o, = 0, g4 = 0) nevlastni
rovina se dotykd vilce podél nevlastni a rediné jeho tvoifei
primky #, s niZ se p;, ¢,, Pa, g2 Opét ztotoZiuji. Aviak roviny
o nevlastni primce ¢ nejsou cyklickymi rovinami vélce,
nebot jej protinaji kromé v nevlastni pfimce ¢ v jiné jeho
piimce tvofici, vidy redlné. Singuldrni kuZelose¢ka hy je
i zde sloZena ze dvou sdruZené imagindrnich teden absol.
kruZnice v jejich bodech na ¢. Na parabolickém vilei ne-
existuji tudiZ kruznice a plocha nemé Zidnych cyklickych
rovin.

Pravym opakem tohoto piipadu je plocha kulova, resp.
kuZel isotropicky; pro tuto plochu kaZdé redlna rovina jest
cyklicka.

Pristupme nyni k otdzce redlnosti osnov cyklickych rovin
obecné kvadriky f.

Z (30,5) lze snadno vyéisti nutnou a postadujici podminku
pro to, aby nevlastni piimky p;, g;, sklddajici singuldrni
kuZelosetku k;, byly redlné. Jsou-li viechny tfi kofeny cha-
rakteristické rovnice navzdjem ruizné a tak uspofddiny, Ze

01 << 0y

jsou oba koeficienty u étverci soufadnic v rovnici (30,5)
kuZelose¢ky h, kladné, kdeZto v rovnici kuZelosecky hy
zdporné. Pouze v rovnici singulirni kuZelosecky 4, je prvy
koeficient zdporny, druhy kladny, proto pouze nevlastni
piimky p,, g, jsou redlné mezi Sesti piimkami p;, g;.

Nejsou-li ptimky p,, g, tvoricimi pfimkami kvadriky f,
kazdd rovina prochézejici jednou z nich je cyklickd rovina
plochy f. Lze tedy vysloviti vétu:

ot
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Kvadrika, kterd neni ani hyperbolickym para-
boloidem ani hyperbolickym valcem, jejiZ charak-
teristickd rovnice mé pouze jednoduché koteny,
mé dvé soustavy kruZnic, jejichZ roviny tvofi dvé.
osnovyrealnych cyklickych rovin plochy. VSechny
tyto cyklické roviny jsou rovnobéiny s hlavnim
smérem, ktery koresponduje kofeni stfedni veli-
kosti rovnice charakteristické.

Kolmou soumérnosti podle kterékoliv hlavni ro-
viny kvadriky vznikd z jeji kruZnice opét kruiz-
nice.

V pripadé hyperbolického vilce nebo hyperbolického pa-
raboloidu obé reilné nevlastni piimky p,, ¢, singuldrni
kuZelosetky h, jsou tvorici pfimky plochy. Rovina esnovy,
uréené na pf. nevlastni pfimkou p,, protind plochu — kromé
v p, v jiné reilné tvorici primce r. Dvojice piimek p,,r
tvoli singuldrni kuZelose¢ku, prochazejici kruhovymi body
a bylo by ji (jak néktef{ autofi éini) moZno poklidati za
singuldrni kruznici a jeji rovinu za cyklickou rovinu plochy.
Ponévadz my tak neuéinime, miZeme vysloviti vétu:

Kromé parabolického vdlce téZi hyperbolicky
valec a hyperbolicky paraboloid nemaji Z4dnych
redlnych rovin cyklickych a tudiz ani kruZniec.

Na v3ech ostatnich nesinguldrnich kvadrikach,
kuzelich a valcich existuji kruZnice (po pfipadé jen
imagindrni — na pf. na imagindrnim elipsoidu) v redlnych
cyklickych rovindch uspofddanych ve dvé osnovy,
které splyvaji jen tehdy, je-li kvadrika rotaéni.

Vyjimku tvofi kulova plocha a isotropicky ku-
zel, pro néi kaida readlna rovina je cyklickd.
V téchto vétich je obsaZeno:

Kazdy nerotacéni kuzel a kazdy nerotaéni vilec
elipticky lze poklddati za kruhovy dvéma riznymi
zpisoby; u rotaé¢nich kuzeld a vilcl je tento zpu-
sob jediny.
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UvazZme jeSté geometrické misto stfedi kruznic plochy f
jedné soustavy; jsou-li to kruZnice v cyklickych rovinich
osnovy, uréené jednou z obou realnych nevlastnich piimek
singuldrni kuzeloseéky h,, na pt. ptimkou p,, je toto geo-
metrické misto poldra sdruZend s p,, ¢ili primér
plochy f.

. Protind-li primér » kvadriku f v redlném a nesinguldrnim

bodé R, pak obé sdruZené isotropické piimky, prochézejict
bodem R a leZici v jeho teéné roviné, jsou tvorici piimky
plochy f. Bod R se pak nazyva kruhovym bodem kvad-
riky.

Takové body se zfejmé mohou vyskytovati pouze na ne-
singuldrnich redlnych kvadrikich nepfimkovych, t. j. na
elipsoidu, dvojdilném hyperboloidu a eliptickém para-
boloidu.

Na redlné kulové plose je kazdy jeji bod kruhovy. Ve
viech ostatnich ptipadech poéet kruhovych bodu je ko-
neény, obecné 4.

31. Druha redukce a normalni tvary rovnice kvad-
riky. Seminormalni tvar (30,1) rovnice kvadriky, ke kte-
rému jsme dospéli z rovnice (18,2) ortogonslni transformaci
(12,4), kterd vyjadfuje pootodeni pravouhlé kartézské sou-
fadnicové soustavy okolo pocitku, lze dile redukovati na
tvar s je§té méné ¢leny, a to translaci souradnicové soustavy,
ktersd je vSak pro kazdy druh kvadriky jinak definovina.

1. Je-li f kvadrika stfedovd a nesingularni (4 = 0,
A, + 0), transformujme seminormdlni tvar jeji rovnice
translaci, po které podtek nové soustavy soufadnic leii ve
sttedu S (xy, ¥y, 7o) kvadriky. V nové soustavé rovnice plo-
chy f zni

01 X% + 0,Y? + 032% +a"yy = 0, L)
nebot translace soufadnicové soustavy — jak snadno zjisti-
me — nemd vlivu na koeficienty kvadratickych ¢lent ne-

homogenni rovnice kvadriky a vymizeni élent linedrnich

57



je charakteristické pro pocdtek souradnicové soustavy legici
ve stfedu plochy.

e nové rovnice plochy mé tvar (31,1) lze odtivodniti té%
okolnosti, Ze souradnicovy étyrstén SS,S,5; je pro plochu f
poldrni.

ProtoZe diskriminant rovnice (31,1) mé hodnotu

A = 010050 44 (31,2)
kde%to jeho minor

A= Ay = 010505 (31,3)
neni za naSich predpokladi Z4dny z koeficientid rovnice
(31,1) roven nule.

Koeficient a”,, 1ze vypoéisti z pivodni rovnice f(z, ¥,z) =0
kvadriky f vypottem jednoho ze t¥ vyrazi

” A
04y = A_“_ = %y, Yo» 20) = [1(Tos Yo» Z0)s (31,4)

kde (g, ¥y 2p) jsou opét souradnice stfedu kvadriky v pi-
vodn{ soufadnicové soustave a kde fi(x, y, 2) = a;x + apy+
+ aigz + aiy.

Prvy z vyraza (31,4) pro a’,, plyne z (31,2) a (31,3).
K druhému dospéjeme z nehomogenni rovnice (25,8) asym-
ptotického kuzele, vyjadiime-li, Ze stfed S (zy; yy; 2) nNa Ném
lezi. Skuteéné, dosazenim soufadnic stfedu S do rovnice
(25,8) vychézi

Ay [(%o, Yor 20) — A =0,

odkud plyne f(xy, Yo, 2o) = f:, ¢imZz je tvrzeni dokézéno.

Treti z vyraza (31,4) pro a”,, plyne z okolnosti, Ze sou-
fadnice =x,, ¥y, 2y, jak zndmo, vyhovuji soustavé rovmic
fl(x! Y, Z) = I‘z(z: Y, z) = fs(z’ Y, z) =0 (srovnej 8 25’2')
Kromeé toho plati identita (19,4), t. j. v nehomogennich sou-
fadnicich jest

/(Z, ?/, Z) = w’fl(xv ?/, z) + y/z(x: !/: z) +z/$(x’ ?/, Z) +
+f¢(2:, Y, z);



odkud po dosazeni soufadnic stiedu S vychdzi

o Yo, 20) = 4(%o, Yo» 20)s
coz jsme méli dokizati.

Jsou-li v8echny tii kofeny g,, gy, 03 Tizné navzijem i od
nuly, kvadrika se nazyvd trojosé; osami kvadriky pfi tom
rozumime prisednice jejich navzdjem kolmych hlavnich
rovin, pfisluinych k isolovanym hlavnim sméram. Osy troj-

osé kvadriky (31,1) se patrné ztotoznuji s osami },_17,_’2.

«) Ve shodé s roztiidénim kvadrik v odst. 27 plocha
(31,1) je trojosy hyperboloid jednodilny, kdy% jeji
nevlastni kuZelosecka

Xi=0, 0X;® 4 0.X,* +0.X* =0,
je redlnd a kdyz diskriminant (31,2) je kladny. Tak tomu
je jen tehdy, kdyz dva z kofenu p,, g,, o3 maji znaménka
opatnd nei a”,, a jeden shodné.

Jsou-li ony dva kofeny se znaménky opaénymi ne? zna-
meni ¢lenu a”y, stejné, jednodilny hyperboloid je ro-
taéni a jeho rotadni osa m4 smér totozny s hlavnim smérem
korespondujfcim jednoduchému kofeni.

B) Uvazujeme-li obdobnym zpiisobem nalezneme, Ze nutné
a postacujici podminky pro to, aby (31,1) byla rovnici
trojosého hyperboloidu dvojdilného jsou: dva z ko-
fenu charakteristické rovnice maji znaménka shodnd s a”,,,
treti znaménko opacné.

Jsou-li prvé dva koteny stejné, dvojdilny hyperboloid
je rotaéni a smér jeho osy rotace je hlavni smér korespon-
dujici tfetimu, jednoduchému kofeni.

y) Jsou-li znaménka vSech kofend charakteristické rov-
nice opatnd neZz znaménko prostého ¢lenu a”,,, kvadrika
(31,1) je trojosy elipsoid. Jsou-li dva z kofeni stejné,
elipsoid je rotadni. Je-li absolutni hodnota jednoduchého
kofene mensi n z korene dvojnisobného, rotaéni elipsoid se
nazyvd prodlouZeny, v opa¢ném piipadé zplodtély. Jsou.li
viechny tii kofeny stejné a rizné od nuly, plocha je kulovi.
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6) Jsou-li znaménka viech kofeni charakteristické rov-
nice shodni se znaménkem é&lenu a”,,, kvadrika je imagi-
narni elipsoid; i ten je trojosy nebo rotaéni nebo imagindrni
plocha kulovd podle toho, m4-li charakteristickd rovnice
viechny kofeny ruzné, nebo dva &i tti stejné.

2. Je-li kvadrika paraboloidem (4 + 0, 4,, = 0), je zna-
mo — a plyne z (30,2) — Ze jeden z kofent charakteristické
rovnice je nula. Bud g3 = 0 tento kofen. Seminormélni
rovnici (30,1) lze jesté viée zredukovati translaci, po které
pocitek nové soufadnicové soustavy se ztotoZnuje s vrcho-
lem V paraboloidu, t. j. s onim bodem plochy, jehoZ teénd
rovina stoji kolmo na hlavni smér korespondujici kofeni
03 =0.

ProtoZe pocdtek nové soustavy je bodem kvadriky, bude
v jeji nové rovnici a”;y, = 0. Rovnice teéné roviny v poéatku
(srovnej s pifkl. 87)

a" WX +a"Y +a"yZ =0,

se v dusledku polohy bodu V redukuje na Z = 0, takze jest
a"p=10a"p =10, a’y +0,

a rovnice paraboloidu v nové soustavé zni
01 X2 + 0.1 + 2a"3,Z = 0, (31,5)

kde je moZzno pFedpoklidati o, = g,. Je to tvar shodny
s (24,2), coz dokazuje, Ze souradnicovy étyrstén ma vzhle-
dem k paraboloidu polohu popsanou v odst. 26, takze

osy )_(), ¥ soustavy soufadnic jsou sdruZzené teény para-
boloidu v jeho vreholu V (t. zv. hlavni teény).
Protoze z (31,5) plyne

A = — 0,040"’
lze koeficient a”,, vypocisti ze vzorce
4 A
V= |- = il/— = (31,6)
34 €102 J
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Nevlastni kuZelosetka paraboloidu je singuldrni a jeji
z (31,3) odvozené rovnice jsou

Xy=0, 0,X;* + 0, X,* = 0.

Je redlnd pfi g,0, < 0, imagindrni pfi g,0, > 0; v prvém
pripadé plocha je pfimkovd — paraboloid hyperbolicky
(4 > 0) — v druhém nepfimkovd — paraboloid eliptic-
ky (4 < 0). Je tedy podle (31,6) v obou piipadech koe-
ficient a”yy redlny. Aby rovnice (31,5) byla uréena jedno-
znaéné, volme znaménko v (31,6) tak, aby bylo g,a”,, < 0.

Je-li paraboloid rotaéni, je nutné elipticky, nebot z g, = g,
plyne A = — g,%a"3%, t. j. A < 0. Hyperbolicky paraboloid
rotatni{ neexistuje.

3. Je-li kvadrika kuZel (4 = 0, 4,, + 0), lze jeho semi-
normdlni rovnici (30,1) jedté vice redukovati translaci sou-
fadnicové soustavy; po niZ potitek nové soustavy lezi ve
vrcholu kuzele. Pak jeho rovnice — jak plyne z odst. 22 —
se redukuje na tvar

01 X2 + 0,Y2 40,22 =0, (3L,7)

kde p,0,04 + 0. Maji-li viechny tii kofeny g, g,, 03 stejni
znaménka, kuZel je imagindrni, jindy je redlny. Podle n4-
sobnosti kofenu charakteristické rovnice miZe opét byti
trojosy, rotacni nebo isotropicky.

Vrchol kuZele je v kazdém pfipadé redlny; u 1m&g1né,mich
kuzela je to jediny jejich redlny bod.

4. Vélec je charakterisovdn rovnicemi A =10, 4,, =
= 0, diskriminant 4 oviem musi byti hodnosti 3. Rovnice
charakteristickda md jeden kofen nulovy; budiz to kofen
3= 0. V rovnici (30,1) je a'yy = 0, jak vyplyva z (30,2)
a z A = 0. Seminorméln{ tvar rovnice vilce proto zni

(&, 9, 2) = 0,22+ 05y +20a' 42" + 205y -0’ 1,=0. (31,8)
Jeho tvorief primky jsou rovnobéiny s osou -2_7, a jeho fidici

——
kuZelosetka v roviné (x'y’) md téZ rovnici (31,8).
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Je to stfedova kuZelosecka, je-li g0, + 0, a vilec je
neparabolicky; je-li jeden z kofenu g,, g, nula, Fidfcf
kuZelosecka je parabola a vilec je parabolicky.

V prvém pripadé je mozno provésti takovou translaci
soufadnicové soustavy, Ze jeji novy potatek se ztotoinuje
se stfedem Fdici kufeloseéky a nové rovnice valce nabude
tvaru

0, X% + 0.Y% +a"y =0, (3L,9)
ktery jiz vice redukovati nelze, nebot g,0,a", 3+ 0, protofe
A je hodnosti 3. .

Prosty élen a”,, rovnice (31,9) lze vypoéisti z koeficienti
pivodnf rovnice kvadriky podle nékterého ze vztahi*)

Q" = Ay, — Ag _ Asgy

Qppllgy — gy’ Gy Ggy — @yg®  Gyylgy — @97
— All + A22 + Ass: (31,10)
€192

Alespon dva z téchto vyrazu pro a”y, jsou k jeho vypodtu
pouiitelny, t. j. nemaji v Citateli i jmenovateli nuly.

Z rovnice plochy je patrné, Ze pfi g,0, << 0 vilec je
hyperbolicky, pfi g,a",, < 0, 0,8"4 < O elipticky (je-li
kromé toho g, = g, je to redlny vilec rotacéni), koneéné
pii 0,@" > 0, 0,8"4, > 0 imagindrni (je-li jesté g, = g,
rotaé¢ni imagindarni).

Zbyva jesté pripad, kdy jeden z kofena p,, o, je té%
nula, na pt. g, = 0. Charakteristickd rovnice mé pak dvoj-
ndgsobny kofen g, = g = 0 a rovnici kvadriky lze redu-
kovati na tvar

0.Y? + 22", X =0, (31,11)

a to translaci soufadnicové soustavy, po niZ novy pocitek
lezi ve vrcholu Fidiei kuZeloseéky (31,8), kterd — vzhledem
k g, = 0 — je parabolou.

*) Viz no pi. Staude, Analytische Geometrie atd., str. 515
a 530. ’
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Koeficient a”;, rovnice (31,11) lze vypocisti z koeficientl
puvodn{ rovnice kvadriky podle vzorce*)

a'y, = :tl/ Ay +A22 +Ass (31,12)

dvojimu znaménku koresponduji dva shodné parabolické
valce, z nichZz jeden prechdzi v druhy pootodenim okolo

osy Y o piimy thel.

Rovnice (31,1), (31,5), (31,7), (31,9) a (31,11) stfedové
kvadriky, paraboloidu, kuZele, vilce neparabolického resp.
parabolického, nelze jiz vice redukovati, t. j. nahraditi rovni-
cf s men&im poétem ¢lent. Z nich obdriime normélni tvary
rovnic téchto druhi kvadrik ndsobenim vhodnym faktorem.

V dalsim je sestaven piehled té&chto normélnich tvard podle
druhu kvadriky. V rovnicich se vyskytujici koeficienty a, b,
¢, p,q jsou vesmés realné a kladné.

1. Sttedové nesingularni kvadriky.

a«) Trojosy hyperboloid jednodilny:

Xz y2 Z2
wtE—
Rotaéni hyperboloid jednodilny o rotaéni ose z:

2 2 2
u_i_]_o (31,14)
a? ct

— 1 =0, (a® + b?). (31,13)

B) Trojosy hyperboloid dvojdilny:

2 2 2
X X2 o prxe (31,15)

Rotaénif hyperboloid dvojdilny o rotaéni ose X:

X yr4 ze
N i 1=0. (31,16)
y) Trojosy elipsoid:
2 2 2
X, r.zZ ,_, (31,17)

@ T e T @
(Z&dné dvd z é&isel a? b% ¢ se nerovnaji.)

*) Viz pozn. na str. 62.
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Rotaéni elipsoid o rotadni ose Z:

2 2 2
X-—:;—Y + %—l =0, (31,18)
(a® & c?; pFi ¢ > a? prodlouZeny, pti ¢® < a® zploité&ly).
Kulova plocha:
X4 Y24 2Z2—q?=0. (31,19)
) Imaginédrni elipsoid:
X2 Y2 72 .
FtEptati=0 (31,20)
(piia? b2 ¢ navzdjem raznych trojosy, pti a® = b =+ ¢?
rotaéni o rotaéni ose Z, pii a® = b = ¢? imaginarn{
plocha kulovai).
2. Paraboloidy.
a) Hyperbolicky paraboloid:

X2 y?

———_2Z =0, (31,21)
p q
p) Elipticky paraboloid:
X? Y?
S 4 —2Z=0, (p+9. (31,22)
P q
Rotaéni paraboloid o rotadni ose Z:
2 2
.‘?‘_:_Y _9z—o. (31,23)

3. Kvadratické kuzele. (Cisla a® b? c¢? jsou urdena
plochou aZ na faktor imérnosti.)

a) Trojosy redlny kuZel kvadraticky:
X2 y? Z2
FrtmE—==0 (a? = b2). (31,24)

Rotalni redlny kuZel o rotaéni ose z:

2 2 2
X_+_Y_ _ 2z = 0. (31,25)

a? c?
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f) Imagindrni kuZel kvadraticky:
X2 y? Z2
@ b T e

(pti a?,b% ¢? vesmé&s ruznych trojosy, pFi a? = b? % ¢?

=0, (31,26)

rotadni o rotaéni ose Z, pfi a® = b% = c? isotropicky).
4. Kvadratické vélce.
«) Hyperbolicky viélec:
D G 4

w—m—1=0 (31,27)
B) Elipticky vilec:

Xz Y2

Tt Ep—1=0 (a+b). (31,28)

Rotaéni védlec s rotadni osou -2:
X2 4 Y2

= 1=0. (31,29)

) Imagindrni véalec kvadraticky:

D. N 4

+ 35 +1=0 (a® +b?) (31,30)

a*
(p¥i a® = b? rotadni o rotadni ose Z)
d) Parabolicky vélec:

Y2 —2pX = 0. (31,31)

32. NEkolik pfikladi na transformaci rovnice kvadriky
na normalnf tvar. Velmi béZny v matematickych aplikacich
jest ukol, z dané rowvnice plochy druhého stupné 1. rozpo-
znati, jakého je druhu; 2. napsati jeji rovmici ve tvaru
normilnim; 3. eventuelné napsati i rovnice ortogondinf
transformace, kterd transformuje danou rovnici kvadriky
v jeji tvar normdlni.

UkdZeme na nékolika typickych piikladech, jak tyto
ukoly fedfme.
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Piiklad 1. Déana rovnice kvadriky

f(z, y,2) = 1122 — 4y? 4 1122 4- 20y — 402z — 20yz + 168x 4
+ 84y — 114z + 315 = 0.

Jeoji charakteristickd rovnice

11—op 10 — 20
D(g) = 10 —4—p —10|=0,
— 20 — 10 11—p

¢éili

0% — 18p% — 5679 — 2916 = 0,
mé kofeny g, = g, = — 9, 9, = 36. ProtoZe Z4dny z nich neni
nula, kvadrika miZe byti jen bud nesinguldrni stfedovad nebo
kuZel, a to rotaéni, nebot dva kofeny se rovnaji. Jeji rovnici
1ze redukovati na tvar (viz (31,1) resp. (31,7))

—9(X2 4 Y% 4+ 36Z% - a"yy = 0,
kde a 4 zbyvé urditi (pfi @’y = 0 by plocha byla kuZelem,
pfi a”y, + O je nesingularni). ReSeni z,, y,, 2, soustavy rovnic

hi(z, y,2) =11z 4 10y — 20z 4~ 84 = 0,
fa(® v, 2) =10z — 4y — 10z + 42 = 0,

ls(2, y,2) = — 20z — 10y 4 11z — 57 = 0,
jsou soufadnice bud stiedu nebo smgulérnjho bodu kvadriky.
Vychédzi jediné feSeni zy = — ¢, =—4%, zp=1%. Nyni

konelnd urdime a”y, = fu(%s Yo» Zo) podle (31,4). Je fulz, v, z) =
= 84x + 42y — 57z + 315, takZe a”,, = 36 a kvadrika je ne-
singulérni. Z jejf redukované rovnice — 9 (X2 4+ Y2) + 3622 +
+ 36 = 0 obdr#ime kricenim &fslem — 36 tvar normalni
X2+ Y2
4
Je to podle (31,14) rovnice rota&niho hyperboloidu

—Z2—1=0.

jednodilného o rot. ose Z; at=0b2=4, ¢2=1.

Abychom jeSté urédili rovnice transformace, kterd danou
rovnici f(z, y, z) = 0 pfevadi na pravs nalezeny tvar normalni,
urleme smérové parametry rotaéni osy vzhledem k pavodnf
soustav® soufadnic. Nalezneme je z kterychkoliv dvou rovnic
soustavy (29,9) pro ¢ = 3, na pf. z rovnic

— 25l + 10my — 20n, = 0,
100, — 40mg — 10n, — 0,
odkud
ly :mg : na_“-5 _i :‘;H,
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t. j.lg:mg:ing=2:1:—2 Podle (4,6) uréime smérové ko-
siny rotaéni osy

cosog = %, cos iy = §, cosyy = — .

Jeji smér je hlavni smér isolovany, korespondujici jednodu-

chému kofeni g3, a nové soustava soufadnic mé osu Z tohoto

sméru. Sméry os X) a ? mtZeme voliti libovolnd, oviem tak,

-
aby byly kolmy navzéjem i k ose Z. Determinant & ze smérovych
kosimi os [viz (12,5), (12,7), (12,8)] musi miti hodnotu + 1.
Tomu vyhovuje volba, patrnd ze schematu (12,7), k n&muZ
je praktické pripojiti soutadnice z,, ¥, z,, takZe toto schema
pro nas pifklad jest

zlvlz

X |3 3|

v |3 3|4

Z§| 3|t

—i ¥

Podle n&ho snadno napiSeme hledané rovnice transformace

(124 T —3X +4¥ + 32— %,
y= §X+3i¥Y+4Z— 4
z=— X +3Y —3Z + 4.

Dosadime-li podle nich za x, y, z do dané rovnice kvadriky,
vychézi nalezeny normaélni tvar rovnice plochy, &mZ je po-
tvrzena spravnost jak jeho, tak rovnic transformaénich, t. j.
smérovych kosini osy i soufadnic stfedu.

Piriklad 2. Déna kvadrika rovniei
f(z, ¥, z) = 22% 4+ 2y% + 322 — 2xy +V§ . xz —V§. Yz —
—VzZ.2—V2.y+1=0.
Jeji charakteristickd rovnice
2—e —1 )2 |
12— —iJ2[=0,

D(p) =| —
2 —42 3—0
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t. j. *—T0%* + 149 —8 =0, mé kofeny g, =4, g, =2,
o3 = 1. ProtoZe Zédny z nich nenf nula, kvadrika muZe byti
jen bud nesingulérni stfedové nebo kuZel. Jeji rovnici lze redu-
kovati na tvar [viz (31,1) resp. (31,7)]

4X? 4+ 2Y2 + 22 4+ a"y =0,
kde a”,, zbyva uréiti. K tomu cfli — stejné jako v minulém

piikladé — Fesme nejdfive soustavu rovnic
’l(x, yv Z) = 2;7:_‘ y + '%VEZ-—%VE = 0,
fo@ v 2) = —a + 2y — 22— )2 = o,

fsl®, ¥, 2) = %Véz — %Vﬁy + 3z =0,

majici jediné ieSeni x, = 1V§ Yo = \}VZ 2,=0.2 fi(x,y,2) =

_ — }V2x — 11/zy + 1 vypotteme podle (31,4) a"y =
= fo(®» Yo» %) = O, tak¥e kvadrika je kuZel s rovnici o nor-
méalnim tvaru (srovnej s 31,26)

X2 4 3¥Y? 4 122 = 0.
Je to trojosy kuZel imaginarni.

K urdeni transformace, pfevaddjici danou rovnici kvadriky
na pravé nalezeny normalni tvar vychézeji z prvych dvou
rovnic soustavy (29,9) s ¢ = 1, t. j. z rovnic

— 2, —m, + §)2n, =0,

— Il —2m; — ;VEnl =0,

smérové parametry prvniho hlavniho sméru I, i, =
= V2 —YV2:2, a podle (4,6) jeho sm¥rové kosmy
cosx; =4, cosff, = —14, cosy, = %VE.

Stejnym zpusobem obdrzime pro dali dva hlavni sméry ze
soustav rovnic (29,9) s ¢ = 2 resp. ¢+ = 3 trojice smé&rovych
kosinl

cosoy =13, cosfly =—1%, cosy, = — %VE
a €oS ;xg = J,LV2, cos fl, = %V—i, cos yy = 0.
Kdyby determinant  ze sm&rovych kosintt mél hodnotu —1,
staéf — a je dovoleno — zmé&niti znaménka vSech kosini

jedné trojice, nageZ bude § = + 1. V nafem pfipads tato pod-
minka je splnéna.
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Nalezené smérové kosiny a soufadnice vreholu opdt sestavine
v schema

rE
X| 3 | —1|42
Y| g | -3yl
Z |24z o

Wz | 4hz2 | o |,

z ndho¥% snadno sestavime hledané rovnice transformace
31X +4Y + 422 + 413,

— X —4Y + 422 + 4l

= 1J2x —3)2vy,

o nich% se snadno pfesvddéime dosazenim za z, y, 2 do dané
rovnice kvadriky, Ze jsou spravné stejnd jako nalezeny tvar

normélni.
Ptiklad 3. Déna rovnice kvadriky f(z, ¥, 2) = 22y + 2y +
+2z=0.

Jeji charakteristickd rovnice

I

T
Yy
z

—0p 1 0
Do)=|1 —p 0 [=0
0 0 —op
md kofeny g, = 1, g = — 1, py = 0, jejichZ oznadeni je tak

voleno, aby bylo g, > g,, jak je tomu v (31,56). ProtoZe jeden
z kofeni je nula, kvadrika — neni-li sloZena z rovin — je bud
paraboloid, nebo neparabolicky vélec. To musime rozhodnouti
nejdiive. Za tim ulelem urfeme hlavni smdry néleZejici kote-
nim g,, g,. Parametry prvého z nich vyhovujf soustav® rovnic
(29,9) s 2 = 1, z nichZ posledni dv§ jsou I, —m, = 0, n, = 0,
odkud I, : m; :n; = 1:1:0. Stejnd ze soustavy (29,9) s ¢ = 2
vychézi Il :mg:ng=1:—1:0. (Zkontrolujte, jsou-li oba
hl. sméry kolmé!) Hlavni roviny kvadriky ndleZejici t&mto
hlavnim smériim jsou poldrni roviny nevlastnich bodd (1; 1;
0; 0) resp. (1; — 1; 0; 0), t. j. roviny f,(z, ¥, z) + fs(x, ¥, 2) = O.
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Odtud vychdzeji jejich rovnice
zr+y+1=08 z—y+1=0.

Spolu s danou rovnici kvadriky tvofi rovnice téchto hlavnich
rovin soustavu, jiZ feSiti znamend urditi spoleény bod V prt-
seénice 0 obou hlavnich rovin — t. j. osy kvadriky — s plochou.
Smér této osy je patrné tieti hlavni smér kvadriky, odpovidajici
kofeni p; = 0. Proto jeden z pruseéiki osy o s kvadrikou je
nevlastni bod &;, singularni bod singuldrni kuZelosedky kg
charakteristického svazku.

Druhy prisedik, jak feSenim zmindné soustavy vychézi, je
bod V (— 1;0; 0). Kdyby i ten byl nevlastni, kvadrika by
byla neparabolicky véalec. V naSem piipads je tedy rozhodnuto,
%e dana kvadrika je paraboloid o ose o a vrcholu V.

Jeho rovnici lze redukovati na tvar (31,5), t. j. na
X2 —Y?+ 22", Z =0,
kde a”3; vypoiteme podle (31,6).

ProtoZe 4 = 1, je a"yy = — 4, kde znaménko je zvoleno
opaéné, neZ znaménko kofene g,. Nédsobime-li je§td reduko-
vanou rovnici paraboloidu dv&ma, obdrZime jeji normélni
tvar

2 2
T,
? 2

z ndho¥ srovnanim s (31,21) je patrno, Ze paraboloid je
hyperbolicky (s p = ¢, coZ je t. zv. rovnostranny para-
boloid).

K uréeni transformaénich rovnic vypodtéme nejdiive smé-

rové kosiny osy o == Z. Dosazenim i = 3 do (29,9) vznika sou-
stava rovnic, z nichZ prvé dvé jsou

ayly + ayamy + agny = 0,
Qyaly + @My + aggng = 0.
Zavedeme-li oznadeni
(ygpg — Uagllyg = Uy, Uyl — Oy Ugg = g, @) gy — G1p° = dy,
vychézi z téchto rovnic smé&rové kosiny osy o
cos ag = Aa,, cos fy = Aa,, cosy; = da,,

1

kde A = + ————
Vay + ap* + ay*

Znaménko faktoru A zvolme
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shodné se znaménkem koeficientu a”y,, t. j. opatné neZ zna-
ménko kofene p,.*)
Tak obdrZime v naSem pifpad$
cosag =0, cosflz =0, cosy;=—1.

Vypoltéme jesté trojice smérovych kosini hlavnich smérd,
ndleZejicich kofentim g, a g,, z jiZ zndmych trojic jejich smé&ro-
vych parametri; znaménka volme opé&t ta.k aby bylod = + 1,

Tak nalezneme schema

EXEA
2|z 4z o
7|z |48 o
Z]o]| o |1
v |—1] o | o],

kde v poslednim f4dku jsou pfipojeny soufadnice vrcholu V
paraboloidu.

Podle ndho snadno napifeme hledané rovnice ortogonélnf
transformace _

e=42(X+ V) —1,
y=4#zZEx—7),
z = —2.

Neopomerime nikdy zkontrolovati sprdvnost vypodtu do-
sazenim za z, ¥, z podle rovnic transformace do dané rovnice
kvadriky.

Ptiklad 4. Déna rovnice kvadriky
K, y,2) = Bx? + 20y? 4 1722 — 8xy — 202z + 28yz + 24y +

+ 12z — 316 = 0.

deji charakteristickd rovnice
8—p —4 —10
D)=| —4 20—p 14 | =0,
—10 14 17—p
&ili @® — 4502 + 3249 = 0, mé koteny g, = 9, g, = 36, g3 = 0.

*) O vyznamu této volby viz na pf. Bydzovsky, Uvod do
anal. geometrie, str. 356 a 366.
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ProtoZe pouze jeden z nich je nula, kvadrika — neni-li
sloZena z rovin — je bud paraboloid nebo neparabolicky vélec.
To musime rozhodnouti nejdfive.

Za tim tielem urdeme hlavni sméry néleZejici ob&ma od nuly
riznym kofenim g, a g,. Ze soustavy (29,9) s ¢ = 1 vychdzi
(stag¢l prvé dvé& rovnmice) I, :m, :ny = 2:2:— 1, kde¥to pro
1+ = 2 tdZ soustava davéd [, :my:n, = — 1:2: 2. Hlavni ro-
viny, kolmé na tyto sméry, jsou polérni roviny bodd (2; 2;— 1;
0) resp. (— 1; 2; 2; 0), t. j. roviny

2/1(1:’ Y, Z) + 2]!(:5’ Y, Z) - fa(z; Y, Z) =0

resp. _fl(x! Y Z) + 2’2(1:’ Y, z) + 2/3(1:' Y, z) = O;

protoZe jest

hz, y,2) =8x— 4y — 10z, fy(x, y,2) = —4x + 20y + 142 +12,
li(z, y, 2) = — 10z + 14y + 17z + 6,

zni rovnice t&chto hlavnich rovin po zkréceni
20 +2y— z2+2=0

resp. T—2y—2z2—1=0.

Jejich prusefnice — osa o kvadriky — protind rovinu (:_r:) ;)

v bods 2 (— 1; — 2; 0) a jeji stnérové parametry jsou Iy : my :

ing = 2:—1:2. Podle (6,6) parametrické rovnice osy o jsou
rT=—3+2, y=—%—1t, 2= 2t

Abychom uréili jeji pruseéiky s kvadrikou (o jednom vime
napfed, Ze to je jeji dotykovy bod s rovinou nevlastni Sj),
dosadme podle t&chto parametrickych rovnic za z, y, z do dané
rovnice kvadriky, éimZ obdrZime obecn® rovnice druhého stupns
v t. V naSem piiklad® v8ak koeficienty pfi ¢2 i pfi¢ v této rovnieci
jsou nuly, zatim co prosty ¢élen mé hodnotu — 324. K tomuto
sporu jsme dosli, protoZe 24dny z obou priseéiki osy o s kvadri-
kou neni vlastni bod, nybrZ oba jsou nevlastni a ztotoZiiuji se
v S;. Kvadrika je proto neparabolicky vélec o ose o.
(Je tedy A = 0.) Jeho zredukovand rovnice (31,9) zni

9X? 4 36Y% + a”,, = 0,

kde a”y, uréime podle na pt. tfetfho ze vzorca (31,10). Je
Agy = — 46 656, a,,a,, — a,,* = 144, proto a”y, = — 324 a re-
dukovand rovnice zni 9X? 4 36Y%? — 324 = 0, t. j. po kré-
ceni &islem 324
Xz y?
36 79

coZ je podle (31,28) norm&lni rovnice eliptického valce.

—1=0,
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Transformace pfevédéjici danou rovnici valce na préavé na-
lezeny normélni tvar je slo¥ena z pootoleni okolo poéatku
a z translace, po které poldtek nové soutfadnicové soustavy
se ztotoZni s kterymkoliv bodem osy vélce, na pf. s bodem £.
Schema této ortogondlni transformace proto je

€ Yy | z
%] 3]s
Y |—34 3|3
Z | 3|-3l 3
2 |—3]—z2l o

Podle ného hledané rovnice transformace jsou

= 33X LY +3Z—1,
y= JX+iv—iz—&
z = —13X + §Y+§Z,

0 jejichZ spravnosti se dosazenim do dané rovnice snudno pie-
svédéime.

Piiklad 5. Dana rovnice kvadriky
(@, y,2) = 2% + y*—2zy + 2x + 2y—2V§.z——8 = 0.
Jeji charakteristickd rovnice

1—eg —1 0
D) = —1 1—op 0=0,
0 0 —p

&ili g® — 202 = 0, ma dvojndsobny kofen g, = g3 = 0, a jedno-
duchy ¢, = 2. Kvadrika je proto bud parabolicky vélec, anebo
je sloZena ze dvou rovnob&inych rovin. To musime vySetfiti
nejdfive.

Nenulovému koteni g, = 2 naleZi hlavni smér, jehoZ para-
metry podle (29,9), kde ¢+ = 2, vyhovuji rovnicim I, + m, = 0,
n, = 0, tak¥e lze klasti I, :my:n, = 1:—1:0. Hlavni ro-
vina, naleZejici k témuZ hlavnimu sméru, t. j. polarni rovina
bodu (1; — 1; 0; 0), mé rovnici f,(2, ¥, 2) — fo(®, ¥, 2) = 0, t. j.
z—y=0

Podle priisetné &ary této hlavni roviny s danou plochou lze
rozhodnouti o jejim druhu. Je-li totiZ prusednéd Géra sloZena
ze dvou piimek, z nichZ jen jedna je nevlastni, plocha je para-
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bolicky valec; jsou-li ob& tyto pfimky nevlastni, nebo je-li
uvaZovand hlavni rovina &asti kvadriky, jedné se o plochu
sloZenou z rovin.

V naSem piiklad® praseénd éara hlavni roviny 2 —y = 0
s danou kvadrikou, jejiZ rovnici lze psiti (x —y)* + 2(x +
+ y ——21/2 —4) = 0, je — jak by po homogenisaci obou rov-
nic bylo zfejmo -— sloZena z nevlastni ptimky této hlavni
roviny a z pfimky vlastni, leZici téZ v roviné z + y — z]/2 —
— 4 = 0, kterd zfejmé je na rovinu x — y = 0 kolma.

Danéd plocha je tedy parabolicky valec, jehoZ hlavni
rovina * — y = 0 jej protina v t. zv. vrcholové tvorfici
pfimece, podél niz se joj dotyka rovina = + y —zl/z —4=0.
Z rovnic obou rovin, které urduji vrcholovou pfimku, snadno
vypoéteme jeji smérové parametry

Iyimging=1:1:)2,
odkud vychézeji jeji smérové kosiny
cosxg =4, cosflyg =1, cosy, = ».}VE,
coZ je v souhlase s (29,9). Ve vrcholové tvofici pfimee zvolime
novou osu 2, kdeZto osu ¥ zvolime v onom hlavnim sméru,
ktery néle%i kofeni jednoduchému, jehoZ smé&rové parametry

ly :my :my jiZ dfive byly vypoéteny. Z nich vyché,zeji jeho
smérové kosiny

€os xy = 2],/2, cos fl, = — 721/2, €OoS Y, = i
Tieti hlavni sm&r volime k obdma prvym kolmy, tak¥e jeho
smérové parametry lze vypodisti zpisobem patrnym z (7,4)
a z nich smérové kosiny

cosx; = — 4, cosf=—1%, cosy = ;VE,

jejichZ znaménka byla zvolena tak, aby bylo 6 = - 1.
Rovnici plochy lze podle (31,11) a ve shod& s volbou novych
os soufadnic redukovati na tvar

2Y2 + 2a",X = 0,
kde a”,, vypolteme podle (31,12).

ProtoZe je A = —2, Ay =—2, Ay =—4, je ¢’y =
= 4+ V4 a — rozhodneme-li se pro dolni znaménko — je
a’,, = —2 a normélni tvar rovnice daného parabo-

lického valce zni
Y2 —2X = 0.
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Je ovSem téZ moZno k této rovnici dojiti skuteénym pro-
vedenim ortogondlni transformace soufadnicové soustavy.
K napséni rovnic transformace potfebujeme k jiZ zndmym
smérovym kosinim novych os uréiti soufadnice kteréhokoliv
bodu na vrcholové tvoiici pfimce.

Z rovnic rovin 2 —y =0, ¢ + y—z)/2— 4 = 0, jimi% je
tato piimka urdena, vyplyvé, Ze bod £ (0; 0; — 2)/2) na ni
le#i. Lze tedy rovmice transformace napsati podle =chematu

| —_ —_
|—=v” Yy l z
X —4 —1 |42
Y |#Vz| 42| ©
ARRIREEL
Q10 0 |[—2)2|,
t. )
v =—4X + §J2Y + 4%,
y=—13X —3|2Y + 12

z

1/2x + )2z — 2)2.
Priklad 6. Dana rovnice kvadriky
flz,y,2) =2 —y* + 22 + 222 - -2y — 1 = 0.
Jeji rovnice charakteristické
1—o 0 1
D)=| 0 —1—p 0 |=0,

1 0 1—op
&ili
00— —20=0,

mé kofeny 9, = 2, g = — 1, g3 = 0. Neni-li dand kvadrika
slofena z rovin, je proto bud paraboloid nebo neparabolicky
vélec. Abychom o tom rozhodli, uréeme oba hlavni sméry
a k nim p#islusné hlavni roviny, korespondujici kofeniim g,
8 g, Zndmym zplisobem nalezneme FeSenim soustavy (29,9)
pro ¢ = 1 resp. ¢ = 2

Limy:n, =1:0:1resp. ly:my:ng =0:1:0.

Hlavni rovina naleZejici k prvému resp. druhému z nich
je poldrni rovina nevlastniho bodu (1; 0; 1; 0) resp. (0; 1; 0; 0);
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je tedy rovnice prvé hlavni roviny f,(x, ¥, 2) + f3(x, y,2) = 0,
druhé fo(z, ¥,2) =0, t. j. +2=04a y+ 1= 0. O druhu
kvadriky nyni rozhodnou praseéiky osy o — kterd je spole&-
nou piimkou obou urdenych hlavnich rovin — s kvadrikou.
Snadno zjistime, %Ze po dosazeni y = — 1, 2 = — x do dané
rovinice kvadriky vznikne identita, t. j. vSechny body osy
naleZi ploSe, které je proto nutné sloZena z rovin osou o pro-
chézejicich. Obé tyto roviny, naleZejice svazku o ose o, maji
rovnice tvaru

Mz4+2)+ A(y+1)=0
a mlz+2z)+pu(y+1)=0.

Znésobenim obou rovnic a porovndnim koeficientii soudinu
levych stran s koeficienty dané rovnice kvadriky — nebo
jinym zpisobem — zjistime, Ze jest A, =4, =1, g, =1,
#s = — 1 a dand kvadrika je sloZena z rovin o rovni-
cichz—y+z—1=0az+y+z+1=0.

P¥iklady k cviéeni. V piikladech 118—121 urdete z dané
rovnice kvadriky jeji druh, napiSte normaélni tvar jeji rovnice,
jakoZ i rovnice prisluéné ortogonélni transformace!

118, 7x% 4+ 6y% + 522 — 4zy — dyz — 22x + 24y + 2z +
+ 30 = O [trojosy elipsoid $X2 4 Y2 4 38Z? —1 = 0, transfor-
mace z=4X + $Y —3Z2 + 1, y=3X +}Y + 3Z—2,
z2=3%X—3Y—3}Z—1].

114, 7x% + 100y*—482xz—72% + 620—100y—34z + 98 = 0
[dvojdil. hyperboloid trojosy X2 — Y2 — 423 — 1 = 0; transf.
roviice r =4X +4Y —1, y=2+ 4, z2=4X—31Y 4+ 1]

115. 22% + 2y% + 4xz + 4yz— 8x — 12y + 1 = 0 [trojosy
kuZel }X?%4 Y2 —1Z2 = 0, transf. rovnice x :—;VEX + ;}VﬁY +
+ 46z — 1, y=1)2x + 33y + 416z +4, z=¢)3¥+
+14/62 + 3]

116. 31522 4 216xy + 66y® 4 24xz + 240yz + 46422 —216x
+ 882y — 578z — 441 = 0 [elipt. par~holoid X2 4 $Y?—
—-2Z = 0, transf. rovnice * = %X — 1}Y + %2 — 1§, y =
= X —AY —HZ +§ 2= BX + £5Y + 42 + 4]

117, 3 (22 + y% + 22} L 4V§xy + 2yz + 6z + 2y (2V§—1)—-
— 6z — 9 = 0 [elipticky valec 3X2 + 3$Y2 — 1 == 0, transform.
rovnife r = }_X +3Y+3Z2—1,y= %VE(Y —Z), z = —
—i2X +3l2¥ + 2) + 1.
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118. 16x2 — 96zy + 144y® 4 24wz — 72yz + 922 —- 1332 —
— 108y — 480z + 201 = O [parabolicky vilec Y* — 3X = 0,
transf. rovnice £ = 7 (3X 4 4Y + 12Z), y = 5 4 X —12Y +
+32) — 5 z = 75 (12X + 3Y —42) + 2],

119. 4z2? 4+ 6y* + 622 + llaxy + l4xz + 13yz + 172 + 14y +
+ 11z + 4 = 0 [dv& raznobdi. roviny = + 2y + 3z + 4 =0
a d4x + 3y + 2z + 1 = 0].

120, x% + y? + 2% + 22y + 22z 4+ 2yz— 1 = 0 [dv& rovno-
b&.roviny 2 + y+z+1=0azx+y+2—1=0].

121, 42® + y? + 42 — 4oy + B8xz —dyz—4dx + 2y — 4z +
+ 1 = 0 [dvakrat poéitanéd rovina 2z —y + 22— 1 = 0].

122, Determinant D(g,) mé v3echny minory druhého Fadu
rovny nule, jestlife g, = g, je dvojndsobny kofen rovnice
D(p) = 0. — Dokazte tuto vStu alespori za predpokladu, Ze

hlavni smér néleZejici jednoduchému koteni g4 je smér osy?
(viz odst. 29). [Za tohoto pFedpokladu je a,3 = @3 = a3 = 0
@y, = @3y = 0y, @33 = 04 & V determinantu D(g,) je pouze jeden
prvek od nuly ruzny, éim# v&ta dokézana.]

128. Jaké jest kvadrika, v jejiZ rovnici souhrn kvadratickych
élentt @,,2? + agy® + age2® + 2a,,xy + 2a,372 + 2a4,yz lze roz-
loZiti v soudin dvou linedrnich trojélend [paraboloid, vélec
neparabolicky, nebo dvé nikoliv rovnob&Zné roviny, nelii-li
se oba &initelé pouhym konstantnim faktorem — v opa¢ném
piipadd plocha je parabolicky vélec, dv® roviny rovnobé&Zné
nebo rovina dvakrdt poditana].
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