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DODATEK. 

DETERMINANTY. 

1. Permutace n prvků 1, 2, 3, ..., n jsou, jak známo, sku-
piny utvořené ze všech n prvků lišící se jen pořádkem prvků. 
Jest jich ni = 1. 2 n. Předchází-li v permutaci (1, 3, 4, 2) 
vyšší prvek před nižším (32, 42), nastává inverse . Permu-
tace o sudém počtu inversí jmenují se sudé (1, 3, 4, 2), s li-
chým počtem inversí pak liché (1, 3, 2, 4). Obojích je stejně 
mnoho 

2. Determinant ra-tého stupně je vytvořen z n2 čísel au 
sestavených ve čtvercovém schématu 

ttll> a 1 2 > aln 

<*21> «22, •••) a2r 

°*1> °»2) 
kde v čísle au značí prvý index řádek, druhý sloupec. De-
t e r m i n a n t lze definovati jako součet nl součinů 

Z = anabazi • • • ans, (1) 
v němž i, j, k, s značí všechny permutace čísel 1,2, ..., n, 
a v němž znamení + náleží permutacím sudým, — lichým. 
Determinant označujeme stručně [ au | nebo podrobněji 
dvěma svislými čarami kolem čtvercového schématu: 

on, a 12, 
®21> a 2 2 . 

O ln 
a2„ 

Dn = I «u- | = 
®»1> ®«2, • • •) ann 

Determinant třetího stupně má tedy hodnotu: 

Ds = fln<l22a33 "I" a i 2 a 2 3 ° 3 1 "I" ° 1 3 ° 2 1 ° 3 S "I" 

®13®22®31 a i2®21®33 a i l ° 2 3 ® 3 2 ' 

(2) 

(3) 
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Zavedeme-li symbol ¿>il->, k te rý se rovná + 1 pro sudé per-
mutace čísel 1, 2, . . . , n, — 1 pro permutace liché a 0, jsou-li 
aspoň dva indexy stejné, lze psá t i de terminant 

Dn == Zeijk-'anfi2j... ang, (4) 

nebo podle úmluvy o stejných indexech jednodušej i 

Dn = c«*-8aua2j... ans 

= é>k -*auaj2 ...ae„ (4X) 

= i ci>*...«aixajf}... a,„. 
n\ 

Z vlastnosti symbolu e plyne, že determinant , jehož dva 
řádky nebo sloupce jsou shodné, má hodnotu nulovou. 

3. M i n o r Au p rvku a , t v de terminantu D„ je de terminant , 
k te rý vznikne z Dn vynecháním ¿-tého ř ádku a fc-tého 
sloupce, opat řený znaménkem ( — l ) t + i . J e tedy s tupně 
(n — 1). Vytkneme-li na př . v D3 p rvky jednoho řádku, 
máme 

A) = « 1 1 ( A22 A33  A23 A3I) ®12 ( °21®33 « W s i ) + 

+ « 1 3 ( a 2 i a 3 S a 2 2 Q 3 l ) ' 
j inak 

D3 = anAu + aia^i3- , (®) 
Totéž plat í o determinantech s tupně w-tého: 

Dn = a^An + ai2Ai2 + ... + ainAin. (6) 

Protože de terminant se dvěma s te jnými řádky (sloupci) jest 
nulou, jest pro i 4= k (p =j= q) 

ai\Ahi + a i24ie2 + • • • + ainAin = 0 = ZaipAig. (7) 
i 

4. Znásobínw-li p rvky libovolného sloupce (řádku) týmž 
číslem o, vznikne determinant o hodnotě gDn, neboť 

ganAii + eai2Ai 2 + . . . + oainAin = qDn. (8) 



5. Přičteme-li v determinantu k prvkům jednoho sloupce 
(řádku) prvky ostatních sloupců (řádků) násbběné vždy 
stejnými čísly Qv Q2, • • •, nezmění se hodnota determinantu 
Dn, neboť A 

®ii + Í?2®i2 + • • • + Qrfli»» «12 Opi 

= Z(aa + Q2aa + •••)Ail = 
i 

= ZanAu -f gzZafzAn + ... + gnZainAa = ZauA^ = Dn, 
i i i i 

neboť všechny ostatní členy jsou nuly podle (7). 
6. Jsou-li prvky ¿-tého sloupce (řádku) součty m sčítanců, 

tedy 
o li = b\t + Cit + • • • + mik 

tonk = b„lc + Cnk + • • • + ™n*> 

jest determinant 
D n = ZaikAik -f ZbikAik + ... + ZmikAik, 

i i i 

neboli rovná se součtu m determinantů, které dostaneme 
z daného, nahradíme-li sloupec k-tý postupně jednoduchými 
sloupci b, c, ..., m. Na př.: 

¿•li + Cll> ®1! 
2̂1 + C21> a% 

611> °12 ! 
2̂1» ®22 | 

7. Násobení de terminantů téhož stupně provádí se 
podle vzorce 

I <>ik | • | bik | = | c i 4 I. 
kde 

ca = anbki + aizbk2 + • 

nebo také 
I I • I ba 

kde 

112 

+ ainbkn = Zairbkr, ( 9 ) 
r 

= I ¿it !> 

dik = ZairbTÍ. (10) 



Každý sloupec determinantu | Cik | se skládá totiž z n částeč-
ných sloupců, takže se celý determinant rovná součtu nn de-
terminantů tvaru 

| ou.ftu, .- • «li , . • • •> a i i n 

Jfc = i : : = kfizk,...bnkn j ; |. 
j ank,bnk,,---, anknKkn

 anko • • «nkn ' 

Skupiny kv ..., kn jsou variace čísel 1 , 2 , . . n s opakováním, 
a jest jich nn. Jsou-li všechna k ve variaci různá, je to permu-
tace, a příslušný determinant označíme A*. Značíme-li 
A = \ a u ], jest 

takže součet těchto determinantů dává podle (4) 

ZA* = B ,A = A .B. 

Determinanty AT
h, kde aspoň dvě k jsou s tejná, jsou rovny 

nule, protože jejich de terminant l a ^ . . . a u | má aspoň dva 
sloupce stejné. J e tedy opravdu 

,, C = A. B. 

8. Determinant sestavený z minorů Aik prvků aik deter-
minantu D slově determinant s d r u ž e n ý A. Násobením obou 
dostáváme ' 

D . A = \ Ba I. 
kde 

Bik = ZaijAkj, 
i 

avšak podle (7) je Ba= 0 pro i =|= k, kdežto pro i = k 
máme Ba = D. Pro to jest 

D . A = D*, A = Z)" - 1 . (11) 

9- Budiž <x= | a*. | de terminant 7i-tého s tupně a def inujme 
podle (44) p rvky = A*t : a, kde A^ jsou minory p rvků aj. 
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v de te rminan t« a . P a k je podle (11) 

1 A"-1 1 
ň=\B*\ = — \A[\ =.-. = — , 
r *t i I ^n I k ' a 

neboli * 
*p - 1. (12) 

10. Řešení lineárních rovnic de terminanty zakládá se na 
větách (6, 7). Mějme n rovnic lineárních 'o n neznámých x*: 

a^Xi, + ai2x2 + • • • + ainx„ = bi (i = 1, 2, . . . , n). 

Násobíme-li prvou rovnici minorem A l t , druhou A u , a td . 
a vzniklé rovnice sečteme, obdržíme podle (6, 7) 

xk . D„ = D'k, 

kdež D'k značí determinant Dn, v němž k-tý sloupec je na-
hrazen sloupcem čísel b na pravé straně. Odtud máme pro 
neznámé 

xt = D'k : Dn. (13) 
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