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6. MNOZINY A ZOBRAZENT

6'1. Pojem mnozZiny. Mnozina je souhrn uréitych
chjekti, mysleny jako celek. Tyto objekty nazyvame
prvky mnoziny. Pfiklady mnoZin: (1) Mnozina vSech
tuZek, které ted’ leZi na mém stole; (2) mnoZina vSech
obyvatel Velké Prahy (urcitého dne); (3) mnoZina
vSech prvoéisel; (4) mnoZina vSech bodl uréité para-
boly; (5) mnoZina vSech spojitych funkci jedné realné
proménné.

Vsimneme si nyni téchto pfikladd podrobnéji.

1. MnozZina vSech tuZek, které lezi v daném oka-
mziku na mém stole, t. j. souhrn vSech téchto tuZek,
mySleny jako celek, tedy jako jakysi jediny novy ob-
jekt. - '

Prvky této mnoZiny jsou jednotlivé tuzky. Je jich
oviem koneény pofet — dejme tomu, Sest; Fekneme
pak, Ze mnozina tuZek ma Sest prvki. Nékteré z téchto
tuZek jsou ofezané, — dejme tomu étyii. MnoZina ofe-
zanych tuZek, leZicich na mém stole, ma tedy étyfi
prvky. Je éasti mnoziny vSech tuZek, lezicich na mém
stole. Rikime totiZ, Ze mnoZina A je-¢asti mnoZiny B,
kdyz kaZzdy prvek mnoZiny A je také prvkem mno-
Ziny B.

Dejme vSak tomu, 4Ze by vSechny tuzky na mém
stole byly orezané. Mélo by pak smysl mluvit o mno-
Ziné neofezanych tuZek, lezicich na mém stole? Rekli
jsme, Ze ,,mnoZina je souhrn uréitych objektl...” Zde
v8ak neni Zadny objekt uvaZovaného druhu, takze by
se vlastné nedalo mluvit o jejich souhrnu éili mnozZiné.
Se zretelem k takovym pFipadim zavadime jesté mno-
Zinu prazdnou, kteri nema Zzadny prvek. To, Ze na mém
stole nelezi zadna neofezana tuzka, da se tedy Fici také
takto: mnozZina neofezanych tuZek, lezicich na mém
stole, je.prazdna.
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2. Mnozina vSech obyvatel Velké Prahy (uréitého
dne) ma rovnéz koneény pocet prvki, ¢ili je konecna.
Tim chceme Fici, Ze jeji prvky (t. j. obyvatelé Prahy)
se daji ocislovat celymi kladnymi éisly od 1 do uréi-
tého n.

3. MnoZina vSech prvocisel je nekonec¢na, t. j. neni
mozné oéislovat jeji prvky pfirozenymi é&isly od 1 do
urc¢itého n. Je vsak spocetni, t. j. mGzeme jeji prvky
ocislovat pomoci vSech pFirozenych éisel; miZeme to
provést treba tak, Ze sefadime prvoéisla podle velikosti
a pak je po fadé ocislujeme. .

4. MnoZina vSech bodil uréité paraboly. Je-li 4 ohni-
sko a p Fidici pfimka této paraboly, pak je tato mno-
Zina totoZna s mncZinou vSech bodd, které maji stej-
nou vzdalenost od bodu A a pfimky p. TataZ mnozZina
muze tedy byt dina riiznym zpisobem; povaZujeme
vSak mnoziny za rizné pouze tehdy, kdyz se liSi svymi
prvky. Jinak feéeno, mnozina je uplné urcena svymi
prvky.

5. Mnozina v8ech spojitych funkeci jedné realné pro-
ménné. Jejimi prvky jsou na piiklad goniometrické
funkece (sin, cos atd.). Je zfejmé, Ze tato mnoZina je
nekoneéna; na rozdil od mnoZiny v prikladé 3. neni
vSak ani spoéetna. D4 se totiz dokazat, Ze nelze oéislo-
vat vSechny jeji prvky pomoci pfirozenych éisel: at
pFedepiSeme jakykoli zplscb éislovani, zbude nam na
konec mnozstvi prvki, na které se nedostalo, tfebaze
jsme spotiebovali viechna prirozena cisla.

Setkali jsme se v uvedenych prikladech s fadou no-
vych termind. Objasnime nyni pfesnéji jejich vyznam
a pokud mcimo je definujenre.

Cemu fikame mnoZina je jasné z naSeho vysvétleni
(jez vSak nelge povazovat za skuteénou definici) : mno-
Zina je souhrn uréitych objektld (jeZz nazyvame jejimi
prvky), mysleny jako celek. Mezi mnoZiny pccitame
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také prazdnou mnozinu, ktera nemé Zadny prvek. JeZto
mnoZina. je zcela uréena svymi prvky, je jen jedina
prazdna mnoZina; oznacime g.

Z priklada je téz jasny smysl vyroku ,,a je prvkem
mnoziny A"” (nebo — coZ je totéz — ,,a patfi do A",
»@ leZi v mnoziné A”), za néjz si zavedeme zkratku
aeA. Musime si jen dobfe uvédomit, Ze zde nejde o né-
jaky ,,organicky” vztah prvki k celku, nybrZz pouze
o vztah prvku k libovolné vytvofenému souhrnu. Prvky
mnozZiny mohou byt zcela riznorodé. Drastichy p¥i-
klad: MnoZina, kterd ma 3 prvky: (1) &islo5; (2) kral
Vaclav IV.; (3) spojita funkce sin2z.

Vratme se jeSté k ,,definici’” mnoZiny: ,,MnoZina je
souhrn uréitych objekti...” Minime tim toto: mno-
Zina je dana tehdy, kdyz je pro kazdy objekt urceno,
zda je jejim prvkem ¢i nikoliv. To neznamena, Ze by-
chom museli dovést skuteéné rozhodnout o kaZdém da-
ném objektu, zda do mnoZiny patii. (P¥iklad: Mno-
Zina transcendentnich ¢isel; nevime, zda =™ je trans-
cendentni nebo algebraické ¢islo.) Znamena to pouze,
Ze mnozina je uréena teprve tehdy, kdyZ se stanovi:
patfi k ni objekty, které maji tu a tu vlastnost, a zad-
né jiné objekty. Na druhé strané, mnoZina je 1plné
uréena svymi prvky; to znamena: kdyz kaZdy prvek
mnoZiny A patfi do mnoziny B, a také naopak kaZdy
prvek mnoZiny B patfi do mnoziny 4, kdyz tedy mno-
Ziny A a B maji tytéZz prvky — pak jsou totozné — je
to tatdZ mnozina, rozdil je jenom v oznaceni, pfipadné
v definici. P¥iklad: MnoZina vSech feSeni rovnice
sin 4n (x 4+ 1) = 1 a mnoZina vSech celych &isel déli-
telnych 4, jsou totozné.

Podle toho, co jsme fekli, sta¢i k uréeni (definici)
néjaké mnoziny A ¥ici:  pat¥ do 4, kdyz a jen kdyz
ma vlastnost P (na priklad: x patif do A, kdyZ a jen
kdyz x je celé éislo, délitelné 4). MnoZinu, kterou takto
uréujeme, oznacime
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E [z ma vlastnost P].
Piiklady: (1) E[2*+ 2 —2 = 0] je mnoZina

vSech FeSeni rovnice #* +x—2=—0; ma tedy dva
prvky: 1a —2; (2) E[0 <z £ 1] je mnoZina vSech

T
bodi uzavieného intervalu <0,1>; (3) E[2<zx<1]=

=@, nebot Zadné éislo neni vétsi nez 2 a pii tom mensi
neZ 1; (4) E [n celé, n >4, 22" | 1 je prvocislo];

n
o této mnoziné nevime, zda je prazdna ¢&i nikoli.

Kdyz kazdy prvek mnoZiny A je také prvkem mno-
Ziny B (jinak Feeno, kdyZ neexistuje zadny objekt,
ktery by byl prvkem mnozZiny A, ale nebyl p#i tom
prvkem mnoziny B), Fikime, Ze mnoZina A je déasti
¢ili podmnoZinou mnoziny B a piseme A C B nebo BD A.

Priklady: (1) MnozZina vSech C¢{isel, délitel-
nych 6, je éasti mnoZiny vSech ¢isel délitelnych 3;
2)E[0L2<L 1] C E[0 < 22< 1]. Podle nasi de-

z T
finice je prazdna mnoZina ¢asti kazdé mnoZiny, a kaz-
da mnoZina je éasti sama sebe, t. j. pro kazdcu mno-
Zinu A je
0C A,
A C A.

Opakujeme jesté, jaké mnoZiny nazyvame koned-
nymi a jaké spoletnymi. Rikame, Ze mnoZina je ko-
neénda, kdyz mi koneény pocet prvki, t. j. kdyz lze
oéislovati jeji prvky prirozenymi ¢éisly od 1 do uréi-
tého n. Koneénou mnozinu, jez ma prvky a, b, ..., p,
budeme znaéit{a, b, ..., p}. Na pFiklad {1, 2, 3, 4}
je mnoZina jeZ ma za prvky éisla 1, 2, 3, 4 a Zadna jina.
Prazdnou mroZinu poéitame rovnéZ mezi mnoziny ko-
necéné. VSechny ostatni -mnoZiny nazyvame nekoneé-
nymi.
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Z nekoneénych mnoZin jsou ,,nejméné obsazné” spo-
éetné mnoZiny. Nazyvame mnoZinu spocetnou, kdyz
je moZno oéislovat vSechny jeji prvky beze zbytku
pomoci pfirozenych éisel — piesnéji Feceno, kdyz je
mozné udat pFedpis, podle kterého je kazdému pfiroze-
nému éislu prifazen uréity prvek uvaZované mnoZiny,
a sice tak, Ze jsou tim vycCerpany vSechny jeji prvky
(t. j. kazdy je prifazen nékterému ¢islu). Uvedeme
priklad: Usporadame vSechna kladna racionalni
¢isla nasledujicim zpisobem: vyjadrime kazdé kladné
racionalni ¢islo jako podil dvou nesoudélnych kladnych
celych éisel (to je moZné a pfi tom jedinym zptisobem),
a potom je uspofadame piedevsim podle velikosti sou-
étu Citatele a jmenovatele a pak uvnitf takto vzniklych
skupin (kazda obsahuje koneény pocet ¢isel) podle
velikosti racionalniho ¢isla samého. Vznikne nasledu-
jici uspcfadani:

Jl" %" '?7 ':IY) '?" '41': %; 'g'y %’ R

Prifadime nyni kaZdému pfFirozenému ¢islu n to
racionalni éislo, které stoji na n-tém misté. Kazdé ra-
cionalni éislo je pak na zakladé tohoto predpisu pfi-
fazeno nékterému prirozenému ¢islu. Tedy podle nasi
definice mnozina vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

Mnozina je souhrn uréitych prvki. Tyto prvky mo-
hou byt zase samy mnoZinami. Zde jsou dva takcvé pFi-
klady: (1) Mnozina vSech intervalli; (2) mnoZina
v8ech ¢&asti mnoZiny {a, b} ; jejimi prvky jsou tyto
mnoziny: &, {a}, {b}, {a, b}. Takovym mnoZinim,
jejichz prvky jsou zase mnoZiny, budeme Fikat systémy,
abychom se vyhnuli nejasnym vyrazim jako mnoZina
mnozin a pod. Tak misto o0 mnozZiné vSech ¢éasti dané
mnoziny mluvime o systému vSech ¢asti mnoZiny.

6'2. MnozZinové operace: spojeni, prinik, rozdil.
Kdyz vyjdeme ze dvou danych mnoZin 4 a B, mGZeme
vytvolit rznym zpisobem nové mnoziny: 1. Spqjeni
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mnozin A a B, jeZ zna¢ime A - B; to je mnozZina vSech
prvki, které patii bud’ do A nebo do B, piipadné také
do obou; 2. priunik mnoZin 4 a B, ktery znatime 4 . B
nebo A B; to je mnozina vSech prvkd, které patii jak
do A, tak do B; 3. rozdil mncZin A a B, ktery znacime
4 — B; je to mnozZina vSech prvki, které patfi do 4,
ale nepatfi do B; obdobné ozna¢ime B— A rozdil mno-
zin B a 4, t. j. mncZinu v8ech prvkd, které patfi do B,
ale nepatfi do 4 (mnozina B— A je tedy zpravidla
riznd od A — B a dokonce nema s ni ani jeden spo-
leény prvek). 4

Uvedeme nyni pfiklady: 1. Budiz A mnozZina
vSech obdélnik(i, B mnoZina vSech kosoétvercii. Potom
prinik 4 . B je mnoZina vSech étvercil, rozdil A — B
je mnoZina vSech obdélnikli, které nejsou souéasné
étverci, B — A je mnoZina vSech kosoétvercil, které
nejsou souéasné étverci. 2. Mam dva protinajici se
kruhy; mnozinu vSech bodii prvniho kruhu oznac¢ime 4,
mnozinu v$ech bodu druhého kruhu oznaéime B. Spo-
leéna ¢ast obou kruhu predstavuje pak jejich prinik,-
zbytky kruhii pfredstavuji rozdily A —B a B—A;
spojeni mnoZin A a B je representovano plochou obou
kruhi dohromady.

Muze se stat, Ze prunik dvou mnoZin je prazdny.
Rikadme pak, Ze tyto mnoZiny jsou disjunktni.

Pi#iklad: MnoZina vSech feSeni rovnice cos x = 0
a mnozina vSech FeSeni rovnice sin ¥ — 0 maji prazdny
prinik, ¢ili jsou disjunktni, nebot Zadné x neni sou-
casné TeSenim obou rovnic.

Je ziejmé, co nazyvame spojeni nebo prinikem jaké-
hokoliv koneéného poétu mnozZin. Tak spojeni
A + B 4 C mnozin A, B, C je mnoZina vSech prvki,
které patii aspofl do jedné z téchto mnozin. Lze v8ak
také definovat spojeni a prinik nekoneéného poétu
mnozin.

31—56 65



Necht je dan néjaky systém mnoZin 2 (piredpokla-
dame, Ze neni prazdny). MnozZinu vSech prvkil, které
patfi aspon do jedné mnoZiny systému P, na-
zveme spojenim, mnoZinu vSech prvki, které patii do
kazdé mnoZiny tohoto systému, nazveme prinikem
tohoto systému. Je ziejme, Ze tato definice souhlasi
s definici spojeni a priniku koneéného poétu mnoZin.
Uvedeme nyni piiklady: 1. Necht 4, je mnoZina vSech
spojitych funkci f takovych, Ze je stale |f(x) | < =,
spojeni té€chto mnoZin je pak mnoZina vsech omeze-
nych spojitych funkci. 2. Necht Bz, kde x probiha
vSechna realna ¢isla, je mnozina vSech funkei, defino-
vanych na celé ose ¢iselné a spojitych v bodé z. Potom
prinik vSech B: je mnoZina vSech funkei, které jsou
vSude spojité.

6'3. Mnozina a vyrokovy vzorec. Jak vime, staéi
k definici-mnoziny 4 Fici: x pat¥i do 4, kdyz a jen kdyz
x mé vlastnost P. Podle toho odpovidd kaZdé vlast-
nosti uréitd mnozina (totiz mnoZina vSech objektid
s touto vlastnosti). Podle odst. 2'1 (str. 16) miZeme
vSak misto o vlastnosti mluvit o vyrokovém vzorci;
kazdému vyrckovému vzorci odpovida tedy wuréita
mnozZina, totiZ mnoZina vSech prvkii, které spliuji
tento vyrokovy vzorec, t. j. prvku, jejichZ dosazenim*)
za neuréitou vznikne spravny vyrok. Kazdému vyroko-
vému vzorci odpovida tedy urcitd mnoZina; oviem ta-
taz mnozina miiZe odpovidat riznym vyrokovym vzor-
cum. Tak vyrokovym vzorcim (1) éislo x je celé; (1)
sin z x = 0 odpovidd tatdZz mnoZina, nebot kaZdé x,
které spliiuje prvni vzoree, spliuje také druhy vzorec
a naopak. Nastiva ‘to zfejmé v tom a jen v tom pFi-
padé, Ze uvaZované vyrokové vzorce jsou ekvivalentni.

*) Chceme-li se vyjadfovat logicky sprdvné&, musime ovSem
mluvit o dosazeni oznaéen{ prvku, nebot na pf. do vyroko-

yého vzorce ,x leZi na mém stole” dosazujeme za x slovo
»tuZka” a nikoli tuZku.
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Ekvivalenci vyrokovych vzorel odpovida tedy totoZnost
prislusnych mnozZin. Obdobné si odpovidaji také jiné
vlastncsti vyrokovych vzorcu-a logické operace na jed-
né, a vlastnosti mnoZin a mnozZinové operace na druhé
strané. Tak vyrokovy vzorec je splnitelny tehdy-a jen
tehdy, kdyZ pFisluséna mnoZina je neprazdna. Konjunkei
dvou vyrckovych vzorci odpovida prinik prisludnych
mnoZin; jejich disjunkci odpovida spojeni.

Vibee, pokud jde o dvahy, v nichZ je dovoleno na-
hradit kazdy vyrokovy vzorec kterymkoliv vzorcem,
ktery je s nim ekvivalentni, je lhcstejné, zda budeme
mluvit o vyrokovych vzorcich nebo o mnoZinach. Kaz-
dé vlastnosti vyrokovych vzoreli odpovida pak uréita
vlastnost mnoZin a nacpak.

6’4, Princip vybéru. Za¢neme zase prikladem. Polo-
Zime si otdzku, zda existuje mnoZina realnych cisel,
ktera by méla tyto dvé vlastnosti: 1. Rozdil libovol-
nych dvou ruznych éisel, které do ni patfi, je iracio-
nalni; 2. k libovolnému realnému é&islu x, které do ni
nepatii, existuje ¢islo y z této mnoZiny takové, Ze roz-
dil x — vy je racionalni éislo.

Tyto vlastnosti vypadaji sice dosti podivné a kom-
plikované, avSak takovou -mnoZinu skutec¢né potiebu-
jeme v jednom oboru matematiky (v theorii miry).

DokaZeme nyni, Ze takovd mnozZina existuje. Pro
kazdé realné cislo 2z budiz A: mnoZina vSech ¢isel
2 4+ r, kde r je raciondlni., Potom dvé mnoZiny A.
a A, jsou bud totciné (kdyz z — 2’ je racionalnf ¢islo)
nebo disjunktni (kdyz 2—=2 je iracionalni éislo).
Zi'ejmé miZeme vybrat po jednom prvku z kazdé mno-
Ziny A.; presnéji Tefeno, existuje mnozina, ktera ma
pravé jeden spoleény prvek s kaZdou mnoZinou A4.-
Necht B je takova ,,vybérovi” mnoZina. DokiZeme, Ze
mnoZina B ma poZadované vlastnosti. Kdyz « ¢ B,
y ¢B, x & vy, pak ¢&islo x — y je iracionalni, nebot ji-
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nak by bylo x — y 4 (x —vy) ¢ Ay a soucasné y « 4y,
tedy mnoZina B by méla s A aspon dva spoleéné prvky.
To viak je spor. Dale, kdyz z je néjaké realné éislo, pak
necht x je jediny spoleény prvek mnoZin B a 4,. Po-
tom x ¢ 4, tedy x — 2 je racionalni. Tim je dikaz pro-
veden.

Vsimnéme si nyni jadra tohoto dikazu, které ziejmé
spo€iva v zavedeni mnozZiny B. Toto zavedeni je zase
zaloZeno na predpokladu existence ,,vybérové mnoziny”,
t. j. mnoziny, kterd ma pravé jeden spoleény prvek
s kaZdou danou mnozZinou A4.. Existenci takové mno-
Ziny jsme nedokazovali, nybrz prosté fekli, Ze je zFejma,
nebot se zda vskutku naprosto samoziejmeé, Ze si miZe-
me zvolit po jednom prvku v kazdé mnozZiné A..

O existenci podobné ,,vybérové mnoziny” se opira
fada dikazi, predev$im ovSem v theorii mnoZin, ale
také v jinych oborech matematiky. Zasady existence
takové mnoziny se dlouho uZivalo, aniz by byla vyslov-
né formulovana; vlastné se ani neuvédomovalo, Ze zde
jde o néjaky zvlastni princip — tak samoziejmou se
zd4 existence ,,vybérové mnoziny”. Teprve pozdéji byla
tato zdsada formulovana jako princip (axiom) vybéru:

Ke kazdému (neprazdnému) systému
navzajem disjunktnich neprazdnych
mnozin existuje mnoZina, ktera ma
pravé jeden spoleény prvek s kazdou
z téchto danych mnoZin.

Vsimnéme si nyni nékterych otazek tykajicich se
principu vybéru. PiedevSsim je nutné ¥ici, Ze princip
vybéru netvrdi, Ze se vybérova mnoZina da sestrojit,
nybrz pouze tvrdi, Ze existuje. Rika tedy jen toto: Neni
pravda, Ze by kazda mnozina, kterama aspoil jeden
spoleény prvek s kazZdou mnoZinou daného systému
(pFedpokladime ovSem, Ze tyto mnoZiny jsou navza-
jem disjunktni), musela nutné mit s nékterou z nich
né&kolik spoleénych prvki. S intuicionistického hle-
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diska (viz odst. 3'4) nemai tedy princip vybéru vibec
smysl. -

Dalsi otazka je tato: prcé se zda princip vybéru tak
samoziejmy (aspofi na prvy pohled; uvazujeme-li o ném
hloubéji, nemusi se vilbec zdat evidentni). Pokud jde
o koneény systém mnoZin, je princip vybéru skutecné
samoziejmy. Jde-li o koneény systém koneénych mno-
Zin, miZeme vybér skutené provést, tedy sestrojit vy-
bérovou mnoZinu; jde-li o koneény systém nekonec-
nych mnozin, pak miZeme aspoii bezvadné logicky dc-
kazat existenci takové mnoziny. KdyZ pak jde o ne-
koneény systém mnoZin, povaZujeme princip vybéru za
samoziejmy prosté proto, Ze si myslime neomezené po-
kraécvani vybéru nebo existenéniho dikazu, ktery se
da skuteéné provést pro koneény systém; nedovedeme
si predstavit zadny divod, pro ktery by se toto pokra-
¢ovani muselo nékde zastavit. Jinak Feceno, princip vy-
béru se nam zda evidentni proto, Ze je nim vlastni —
tfeba Ze si to neuvédcmujeme — piesvédéeni o moz-
nosti takovych aktd jako je soucasny vybér (volba)
mrepresentanta’” v nekoneéné mnoha mnozZinach. Cela
theorie mnozin — aspon jak byla pivodné vybudo-
vana spoc¢iva vlastné na takovém presvédéeni. —
Zabihame zde vSak jiz do filosofickych a psychologic-
kych otazek. Vratme se nyni zase k theorii mnoZin.

NasSe tivahy o divodech samoziejmosti principu vy-
béru nebyly ovSem zdaleka ani nastinem dikazu. Kla-
deme si nyni otazku: D4 se princip vybéru viibec doka-
zat, nebo jej mame povaZovat za nedokazatelny axiom
theorie mnoZin. Kdyby se dal dokazat, pak by byl oby-
¢ejnou vétou, a naSe ivahy o jeho samoziejmosti by
byly zbyteéné. Ukazuje se vSak, Ze skuteéné musime
povaZovat tento princip za zvlastni axiom. Je sice moz-
né dckazat princip vybéru pro nékteré velmi specidlni
pfipady (na p#iklad kdyZ jde o systém mnozZin pfiroze-
nych ¢&isel), selhavaji vSak vSechny pokusy dokazat jej
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obecné, Kdykoli byl takovy dukaz zdanlivé proveden,
ukazalo se, Ze spo¢iva na pfedpokladu, ktery jiz obsa-
hoval tento princip. Na druhé strané, princip vybéru
vede sice Gasto k disledkim paradoxniho razu, nevedl
vSak dosud nikdy ke sporu. Je proto, jak jsme Fekli,
povaZovan. za nezivisly axiom theorie mnoZin. Ma v3ak
pfi tom ponékud zvlastni postaveni; tak je zvykem
udavat, zda se v ur¢itém dikaze pouZilo tohoto axiomu
a kde, a podle mozZnosti se jemu vyhybat. -

Do podrobnéjsiho rozboru viech téchto otazek se zde
nemiiZeme poustét. Spokojime se s tim, co jsme Fekli
a poznamename jesté, Ze principu vybéru se zfidka kdy
uziva v obvyklych partiich matematiky, které jsou
nutné pro aplikace, naproti tomu vSak je nezbytny pro
vybudovani theorie mnoZin a zaloZenych na ni abstrakt-
néjsich cbori matematiky. *

6’5. Antinomie theorie mnoZin. Nedefinovali jsme
vlastné vilbec, co nazyvime mnoZinou, a naSe tak zvana
definice ,,mnoZina je souhrfn uréitych véei...” je velmi
neurcita. Da se proto oéekavat, Zze se vyskytnou mno-
Ziny s prekvapujicimi a paradoxnimi vlastnostmi. Uka-
zuje se dokonce, Ze neomezena volnost v tvofeni mno-
zin podle nasi ,,definice’’ vede nakonec ke sporim.

Uvedeme nyni dva piiklady:

1. VSimnéme si mnoziny (oznaéime ji tfeba A) viech
piirozenych ¢isel, ktera se daji definovat tak, Ze ui-
vame pouze znamych éeskych slov a pfi tom pouZijeme
nejvyse 1000 pismen, Do této mnoZiny pat¥i na piiklad
¢isla 1, 2, 3, 1000000, 99, (99)!, nebot se daji zfejmé
definovat timto zpiisobem (na pFiklad ,,souéin vSech
celych ¢isel od jedné do deviti na devatou’).

Je ziejmé, Ze nasSe mnoZina A obsahuje pouze konec-
ny poéet Eisel, nebot s pouzitim nejvyse 1000 pismen
muzeme vytvofit vilbec pouze koneény poéet definici.
Jezto je konefna, existuje nejmensi pfirozené ¢islo
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(oznaéime je tfeba m), které do ni nepatii. Toto éislo
lze vSak ziejmé definovat také takto: ,nejmensi éislo,
které se nedi definovat tak, Ze uZivime pouze zna-
mych éeskych slov a pfi tom pouZijeme nejvySe tisice
pismen”. Zde jiZ méame spor. Podafilo se nam totiz
pravé definovat éislo m tak, Ze jsme uZivali pouze zna-
mych &eskych slov a pfi tom pouZili méné neZ 1000
pismen. To pravé znamena, Ze ¢islom patti do mno-
ziny A; je v8ak definovano jako nejmensi &islo, které
tam nepat#i.

2. MiZe byt mnoZina prvkem sama sebe, muZe tedy
nékdy platit A £ A? Se zadnou takovou mnozinou jsme
se dosud nesetkali, nemtiZeme vS8ak tuto moZncst pre-
dem vylouéit.

BudiZ nyni N mnoZina vsech ,,normalnich” mnoZin,
t. j. vSech mnozin, které nejsou prvky sama sebe. Do N
patii vS8echny mnoZiny, s nimiZ jsme se dosud setkali:
zda jsou néjaké mnoziny, které by nepatfily do N, jesté
nevime. :

Ptame se nyni: Je mnozZina N sama ,normalni”, —
jinak feéeno, je N non ¢N nebo N ¢ N? Uvidime ted,
Ze obé mozZnosti vedou ke sporu. Kdyz totiZ predpokla-
dame, Ze N non ¢ N, pak to znamena, Ze N je ,nor-
malni”, tedy podle definice mnoZiny N (A patfi do N,
kdyz A non €A4) je N ¢ N, coZ je spor s piedokladem.
Kdyz naopak pfedpokladame, Ze N ¢ N, pak to zna-
mena, ze N neni ,,normalni”, tedy podle definice mno-
Ziny N plati N non ¢ N, coZ je zase spor.

Mame zde dva piiklady mnoZin, jejichZ zavedenim
dcspivame nutné k logickému sporu, a mohli bychom
uvést celou fadu podobnych pFikladh. Skuteénost, Ze
pFi neomezené volnosti v tvofeni mnoZin se mohou vy-
skytnout takové piipady, vede k revisi theorie mnoZin
a v disledku toho také k revisi tradiéni ,naivni” lo-
giky. Je totiz nutné korigovat pojem mnoziny tak, aby
se vyloudily vSechny ,sporné” mnoZiny; jeZto vSak
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ke zcela obdobnym sporim mohou vést — jak uvidime
dale — také obvyklé logické pojmy (pojem vlastnosti
a pod.), je nutna také revise logiky. — Timto okruhem
problému se zde nemiiZzeme zabyvat; odpovime jenom
na nékteré otazky, které se asi samy vnucuji ¢tenafi.

1. Jaka je ,pfic¢ina” zminénych sporti — feceno po-
nékud presnéji, ¢im se vyznaéuji podobné ,spcrné”
mnoziny ?

Ve dvou ptikladech, které jsme uvedli, a také v ji-
nych podobnych pripadech obsahuje ,,definice” uvaZo-
vané mnoziny jakysi logicky kruh; to je pravé charak-
teristické pro takové ,,sporné” mnoZiny.

Tento kruh spoéiva, jak se Ctendl muZe presvédéit
na naSich prikladech, zhruba Feceno v tomto: Abychom
zjistili, zda uréity prvek a patfi do takové ,sporné”
mnoziny, musime nejdfive védét, jaké prvky tato mno-
Zina obsahuje, tedy mimo jiné, zda obsahuje tento
prvek a.

2. Je theorie mnozin ,,odpovédna” za tyto spory, t.].
vyskytuji se podobné spory pouze v theorii mnoZin
anebo také tehdy, kdyz uZivame pouze tradi¢nich po-
jmi, jako vlastnost a pod.?

Odpovéd je vlastné jasna a vyplyva jiz z toho, Ze
muzZeme (viz odstavec 6'1) vzdy mluvit o vlastnosti
misto 0 mnoZiné a naopak. \

Uvedeme piiklad vlastnosti, ktera odpovida ,,sporné”
mnoziné ,normalnich” mncZin. Budeme Fikat, Ze né-
jaka vlastnost je impredikabilni, kdyZz se ne-
vztahuje sama na sebe. Tak na pfiklad vlastnost ,,ab-
straktni” neni impredikabilni, nebot je sama abstrakt-
ni, kdeZto vlastnost ,,éerveny” je impredikabilni, proto-
Ze sama neni ¢ervena. Ptame se nyni, je-li vlastnost
mimpredikabilni” sama impredikabilni. Pfedpokladej-
me, Ze jest; pak se vztahuje sama na sebe, tedy neni
impredikabilni. Piedpokladejme tedy, Ze impredikabilni
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neni; pak se nevztahuje sama na sebe, tedy jest impre-
dikabilni. Tak nebo tak, dospivame vzdy nutné ke sporu.

3. Jakym zplscbem se daji vylouéit ,,sporné” mno-
ziny a jaké disledky to ma?

Nejdfive musime odpovédét na pripadnou namitku:
Jjak miZeme vylucdovat néjaké mnoziny jen proto, Ze se
nam nehodi? — Ve skuteénosti vyluéujeme pouze n e-
korektni definice, lépe Fefeno ,,pseudo-defi-
nice”, které nic nedefinuji, nebot samy obsahuji spor.
Takové pseudo-definice jsou definice mnoZin v obou
naSich prikladech z tohoto odstavce, jakoz i definice
vlastnosti ,,impredikabilni”.

Jak tedy miZeme vylouéit takové pseudo-definice?
Jsou zde dvé cesty. PredevSim lze vybudovat theorii
mnozin axiomaticky, pravé tak, jako kterykoliv mate-
maticky obor, na piiklad elementarni geometrii. Vy-
louéime tim ,,sporné” mnoZiny, avSak — jak se uka-
zalo, kdyZ takova axiomaticka vystavba byla skutec¢né
provedena — spolu s nimi musime vyloudit také neé-
které nezavadné mnoziny. Mimo to nejsou timto postu-
pem dotéeny ,,sporné” vlastnosti jako ,,impredikabilni”
2 pod.

Zasadné se odstrani podobné spory teprve revisi tra-
di¢éni logiky. Tato revise spo¢iva mimo jiné v tom, Ze
se nékteré zdanlivé korektni vyroky prohlasi za nepfi-
pustné, t. j. nemajici smysl; spadaji mezi né na p¥iklad
vyrcky, ve kterych je néjaka vlastnost vztahovana na
sebe samu. ,,Definice” impredikability nemé potom vii-
bec smyslu a viechny analogické spory a paradoxy od-
padnou.

Obratime se nyni k pojmim relace (vztahu),
funkce (obecnéji zobrazeni) a proménné. Nej-
dfive si zavedeme jéden velmi dilleZity pomocny pojem.

6'6. Kartézsky soudin, Necht jsou dany mnoziny A
a B. Mnozinu vsech dvojic (a, b), kde a je prvek mno-
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Ziny A, b je prvek mnoziny B, nazveme kartézskym
souc¢inem mnozin A a B a oznacime 4 X B. P¥i tom
u dvojic zalezi na poradi, takZe (a, b) a (b, @) jsou
rtizné dvojice, oba ¢leny dvojice mohou vSak byt totoz-
né, t. j. (a, @) povazujeme rovnéz za dvojici, pfi cemz
oviem (a, @) leZzi v A B tehdy a jen tehdy, kdyz
acd aacB. ’

Priklady kartézského soucinu: 1. Necht 4 ma
dva prvky: a,, @,, B ma rovnéz 2 prvky: b,, b,. Potom
AX B ma ¢tyii prvky: (e, b,), (@, b)), (a, b)),
(a,, b;). Kartézsky soufin 4 X A ma rovnéz étyri
prvky: (e, a), (a,a)), (a,a), (@, a,).

2. Budiz F mnozina viech redlnych éisel. Pak EX E
je mnoZina vdech dvojic realnych éisel. JeZto kazdy bod
roviny je uréen dvojici realnych ¢isel (totiZ svymi kar-
tézskymi soufadnicemi) a obracené kazda dvojice real-
nych &isel uréuje bod roviny, miZeme interpretovat
E X E jako rovinu a povazovat rovinu za kartézsky
soucin piimka X pFimka.

Podobné jako kartézsky soucin dvou mnoZin, lze de-
finovat také kartézsky soucin” libovolného koneéného
poétu mnozin, Tak A X B C je kartézsky souéin mno-
Zin 4, B, C, t. j. mnoZina vSech trojic (a, b, ¢), kde
a e€A,b e B, c ¢ C. Obdobné jiko jsme interpretovali
rovinu, miZeme také interpretovat obvykly trojroz-
mérny prostor jako kartézsky souéin — piFimka X
X primka X pfimka.

6'7. Relace. Necht je dan uréity vztah mez prvky
mnoZin A a B. (PFiklad: A — B je mnozina real-
nych éfsel; jde o vztah ,,...vétsi, nez...”, t. j. vztah
x>19y.) To zmamena: je dan uréity vztah, ktery ma
smysl (je definovan) pro libovolné prvky x ¢ A,y ¢ B;
splnén miiZze byt pro vSechny, pro nékteré nebo pro
zadnou dvojici ,y. Potom mnoZina v3ech dvojic (a,b),
kde a ¢ A, b ¢ B, takovych, Ze a a b jsou v uvaZova-
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ném vztahu, je ¢éasti kartézského soudinu 4 X B. Na-
opak, je-li dina mnoZina M C A X B, je tim dan vztah
mezi prvky mnozin A a B; totiz vztah (z, y) ¢ M.
Kazdému vztahu mezi prvky dvou mnozin je tedy pfi-
fazena éast jejich kartézského souéinu a naopak.

Priklady: 1. Vztah #*<y (za x a y se dosazuji
realnd ¢isla). 0dpov1da miu, interpretujeme-li ¢isla
jako body roviny, vnitfek ]lSte paraboly. 2. Vztah
22 4-y* = 2xy. Tento vztah je splnén pro libovolna
realna é&isla x, y. PfisluSsni mnoZina je tedy totoina
S celou rovinou. 3. Vztah x* 4 9* < 2zy (zax a y se
dosazuji realnd ¢isla). PFislusnd mnoZina je ziejmé
prazdna.

V odstavei 2'1 (str.16) jsme Fekli, Ze kaZdy vztah je
vyjadien vyrokovym Vvzorcem (s nekohka neurditymi),
na priklad vztah ,,>” je vyjadfen vyrokovym vzorcem
,»% je vétSi nezy". Je viak zfejmé, Ze tentyz vztah mize
byt vyjadfen riznymi vyrokovymi vzorci. Tak vztah
,vetsi” je vyjadien také vyrokovymi vzorci ,, x—y > 0",
27> 2¥” atd., jeZ jsou ovSem vS8echny navzajem ekvi-
valentni. OvSem, nebylo dosud FeCeno, €emu vlastné
rikime ,,vztah”, takZe neni ani jasné, co znamena ,ten-
tyz vztah”. Nyni vSak jiZ miZeme definovat termin
»vztah” na zakladé pojmu mnozZiny a kartézského sou-
¢inu, a to tak, Ze nebude zileZet na tom, jakym vy-
rokovym vzorcem je vyjadfen, nybrz jen na tom, které
prvky jsou v daném vztahu.

Rekli jsme totiZ, Ze kaZdému vztahu mezi pryky mno-
zin A a B odpovida vzijemné jednoznaéné uréita mno-
Zina dvojic (a, b), kde a ¢ 4, b ¢ B. Nyni viak piimo
definujeme: Vztah (relace) mezi prvky mno-
ZinAaB jeurcita mnoZina dvojic (a,b),
kde a ¢ A, b B. Dva vztahy povazujeme podle toho
za totozné, kdyz jsou totoZné jako mnoziny. Touto de-
finici nezavaddime ovSem nic podstatné noveho, reduku-

¥we

jeme v8ak pojem vztahu na jednodussi pojem mnozZiny.
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6'8. Zobrazeni a funkce. KdyZ kazdé hodnoté veli-
¢iny x odpovida uréita hodnota veli¢iny y, pak Fikame,
Ze y je funkei x. Touto ,,definici” je dobfe vystiZena
podstata funkce (obecnéji zobrazeni) — totiZ to, Ze
pfifazujeme kazdému prvku jedné mnoZiny urcity
prvek druhé mnoziny. PFi tom jde o Cisté logické pfi-
fazeni podle piedem daného pevného, jinak vSak libo-
volného predpisu; neni viibec nutné, aby se zobrazeni
dalc vyjadFit néjak ,,pFirozené”. Tak neni nutné, aby
se funkce dala vyjadrit pomoci zakladnich aritmetic-
kych operaci a pripadné limitniho pfechodu; staéi, aby
byl dan predpis, podle kterého je kaZdému éislu pii-
Fazeno uréité Cislo. MiZeme tedy Fici: jsou-li dany
mnoZiny A a B a piedpis, podle kterého je kaZzdému
prvku mnoZiny A pfifazen jeden uréity prvek
mnozZiny B, pak je tim danc zobrazeni mnoziny A do
mnozZiny B. Prvek mnoZiny B, ktery je pfi tom pfi-
fazen prvku x ¢ A, nazyvame obrazem prvku x. Ve
speciadlnim pfipadé, kdyz B se sklada z realnych, resp.
komplexnich éisel, mluvime misto ¢ zobrazeni o funkei
(realné pripadné komplexni). '

Zobrazeni miZeme ziejmé povaZovat za zvlastni pii-
pad vztahu. Je-li totiz dano urcité zobrazeni, pak je
tim dan také vztah ,,y je cbrazem «”. Je-li naopak dan
vztah R takovy, Ze ke kazdému x ¢ A existuje praveé
jedno y¢ B, které je k nému v relaci R, pak je tim
dano uréité zobrazeni — totiz zobrazeni, které pri-
Fazuje kazdému x pravé toto jediné y.

Tato okolnost vede pfimo k definici zobrazeni jako
uréité podmnozZiny kartézského souéinu. Definujeme
totiz: zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B je ¢ast F
kartézského souéinu A X B takova, Ze ke kaZdému
xeA existuje praveé jedno yeB, pro néz (x,y) ¢ F.
Podle této definice budeme tedy nazyvat zobrazenim
(pFip. funkei) pravé to, emu se v piipadé realné
funkce Fika graf funkce.
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Uvedme dva priklady: 1. Necht 4 je mnoZina
realnych ¢isel, F je zobrazeni 4 do 4 (t. j. redlna
funkce) a obrazem F(x) ¢isla x je jeho ¢tverec x2. Pak
podle nové definice F je mnoZina bodl se soufadnicemi
xz, 2. 2. F je‘wobrazeni mnoZiny {a, b} do mnoZiny
{¢, d}; obrazem prvku a je ¢, obrazem prvku b je d.
Pak F je mnozina {(a, c), (b, d) }.

Opakujeme jesté stru¢né: funkce je specialni pripad
zobrazeni. Zobrazeni je — Feéeno nepresné — predpis,
kterym je kazdému prvku z mnozZiny A pfifazen prvek
z mnoZiny B. Refeno presnéji, zobrazeni je mnoZina
dvojic (prvek; pfifazeny jemu prvek).

6'9. Proménné veli¢iny. V matematice a fysice mlu-
vime éasto o proménnych veliéinach. P¥iklad: Teplo-
ta je v uvaZovaném télese proménnou veli¢inou. Zna-
mena to zde toto: v kaZdém bodé télesa je v kaZdém
okamziku zcela urcita teplota (jez vSak je obecné riz-
na pro rizné body a okamziky). Kdyz mluvime o pro-
ménné veli¢iné, myslime tim pravé souhrn uvaZova-
nych bodil a okamzZikl s pFisluSnymi k nim hodnotami.
Podle toho je tedy proménna veliéina spe-
cidlnim pfipadem zobrazeni: kazdému
prvku uréité zakladni mnoZiny (v naSem piikladé bo-
diim v prostoru a Case) je prifazeno ¢islo (v nasem
prikladé teplota v tomto bod€), pripadné skupina éisel,
vektor a pod. Daldi dva pFiklady: 1. Potencial
(v dané oblasti) je proménnou veli¢inou. To znamena:
v kazdém bodé ma potencial uréitou hodnotu (obecné
od bodu k bodu riznou). 2. Obsah primétu trojahel-
niku o dané délce stran na danou rovinu je proménny.
To znameni: pro kaZdou polohu trojihelnika ma pru-
mét uréity obsah. TotéZz muZeme Fici jinymi slovy jesté
takto: obsah primétu trojahelniku s danymi stranami
je funkci jeho polohy.

Specidlnim meznim pfipadem proménné veliéiny je
konstanta, tedy proménna veliGina, jez ma vSude stej-
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nou hodnotu. Na pfiklad podil obvodu a poloméru
kruhu je konstanta, t. j. ma uréitou hodnotu pro kaZz-
dy kruh a pf¥i tom je to hodnota pro vSechny kruhy
tataz.

V matematice se o proménnych mluvi v rtzném
smyslu. Tak na piiklad, kdyz mluvime o ,,funkci dvou
proménnych” nebo o ,funkci komplexni proménné”,
pak jde jednoduse o funkei, ktera prifazuje uréité ¢islo
kazdé dvojici éisel (z urdité mnozZiny), resp. kazdému
komplexnimu éislu (z uréité mnoZiny). V tomto p¥i-
padé nejde o Zadné proménné v tom smyslu, jak jsme
si je pravé charakterisovali. Jiny pfipad mame, kdyz
fikame ,,na plose P je proménna z funkci proménnych
zay"”. Zde jsou x, y, z soufadnice bodu v prostoru
(v uréitém soufadnicovém systému). Jsou to tedy
skuteéné proménné, t. j. funkee, které prifazuji uréité
éislo (zde soufadnici), kaZdému prvku zikladni mno-
Ziny — zde kaZdému bodu prostoru. KdyZ fikime ,,na
ploSe P je proménna z funkci proménnych x a y”, pak
to znamena toto: existuje ,,funkce dvou proménnych”,
t. j. funkce, definovana pro dvojice ¢isel — oznacime
Ji f — tak, Ze pro libovolny bod A plochy P je z(4) =
= flz(4),y(4)}; x(4), y(4), 2(4) maéi zde sou-
Fadnice bodu A — jinak feéeno, hodnoty proménnych
x,Y,2 vbodé 4.

Pripominame jesté, Ze mezi proménnou a neuréitou,
tak jak jsme si je zavedli (sr. odst. 2'1), je zasadni lo-
gicky rozdil.

n,Proménnou” jsme si zavedli jako zvlastni pfipad
zobrazeni; je to tedy ¢€isté matematicky pojem. Na-
proti tomu ,,neurditd” je pojem z logiky, totiz z t. zv.
theorie Fedi (logické) a znameni znacku, za ni% se mo-
hou podle uréitych pravidel dosazovat jiné znaéky
(v. odst. 2'2). RoazliSovani téchto termind se sice ne-
dodrzuje (v logice i v matematice se mluvi o promén-
né), pojmy jsou vSak podstatné rizné.
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