O mnohothelnicich a mnohosténech

I1. Vypuklé mnohotihelniky v roviné

In: Bohuslav Hostinsky (author): O mnohothelnicich a
mnohosténech. (Czech). Praha: Jednota ¢eskoslovenskych
matematikt a fysika, 1947. pp. 9-22.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403149
Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403149
http://dml.cz

II. VYPUKLE MNOHOUHELNIKY V ROVINE

\

5. Vypukly mnohothelnik. Mnohothelnfk je vypukly (neboli
konvezni), vyhovuje-li ka?d4 jeho strana A4;4;,, této pod-
mince: .ProdlouZime-li ji v obou smyslech do nekoneéna,
nemd Zddného daldfho bodu spoledného s obvodem mnoho-
thelnika mimo body tsedky Ardi4,.

- Prikladem vypuklého mnohodhelnika je rovnobsinik
(obr. 7a). Naproti tomu &yrihelnfk ABCD v obr. 7b nenf
vypukly, nebot strana CD prodloufend za
bod D (prodlouzeni je v obr. 7b vytedkovdno)
protind stranu AB v bodé E.

Z obrazce 7b vyplyvi, Ze .
vniténi thel yypuklého mno- /7 ¢
hothelnfka nenf nikdy vy- D 2
pukly; viechny vnitfni ihly * y ,
vypuklého mnohoihelnika Obr. 7a. Obr. 7b.
jsou duté.

6. Pravidelné' mnohothelniky, Podle odst. 4 je souSet vniti-
nich Ghld v n-uhelniku roven (n — 2) 7. Jsou-li tedy viechny
vnitfn{ 1hly v n-tihelniku stejné, md kaidy z nich velikost

!

c

(1 — —727) 7, je tedy duty.

Mnohothelnik, jehoZ vechny strany jsou stejng dlouhé
a vBechny vnitini dhly stejnd veliké, nazyvéd se pravidelny.
Podle prdvé uvedené pozndémky jsou vniténi uhly pravidel-
ného mnohoihelnika duté a totéi plati o jeho wvnéjdich
thlech. Vnéjdi thel v pravidelném n-thelniku je roven
27 : n, ponévadZ soudet véech vnéjiich je 27z (odst. 4b). Tak
pravidelny (rovnostranny) trojihelnik md vnéj§f thel
27 : 3 = 120°; pravidelny &tyrahelnik, t. j. &tverec, m4d
vnéjsf dhel x : 2 = 90°, atd.

Budte A, B, C tfi sousedni vrcholy pravidelného n-Ghel-
nika a « jeho vnitfni dhel. Rozpiilime-li vnitin{ Ghly pfi 4
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a B, protnou se pulici piimky v bodé §; ABS je rovnora-

menny tromhelnik (SA = 8B), jenz mé pii zékladns AB
thly }«. Piliei piimka CS vnitfniho dhlu pfi C prochézi
rovnéz bodem S (obr. 8) a to plati viibec o pilicf pifmce
kazdého vnitfntho dhlu; S4 =
s = SB = 8C = ..., viechny vrcholy
ABC ... maji od bodu 8§ stejné vzda-
/ lenosti. Bod S je stfedem kruZnice
f opsané n-thelnfku. Kterdkoli jeho
strana je t&tivou této kruZnice a
neprotind, prodlouZime-li ji, obvod
n-Ghelnika v dalsim bod&. Pravi-

delny] mnohothelnik je vypukly.

7. Obraz normély u vypukliého mnohodhelnika. a) Kolmice
vzty&end na stranu n-thelnfka v libovolném jejim bod& na-
zyvé se normdla té strany. Kazd4 strana md vnéj# normilu,
kterd miff ven z n-tihelnika a vnitfni normdlu, kterd mif{
dovnitt. V nédsledujicim budeme nazyvati vnéjsi normé,lu
zkritka normélou; jen smér normdily bude niti vyznam,
nezéleZ{ na tom, ve kterém bodé uvaZované strany normalu
sestrojime. 7

b) Kolem pomocného bodu O opfSeme kruZnici k jednotko-
vym polomérem. Norm4lu (vnéj8f) strany 4,4, daného vy-
puklého mnohotihelnika oznaéime zkritka I, normélu strany
AzAa oznadime 2 atd. V obr. 9
je vypukly pétiihelnik s pi-
slusnymi pétisméry 1,2,3,4,5
normdl. Vedme nyni v kruZnici
k poloméry 01, 02, ... po Fadé
souhlasné rovnobéiné s onémi
normélami. Bod I na kruZnici
k se nazyvé obraz normdly 1 . Obr. 9.
mnohothelnika; bod 2 na k je
obrazem normily 2 atd. KaZd4 normila mé sviij urdity
obraz na k.

[]
Obr. 8.
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8. Zaoblen§ vypukly mnohoGheinlk. a) Ve vSech bodech
obvodu vypuklého n-thelnfka A4,, 4,, ..., A, sestrojime
kolmice, vidy ve smyslu vné&jif normily, 4 naneseme na
kaZdou tsedku délky k& tak, Ze jeden koncovy bod tdsedky
lezi na obvodé. Druhé koncové body napliiuji dsetky B,C,,
ByC,, ... (viz obr. 10, kde je » = 5) po Fadé rovnobéZné se
stranami n-tthelnika a stejné 8 nimi dlouhé:

BICZ # A1A2’ Bzos :H: AzAa» o
Necht jsou o'y, &'y, ... po Ffadé vnéjsi dhly mnohodhelnika.
Uhel C,4,B, je roven «’;, nebot C,4, stoji kolmo na 4.4,
a B4, kolmo na 4,4, (obr.
10). Podobné je uhel C,4,B,
roven o'y atd. OpiSeme-li ko-
lem A, kruhovy oblouk C.B,
polamérem £, kolem A, kru- &
hovy oblouk C,B, se stejnym
polomérem atd., doplni se ty-

% 2 !
to oblouky s tdsetkami B,C,, 2 » ‘Vq)‘
B,C, ... na souvislou uzavte- vp
nou &iru C,B,C,B,C, B, ... BaC,,
kterou nazveme zaoblenym vy- Obr. 10.
puklym n-ihelntkem sestroje- .
nym rovnobdiné k pivodnimu 4,4,4, ... ve vzddlenosti k.

b) Norm4la I sestrojend k strand B,C, v libovolném jejim,
bodé m4 stejny smér s normélou sestrojenou ke strané 4,4,
ptivodniho z-Ghelnika; podobné norméla 2 sestrojend k B,C;
m4 stejny smér s noralou k 4,4, atd.

Za normélu v nékterém bodé M kruhového oblouku,C,B,
povaZujeme polomér A,M (v obr. 10 vytetkovany); tato
norméla m4 na kruZnici ¥ obraz m. Pohybujeé-li se bod M
podél oblouku C;B,, méni se smér nbrm\ély tak, Ze jeji obraz
vytvoif na k oblouk se stfedovym dhlem «',. Obecnd obrazy

vSech normdl sestrojenych k bodim oblouku CyB) opsaného
kolem A, napliiujf oblouk kruZnice k se stiedovym vdhlem «';.
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Ponévadz
n
ZOL"; = 275,
k=1

tvoli vSech = obloukil opsanych kolem vrehold 4,, 4,,... 4,
plivodniho n-idhelnfka, dohromady kruZnici o poloméru ;
obrazy viech norm4l zaobleného mnohothelnika napliujf
tedy celou kruZnici k. Shrneme takto: KaZdy bod na obvodu
zaobleného mnohoihelnika md uréitou normdlu a kazdy bod na
kruznict k je obrazem jedné z téchto mormdl; pfi tom oviem
maj{ viechny body strany B,(C; stejny smér normily, po-
dobné viechny body strany B,C; atd (viz obr. 10).

9. Opdrné pHimky vypuklého mnohodhelnika. a) Budiz 4,4,4,...
vypukly z-thelnik (v obr. lla je A4,4,4;,4, & yrihelnik),
k n&mu? sestrojime rovnobéiny zaobleny n-thelnik ve vzd4-
lenosti k. Na jednom z kruhovych oblouki, jeZz jsou ¢istmi
obvodu zaobleného mnohoihelnika (na pf. na oblouku C,B,
opsaném kolem bodu 4,), zvolme bod M a budiz a pfislusny
smér vnéj§i normély (prodlouZeného poloméru). Sestrojme
tednu ¢ k -oblouku kruZnice v M; ¢ je kolméd ke sméru a.

Obr. 1la. - Obr. 11b.

Predpoklédejme nyni, e h se bliZi k nule a Ze se pfi tom
sm&r a neméni. Bod M se tedy blizi podél uréitého poloméru
ke stfedu 4, kruznice a pHmka ¢ se bliZi limitnf poloze #,
(viz obr. 11b, kde je zndzornén limitni tvar zaobleného &Etyr-
tihelnika pro lim » = 0 totoiny s piivodnim &tyrihelnikem
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A4,4,4,4,). PHimka ¢, mé s obyodem 4,4,4;4, jediny spo-
leény bod A,

b) Opérna pFimka zaobleného vypuklého mnohothelnika je
nézev pro pfmku, kterd je bud prodlouZenou jeho stranou
(jako na pF. B,Cy v obr. 11a) nebo te¢nou nékterého z kru-
hovych obloukt tvoficich jeho obvod (]ako na pf. ¢ v obr.
11a).

Opérnd pfimka vypuklého mnohothelnika nezaobleného je
nézev pro pifmku, kterd je bud jeho prodlouZenou stranou
(na pt. A, 4, v obr. 11b) nebo prochézi jeho vrcholem a nemé
24dného dalstho bodu s nim spoledného (jako na pf. ¢,
v obr. 11b).

¢) Ka¥dé opérné pimce ¢ vypuklého mnohouhelnﬂ{a. (za-
obleného nebo nezaobleného) paté uréity smér normdly.
Sledujme, jak se ten sm&r méni, zaujim4-li ¢ postupné viech-
ny moZné polohy (t. j. vali-li se ¢ po obvod& mnohothelnika).
Dochdzime k vysledku: Odvali-li se pf{mka ¢ podél celého
obvodu, prob&hne obraz normily celou kruznici k. Obrazy
véech normdl vypuklého mnohothelnika naplriuyi celou kruZ-
mcz k; normdla kaZdé jeho opérné primky md za obraz urity
bod na krufnici k a naopak kazdy bod kruZnice k je obrazem
normdly k jediné urc‘zté opérné primce.

V obr. 12 je plny ihel s vrcholem ve sti'edu
kruZnice k rozdélen na &tyfi 8dsti o'), o'y, &'y, '
«’y; obvod kruinice k se tak dé&lf rovnéZ na QQ
Etyfi 4sti. Jedna z nich je vytvoferfa obrazy : B
normdl pro ty opérné piimky, které prochd-
zeji vrcholem A, &tyrihelnika 4,4,4,4, (obr, Obr-12.
11b), druhd je vy‘tvoi‘ena. obrazy normél pro
opérné pifmky jdouci vrcholem 4, tyrihelnika atd.

10. Sitka vypukiého ‘mnohoGhelnika. a) Budiz M vypukly
n-thelnik a k jednotkovd kruZnice, jejiz body jsou podle
odst. 9 obrazy norm4l sestrojenych k op&rnym piimkdm
n-tihelnfka M. Volme na & pér protilehlych bodd 1 a 2, takZe
jejich spojnice 12 je primérem kruZnice k. Bodu I odpovidé
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urlitd opérnd pimka #, n-thelnika a bodu 2 jeho opérnd
piimka t, rovnobéZnd s ¢;,. Naopak ke ka?dé opdrné pimce
t, daného vypuklého ninohovhelnika patH jind jeho opérnd
ptimka ¢, rovnobéZnd s ¢; a obrazy pisluinych dvou norm4l
jsou koncové body priméru v kruZnici k. Vzdélenost dvou
rovnobdinych opdrnych piimek ¢, a ¢, méfend podél jejich
spoleéné kolmice nazyvd se §ifkou vypuklého mnohoihel-
nika ve sméru 1 nebo 2. V obr. 13 jsou dva piry opérnych
piimek obdélnfka 4 BCD. Opérné pHmky prvnfho piru maji
normily ve smérech 1 a 2, a pifsludnd Sifka obdélnika je
MM’'; pifmky drubého péru maji
normély ve smérech 3 a 4 a pfislus-

nd sfika je NN'. _
° T, b) Z obr. 13 je zfejmo, Ze &ifka da-
‘ ! D\ ného n-ihelnika v daném sméru zd-
. visf na tom, jak ten smér volime.
s d Stfka obdélnfka 4 BCD mé nejmensi
- hodnotu ve sméru kolmém k AB
: nebo k CD (je.li AB > AD) a nej-
Obr. 13. vétdi hodnotu ve sméru kolmém

k ublopfitce AC nebo BD.
c¢) Rozdélme obvod jednotkové kruZnice k o stiedu O na
sudy potet 2m stejnych dili a oznadme délicf body 1, 2, ...,
2m. Polopaprsky (poloméry v k), jez vedou z O k jednotli-
vym délicim bodim, oznadfme po Fadé z,, z,, ..., Tom. Kazdy
z nich m4 smér normély sestrojené k urtité op&rné pkmve
daného n-ivhelnfka. Polopaprsky z, a zn+; maji protivmé
smysly, podobnd z, a Tp, g, obecnd z; a xpyq. Je-li 8 &ffka
n-thelnika ve sméru § ($j2m = 8; pro j = 1,2, ...,m), je
stiedni hodnota &ffky ddna vyrazem

S +38+ ... + %m

m

nebo, oznadime-li soudet symbolem Z,
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T'ato stfedni hodnota zdvisi na m a na tom, jak volime po-
lohu prvniho délictho bodu na k. Limitni hodnota

lim — ) s 1
m—wo M ]gl ! ( )
je véak &slo, které — je-li n-Ghelnik M ddn — nezdvisf ani
na m ani na poloze prvnfho délietho bodu na & a které se na-
zyvé stfednt $ifka mnohodhelnfka.

Hodnotu limity (1) vypoéteme v odst. 12; budeme k tomu
pottebovati dvou formuli pro obsah vypuklého mnohothel-
nika, které odvedime v odst. 11.

I. Vity o obsahu vypuklych mnohodhelnikd. a) Budiz L,
obvod, (délka obvodu) daného vypuklého n-thelnika M,
a P, jeho obsah. Sestrojme zaobleny mnohothelnik M rovno-
béiny k M, ve vzdélenosti & (A > 0); viz odst. 8. Je-li L
obvod mnohothelnika M a P jeho obsah, klademe si za
tlohu vypodisti L a P jako%to funkce veli¢éin L,, P, a k.

Z obr. 10, kde A4,4,4; ... je n-Ghelnik M, (n =5 v obraz-
ci), plyne: Obvod L se skldd4 jednak ze stran B,C,, B,Cy, ...,
jednak z kruhovych obloukd C,B,, C,B,, ... Strany BiCr1
(t=1,2,3,...)) jsou po fad& rovny strandm n-thelnike M,
totiz

B,Cy = A,4,, B,Cy = AuA,, ...,
takZe jejich souet se rovnd L,. Oblouky C,\B,, C,B,, ...
opsané polomérem A majf stiedové uhly «'y, &'y, ... TOVNé PO
Fadé vnéjiim Ghlim mnohoihelnika Z,; ponévadZ (odst. 4c)

&y F o'y ool an = 2m,

je soudet viech téch oblouki roven obvodu kruZnice o polo-
méru A:

OB, + By + ... +.CaBn = 27h.
Hledané formule pro obvod L je tedy .
L = Ly + 2nh. (1)



b) Obsah P skldd4 se z obsahu P,, z obsahu n obdéinfk#
4,B,CyB,, A;B,C3B;, ... a z obsahu n kruhovych vyseéi
o poloméru h se sttedovymi dhly po fad® rovnymi &,
o'y &5 Zé,kl&dny onéch obdélnikd A4,B), A,B,, ... maji
soudet rovny L,; viechny obdélniky ma]i stejnou vysku A,
takZe soudet obsahi viech obdélnikii je Lyk. Soudet viech
kruhovych vysedt je cely kruh o poloméru %; jeho obsah je
nh?. Hledand formule pro obsah P je tedy*)

P =Py Ly . h + nh2. (2)

c) Obsab vypuklého n-ihelnika nezaobleného vypodteme
timto zpisobem:

Budiz 8 bod zvoleny uvnitf n-ihelnika, I, delka. jedné jeho
strany a p, jeji vzddlenost od § (t. j. délka kolmice spusténé
z bodu S na onu stranu, vidy kladné &itand); budiZ pak I,
délka druhé strany, p, jeji vzddlenost od S atd. Spojnice,
kterymi se spojuje bod S s jednotlivymi vrcholy z-ihelnika,
délf n-ihelnfk na = trojihelnfkii. Prvni z nich md zdkladnu
o délce I, a vySku p,, tedy obsah }p,l,, druhy md obsah
3pely atd. Obsah P, vypuklého nezaobleného n-thelnika,
jehoZ strany maji délky 1., I, .:., I, a vzddlenosti p,, p,, ..., Pn
od bodu S voleného uvnitf n-tihelnika, je tedy dén vzorcem

b+ ...+ Paln
P0=?1l1+1’22‘2|'. 1 Pnln @)

d) Uvedme jesté vzorec pro
obsah @ obrazce SAB (obr. 14)
omezeného jednak kruhovym
obloukem AB o poloméru % a
stfedu C, jednak tsedkami SA4
a SB. Mysleme si celou krui-
nici, jejiz &ést{ je oblouk AB,
Obr. 14. rozdélenu na 2m stejnych dila.
¥Nékolik délicich bodi, feknéme

*) Formule (1) a (2) jsou obdobné vzorcim pro povrch a objem
vypuklych mnohostdnd, které odvedil J. Steiner (viz odst. 34).
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r (v obr. 14 je r = 4), bude na oblouku AB; éislo r zdvis{
na m (a také na volb& prvniho déliciho bodu) a je tim v&ti,
&m je m v8ta. V délicich bodech sestrojime tetny ke kru-
hovému oblouku A.B, tedny tvoii podél AB &dst pravidel-
ného 2m-dhelnika opsaného kruZnici o poloméru k. BudiZ
2 délka jedné strany -tohoto 2m-ihelnika a ¢ délka pii-
slu§ného kruhového oblouku se stfedovym ihlem rovnym
(27n) : (2m) = 7 : m; je tedy

d

.k

4
= —
- m
Trojuhelnik, ]ehoi zdkladnou je jedna z r stran o délce A
a jenZ md yrchol v §, nazveme ,,elementémi trojihelnfk«;
jeho obsah je :

o

2 ’
kde p’ znadf vzddlenost jeho zdldadny (tedny. kri¥nice) od
bodu §. Soudet viech r elementédrnich trojihelniké ms,
roste-li m do nekonetna, za limitu plochu @ nageho obrazce
SAB. Je tedy

A ’
Q=1lim ¥ 2%

m—w k=1

p' i znadf vzdalenost k-té strany A od bodu S. PonévadZ pak*)
je

a tedy, dosadime-li na misto o shora odvozeny vyraz,

*) Odvoldvéime se na vétu: Strana pravidelného m-thelnfka opsa-
ného kruznici délend m-tym dilem obvodu kruZnice ddvé podil rovny
v limitdé jednotce, roste-li m do nekoneéna. :

33-2 ) 17



LU T (4)

2 oo m
Roste-li m do nekonedna, roste té% r do nekonedna.

12. Cauchyova vdta o stfednl 3lfce vypuklého mnohodhelnika.
a) Vratme se nyni k tdloze vyslovené na konci odst. 10, totiZ
k vypodtu limity (1) odst. 10. Za tim tvdelem vyjddifme
dvojim zpiisobem obsah P zaobleného n-tuhelnfka M sestro-
jeného rovnob&iné k M, ve vzddlenosti & (srv. odst. 11);
srovndnim obou prisluénych vyrazii dostaneme hledanou
hodnotu.

Prond zpisob vypottu P poskytuje vzorec '(2) odst. 11.
Je-li L, obvod n-tihelnika M, a P, jeho plodny obsah, plati

. P = Py 4 Lh + k2. (a)

Druhy zpiisob vypodtu: zvolme uvnité M, bod S a spojme
S piimkami se viemi vrcholy zaobleného n-ihelntka M
(jeho vrcholy rozumime body, v nichZ se pf{mocdaré &dsti
obvodu stykaji s kruhovymi oblouky). Tak se rozdéli vnitfek
M jednak na trojGhelnfky, jich obsah se pogitd podle (3)
odst. 11, jednak na knvo%:ré trojﬁhélniky; jichZ obsah se
potitd podle (4) odst. 11. Vfobr. 15 je M, rovnobéZnik o stra-
néch 1,5, 1,1, Pomocnou kruZnici o poloméru % délime
v obrazci na 12 dfli (m = 6); na kruhovém oblouku o stfe-
du A (a také na oblouku o stfedu C) budou &tyfi délici body,
na oblouku o stfedu B (nebo
D) budou dva délief body.
BudiZ ¢, vzdélenost k-té stra-

;, ny n-thelnika M, od S a tedy
(qe + k) vzdélenost k-té strany
n-Ghelnika M od S. K tedné

¢ t; kruhového oblouku sestroje-
) ) né v j-tém délicim bodé vedme

. rovnobétku stfedem kruZnice

Obr. 16. (na p¥. bodem A v obr. 15,

18



jenZ je stfedem oblouku C’A4’). Vzddlenost této rovnob&iky
od S budiZ p;, takZe ¢; mé od S vzddlenost (p; + k). Seétéme
obsahy v8ech » trojihelnikd jako SA’'B’ a obsahy viech
n obrazci jako SC’A’. Podle uvedenych vzorcd bude

2m
, > k
Z (4L+h)lk+7t im ,_-‘:1(?’.*_ )
2 2 o m '
Soudet za znamenim lim mé, 2m &lend, nebot viech n kru-
hovych obloukd, jeZ jsou édstmi obvodu obrazce M, mé
dohromady 2m-délicich bodid. Vzhledem k tomu, Ze

n n
ade _ nh h_ .,
k;T_Po, kgllk_Lo, 5 - 2m . — = 7k,

nabyvé vzorec pro P tvaru

Z p;

P= P.,+——+ hnf’=1’+nh’

Vzdélenost dvou rovnobéinych opérnych pimek obrazce
M, je jeho &itka, kterd se rovnd soudtu vzdalenosti, jeZ maji
jedna a druhd pHmka od §. V oznalenf odst. 10c je tedy

n+ ?m+1 =38, P2+ Pm+zg =982 s Pm + Pam = Sm»
a méme

\ Lk 7h ?"’ ‘
PPyt T4 T im i (b)

Pf'u'ovne]me vzorce (a) a (b). Vychdzi

2¢ 19



aneb -

5

D8

]jmf“;’=£’ 1)
m—ao M 7’

eo? jest Cauchyova véta: Stredni $iFka vypuklého mnohothel-
nika rovnd se jeho obvodu délenému &islem 7.

Zavedme stfedni hodnotu vzdélenosti p; opémych ptimek
od 8. Patrné je

2m m

21 Pj '21 8
lim == = lim == =2,
mo. 2M Mo 2M 2n

Stfedni hodnota vzddlenosti opérné pfimky od pevného bodu
voleného uvnitf mnohothelnika rovnd se jeho obvodu délenému
éislem 27; to je jiny tvar Cauchyovy véty.

b) Uvedme nékteré pifklady: Rovnostranny trojihelnik
o strané ¢ m4 stfedni Bitku 3z : 7 = 0,955 ... a; gtverec
o strané ¢ m4 stfednf &ffku 4e : 7z = 1,273 ... a; pr&delny
Sestivhelnfk o strané a mé st¥edni §itku 6z : 7z = 1,910...a

13. 0 vztahu mezi obvodem a Qbsahem' vypuklého -mnoho-
Ghelnfka. Z rovnic (1) a (2) odst. 11 vyplyvé snadnym vypoétem
L? — 4nP = L — 4nP,,

necht je b jakékoli (kladné) dslo. Ctverec obvodu zmen3eny
o 4andsobny obsah je tedy velitina, kterd md stejnou hod-
notu pro v§echny zaoblené mnohoihelniky rovnobé&iné

s danym.
Kazdy vypukly mnohotkelnik o obsahu P, a obvodu L, md

tu viastnost, Ze -
s : Ly —4nPy > 0.

Kofeny rovnice druhého stupné pro neznimou z:
jsou tedy pro kazdy vypukly 'l.nnohoﬁhelnik redlni. Neuvi.-
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dime zde obecny dilkaz této véty; potyrdime toliko jeji
platnost ve dvou zvldstnich pfipadech:
a) Je-li dén obdélnik o strané,ch aab,je
- Ly=2(a+0b), Py=abd a>0b>0,
Ly —47xPy = 4 [(a + b)* — nab]
= 4 [(@a—b)? + (4 —n)ab] > 0.
Srovnejme hodnoty vyrazu v lomené zévorce: pro rizné
obdélniky, které maji dany obsah P, — ab. Druhy ¢len
v loméné zavorce je pro né konstantni; prvni &len, totiZ
-(@ — b)? nabyvéd nejmensi moZné hodnoty, je-li a = b, t. j.
pro étveree. Z pFedchozi nerovnosti plyne, Ze ze vdech obdél-
nikd, které majt dany obsah, md ftverec nejmendt obvod.

- b)-Je-li ddna kruZnice o poloméru r, je strana a pravidel-
ného n-thelnfka vepsaného do té kruZnice déna vzorcem

@ = 2r sin l;'
n
obvod L, a obsah P, tohoto n-thelnika jsou
Ly = na = 2nr sin —7—t-,.
' n

nre 27 . T 7
P, = —sin — = nr?sin —. cos —-
2 n n n
Z toho plyne -
. n T
Loz—{n.;th.P(':O.'

r

Pongvad% tvhel z : n je .pro n=3,4,5,... v prvnim kva-
drantu, plati

T T n T
tg—=— > —tg—>1
gn>n’ ngn>

a tedy .
Ly —4nP, > 0 pro kaidé n. - .
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Podle véty
lim -SM =1
a0 &
je, poloiime-‘li a=m:nnebox =2n :n,
2
lim Ly? = lim 472r2 (ism i) ‘= 47?2
T n

n—-o n—> o

27\ -
lim 47z P, = lim" 4722 ( id sin _n) = 47?2,
27 n

n—® ﬂ—’m
a tedy g
lim (Ly® — 47P,) = 0.
n-—s o
Z toho plyme: lim L, = 2ar, t. j. obvodu kruZnice o poloméru
n—wo

r, a. hm P, = mr?, t. j. obsahu piislusného kruhu; ; pro obvod

La obsa.h kruhu P platf
L2 —4nP = 0.

22



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T12:04:47+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




