O mnohothelnicich a mnohosténech

IV. Mnohostény

In: Bohuslav Hostinsky (author): O mnohothelnicich a
mnohosténech. (Czech). Praha: Jednota ¢eskoslovenskych
matematikt a fysika, 1947. pp. 39-60.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403151
Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403151
http://dml.cz

IV. MNOHOSTENY

26. Jednodule souvisly uzavien§j mnohostdn. a) Mnohosté-
nov4 plocha nazyvi se.uzaviend, d8li-li prostor na dvé ¢dsti
(odst. 23a).

b) Mnohosténova. uzaviend plocha je jednodude souvisld,
rozpadd-li se kazdym fezem, jenz m4 tvar uzaviené a ne-
protinajici se &dry, na dvé &isti. Tak na pi. véechny stény
krychle tvoii dohromady jednoduSe souvislou plochu. PH-
kladem uzavfené plochy, kterd neni jednodude souvisld, je
mnohosténovd plocha majici tvar rému (obr. 29); profizne-
me-li ji podél vytetkované naznadené &iry, nerozpadne se
na dvé &4sti.

¢) Téleso omezené uzavienou a jednodude souvislou mno-
hosténovou plochou nazveme mnohostén; pfesn&;jsi oznaéenf
uzavieny a jednodude souvisly vy-
nechdvime, ponévadZz v dalSim jed: :
nime jen o mnohosténech tohoto P
druhu. i T
Mnohostén m4 urélty podet stén, i
ktery oznadime pismenem s; mé-li 83 |7} | . i
stén trojihelnfkovych, s, &tyrthelni- Va

kovych atd, je S
§ = 2om; M T o

soudet ., md konedny podet stitan-
cl a index n probfthé viechny mo#né hodnoty podinaje
hodnotou n = 3.

Mnohostén mé urdity podet vrcheld, ktery nazveme v. Je-li
Vn podet téch vrchold, v nich% se\sbihé vidy = hran, je

v = Dvp. 2)
Je-li b polet hran mnohosténu, je )
ZM,, = 2h, (3)
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kde soudet zase zalind s hodnotou n = 3 a vztahuje se ke
viem moZnym hodnotdm #». K odiivodnéni rovnice (3) pfi-
pomeneme, %e jeji levd strana m4é tolik jednotek, kolik hran
bychom dostali, kdybychom mnohostén podél viech hran
rozfezali na jednotlivé stény (kaZdd trojihelnikovd sténa
by dala-tfi hrany, kaZzda &tyrihelnikovd &tyfi atd.). Pii tom
by se vvskytla ka?d4 hrana mnohosténu dvakrit, nebot
ka?d4 nélezi dvdma sténdm; proto je napravo v rovnici (3)
2k. Stejné se odéivodni rovnice

vy = 2h. (4)

"d) Oznalme pismenem w soudet viech hranovych wuhli
mnohosténu, t. j. dhli utvofenych dvéma hranami sbiha-
jicimi se v nékterém vreholu mnohosténu. PonévadZ soudet
dhld v n-dhelniku &ini (n — 2) 7z (odst. 4c), je

w = Z (n—2)msy, = ann — 2:728",
nebo, uZijeme-li rovnic (1) a (3):
w=2Mh—3s8amna (5)

Soudet hranovych uhld rovnd se rozdilu mezi poltem hran
a stén ndsobenému 2x.

, ©) Uhel, v ném% se protinaji dvé sousedn{ stény podél
spo]eéné hrany, nazyva se sténovy w#hel mnohosténu pifslui-
ny té hrané. '

27. Vypuklé mnohostdny. Mnohostén je vypukly, mé.li kazda

jeho st&na tuto vlastnost: Rovina obsahujici sténu nemd
mimo tuto sténu Z4dny daldi bod spoledny s mnohosténem.
Vnitfek vypuklého mnohosténu leii vidy cely po jedné
strané roviny, kterd obsahuje kteroukoli jeho sténu.
. KaZd4 sténa vypuklého mnohosténu je vypukly mnobo-
Ghelnik (srv. odst. 5). KaZdy mnohohran utvofeny hranami
vypuklého mnohosténu, které se sbihaji v libovolném jeho
vrcholu, je vypukly (srv. odst. 19b).

Pfiklady vypuklych mnohosténd jsou: kvédr, jehlan nebo
hranol, jeho% podstavou je vypukly mnohouhelnik.

40:



28. Pravidelné mnohostdny. Vypukly mnohostén nazyvé se
pravidelny, jsou-li véechny jeho hrany stejné dlouhé, viechny
hranové thly (odst. 26d) stejné a viechny sténové thly (odst.
26¢) stejné. Takovy mnohostén je omezen vesmés shodnymi
pravidelnymi mnohotihelniky; mnohohrany pfi jeho vrcho-
lech jsou stejné a pravidelné (kazdy m4 viechny ihly stejné
i viechny strany stejné). Celkem je pét pravidelnijch mnoho-
sténii, jak pozndme touto vivahou: 7

a) V pifpadé, Ze je mnohostén omezen pravidelnymi (t. j.
rovnostrannymi) trojihelniky, sbihajf se v jednom vrcholu
mnohosténu bud tfi stény nebo &tyii nebo pét; Sest nebo
vice stén se nemiZe v jednom vrcholu stykati, nebot soudet
hranovych Whld u takového vrcholu by byl vétSi neZz 2x,
coZ neni moZno (odst. 21b).

Sestrojme trojhran o vrcholu 4 ze ti shodnych rovno-
strannych trojihelniki 4BC, ACD a ABD; doplnime-li jej
sténou BCD, kterd sama je trojihelnik shodny s pfedeslymi
tkemi, dostaneme prayidelny &tyrstén ABCD (obr. 30).

Sestrojme &tyrhran o vrcholu A ze &tyr shodnych rovno-
strannych trojihelnikii; doplnime-li pfi vrcholech B, C, D, E
dal3{ trojihelniky shodné s piedeSlymi, vznikne pravidelny
osmistén ABCDEF (obr. 31). »

Sestrojme pétihran ABCDEF o vrcholu A4 'z péti shod-
nych rovnostrannych trojihelnikdi (obr. 32); dopliime jej
daldimi desiti trojihelniky shodnymi s pfedeSlymi, které
tvofi dohromady ,,pés* pfiléhajicf k pdtihranu, a koneéné
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pfipojme le druhému kraji pdsu pétihran shodny s plivodnim.
Tak obdrZime pravidelny dvacitistén (obr. 32).

b) V pipads, e stény pravidelného mnohosténu jsou
¢tverce, mohou se v jednom vrcholu stykati jen tfi stény;
dostaneme pravidelny Sestistén neboli krychli (obr. 33).

Obr. 33. Obr. 34.

. ¢) Zbyvéa pfipad, kdy pravidelny mnohostén je omezen
pétithelniky. V ka?dém vrcholu se stykaji tfi pravidelné
‘pétidhelniky; dopliiujeme-li ddle, dostaneme pravidelny dva-
ndctistén (obr. 34).

Pravidelné mnohostény omezené pravidelnymi Sestitihel-
niky, nebo n-thelnfky pro » > 6 nejsou moZné, nebof soudet
hmnovych ahld pfi vrcholu (t. j. soudet stran v m-hranu,
m 2> 3) takového mnohosténu byl by v&tst (pro » = 6,
m = 3 roven) dhlu 27, coZ je ve sporu 8 odst. 21b. Vyéerpali
jsme tedy viechny pfipady, které jsou moZné.

Sestavme jesté tabulku, ve které jsou uvedena &isla s
(podet stén), v (podet vrchold) a b (podet h.ran) pro pravidelné
mnohostény (viz tab. na str. 43).

29, Stéricky obraz vypuklého mnohostdnu. Descartova vdta. —-
a) Pfimka kolm4 ke sténd mnohosténu a mifici z jeho vnitika
ven nazyvd se vnéjst normdla nebo zkritka norméla sestro-
jend k t6 sténd. Vedme polomér ON v pomocné kulové plose
2, (opsané kolem O polomérem 1) rovnobéiné k této nor-
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étyrstén 4 4 6 .
krychle 6 8 | 12
osmistén 8 6 12

dvandctistén 12 20 30
dvacetistér_l 20_ 12 30

mdle. Bod N je sféricky obraz stény mnohosténu (viz odst.
16a). . -
M4-li mnohostén celkem s st&én, skldd4 se sféricky obraz
jeho stén z 8 bodd na plofe X,. V&imnéme si zvl4§té toho,
jak se zobraz{ stény, které se stykajf v daném vrcholu mnoho-
sténu. Prochdzi-li vrcholem O mnohostéhu celkem n stén,
-oznadme je (v tom pofadi, jak jedna po druhé ndsleduje
v mnohohranu 8 vrcholem O) pismeny 8,, Sy, ..., Sp. PH-
sludné sférické obrazy N, N,, ..., N, tvofi sféricky n-thel-
nik.

b) Pfedpoklddejme nyni, Ze mnohostén M je vypukly.
Podle odst. 27 tvoif ty jeho stény S;, 8,,..., Sn, které pro-
chézeji nékterym jeho vrcholem O vypukly n-hran T'; pH-
slusny sféricky obraz Ny, Ny, ..., N, je vypukly sféricky
n-Ghelnik a podle rovnice (1) odst. 22 mé obsah

n
C P =2n— D ay (1)
k=1 ,
kde a;, a,,...,a, jsou strany n-hranu 7T (neboli hranové

tihly mnohosténu M pfi vrcholu 0).

Napidme rovnici (1) pro ka?dy z v vrcholii mnohosténu M
a sedtdme viechny tak vzniklé rovnice. Z ndzoru je patrno, Ze
soudet viech obsahfi P’ d4 dohromady obsah celé kulové plo-
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chy 2\*), tedy 4. Soudet ¢lend 27 dé 27v. Sedteme-li soudty

n
Da,
k=1

utvorené pro viechny vrcholy mnohosténu M, dostaneme
souet w viech jeho hranovych ahld (srv. odst. 26d). Bude
tedy

47 =20 —w
nebo - )

w = 27 (v — 2). (2)

Tato rovnice vyjadiuje Descartovu vi&tu: Soudet hranovych
uhli rovnd se poltu vrchold zmenenému o dvé ndsobenému 27.

c) Sledujme, jaky vysledek daji pfedchozi tivahy pro
krychli a pro pravidelny osmiistén.

V piipadé krychle tii stény sbfhajici se v jednom jejim
vrcholu majf za sférické obrazy tfi body, které tvoii rovno-
stranny sféricky trojihelnik s tfemi pravymi thly (oktant).
Osm takovych trojihelnikd, jeZ dostaneme po fad& pro osm
vrcholll krychle, pokryvé celou kulovou plochu 2. Soudet
hranovyeh whld krychle je podle (2) roven (dosazu;eme
v = 8) 12x.

V ptipadé pravidelného osmisténu stérické obra.zy &tyr stén
sbihajicfch se v jednom jeho vrcholu tvoii sféricky &tyr-
dhelnfk; celd ploche X, sklddd se ze Sesti takovych. &tyr-
Ghelnfkdi odpovidajicich jednotlivym vrcholiim osmisténu.
Souéet hra.novych Ghli osmisténu je (v = 6) podle (2) roven
8x.

30. Eulerova vita. a) Rovnice (5) odst. 26 a rovnice (2)
odst. 29 vyjadfuji dvéma riznymi zpisoby velié¢inu w, sou-
tet hranovych hléi na povrchu vypuklého mnohosténu.
Srovnime-li oba zpisoby, dostaneme

w=2g{h—8) =2x(v—2)
&\tedy
h=s8+4+v—2, 1)

*) Tuto vétu opfrajici se o nézor povatujeme ze samozfejmou,
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co je Eulerova v&ta: Podet hran vypuklého mnohosténu rovnd
se soudtu pottu jeho stén a vrcholii zmenfenému o dvé.

Tato véta plati obecné pro kaidy jednodule souwsly
mnohostén. — V piipadé pravidelnych mnohosténii se po-
tvrzuje jeji platnost podle tabulky uvedené na konci odst. 28.

b) Oznadme jako v odst. 26 pfsmenem s, polet téch stén
vypuklého mnohosténu, které maji tvar n-ihelnika a v,
potet téch jeho vrcholil, v nichZz hrany tvofi n- hran. Podle
odst. 26c je

8 = Z'.sm V= Z?m
Zns,. = Zm),, = 2h;

viechny soudty v t&chto rovnicich zaéfnaji s hodnotou
n = 3. Kombinujeme-li tyto rovnice s (1), dostdvdme riizné
vztahy:

Pidme rovnici (1) ve tvaru !

s+v=24+%th+ 3h
a dosadme sem

8$=8 48+ ..., t=v+v+ ...,
h =133y +48,+...), }h=1}Bvy+ v+ ..);
vychdzi )
8+ 8+ ...+ vy, + ... =24+ } (385 + 48, + ...) +
' + } (Bvy + 4v, + ...)
nebo, nésobime-li po obou strandch dtyFmi a upravime

83+ Vg = 8+ 85+ 284 + ... + v5 + 204 +

Cislo 8, + v, je tedy rovno nejméné osmi; pro kaZdy vypukly
mnohostén je polet jeho trojihelnikovych stén zvétdeny o polet
trojhranovyjch vrcholi roven aspori osmi.

PiSeme-li rovnici (1) ve tvaru

s+v=2+th+ b



dostaneme

LY

33+84+...+5,+v4+./..:
=24 3(38 + 434+535+'---)+&(3"8‘*‘4"’4'1'5”5‘*‘ N &

platf tedy rovnice

38y + 28, + 85 = 12 48, + 28, + ... + 2v, + 4v, -{-—)
Z toho plyne, Ze neni moZno, aby

83=0, 8‘=0, 85=0,

nebotf na pravé strané posledni rovnice je kladné slo. Ji my-

mi slovy: Vypukly mnohostén md aspor 7ednu sténu, kterd md
pét hran nebo méné nef pét.

Podobnég se dokdze, Ze

vy + 20, + v, = 12 + v, + 205+ ... + 28, + 485 + ..

vypukly mnohostén md aspoii 7eden vrchol, ve kterém se sbihd
pét hran nebo méné nef pét.

31. Zaoblen§ vypukl§ mnohostdn, a) V kaidém bodg P
nékteré stény 4BCD ... vypuklého mnohosténu sestrojime
vnéjif normélu (odst. 29a) a naneseme na ni délku (PP’) = k.
Koncové body P’ takto sestrojenych kolmic vytvoff mnoho-
Ghelnfk A’B’C'D’ ... shodny s piivodni sténou ABCD ...
mnohosténu. Provedme tuto konstrukei pro vdechny stény
mnohosténu. Dostaneme tak tolik novych stén kolik stén
mé dany mnohostén.- Nové stény nemaji spoleénych bodi,
Ize je viak doplniti na souvislou plochu, pfipojime-li podél
ka?dé hrany mnohostdnu uréitou vdlcovou plochu a u kazdé-
ho jeho vrcholu &4st kulové plochy takto:

Podél hrany AB mnohosténu stykaj{ se dvé jeho stdny
¢ & 0. Zminénd kqnstrukee dd k prvni z téch stén novou
sténu A'B'C’'D'’ ... shodnou a rovnob&Znou s ¢ a podobné
dostaneme novou sténu A”B"G"H” ... shodnou a rovno-
bé&#nou s o (v obr. 36 je p = ABCD, ¢ = ABGH). Pfitom je
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AB = A'B = A"B",.
AB | A'B' | A"B",.
AA' = BB' = A4" = BB" = k,

BudiZ & sténovy tihel mnohosténu, v ndm# se protinajf stdny
¢ & o podé] hrany AB. Pak je patrné (obr. 35)

X A"AA’ = X B'BB' = 1 —«. (1)

PovaZujme AB za osu rotaéni
véleové plochy o poloméru
k=AA" = 44" a o vykce
AB; vyset té plochy piisluind
stfedovémurtdhlu < 4”44’ =
= m — o (omezend usedkami
A’'B', A" B" a kruhovymi oblou-
ky A'A”, B'B" o poloméru k)
spojuje. hranu A’B’ s hranou Obr. 35,

A'B".

Sestrojme takovouto vélcovou plochu (resp. vysed vilcové
plochty) pro kaZzdou hranu mnohosténu. Viechny tyto plochy
dohromady se sténami difve sestrojenymi jako A’B'C'D’ ...
atd. tvoi plochu, kterd neni{ uzavfend, nybri je omezena
tolika sférickymi mnohodhelniky, kolik mé4 mnohostén
vrchold. Abychom dostali uzavfenou jednoduse souvislou
plochu (bez otvoril), pfipojime jeitd tyto sférické mnoho-
dhelniky.

Ka#dy z téchto mnohothelniki je na kulové plose o polo-
méru k; prvni z nich je na kulové plode opsané kolem prvniho
vreholu mnohosténu, druhy na kulové plo3e opsané kolem
druhého vrcholu mnohosténu atd. Jsou-li &, s, ..., xa 8t8-
nové Ghly mnohosténu podél hran sbihajfcich se ve vrcholu
4, jsou strany pFsluSného sférického n-tihelnika

T— 0y, =gy euey T — Gy
A
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V&ech téch n-thelnfkil je v (v je podet vrcholti mnohosténu):
Zobrazme vSech s stén mnohosténu na povrchu koule X}
o poloméru k. Dostaneme tak na\X) celkem s bodd, které
jsou vrcholy sité sloZené z v sférickych mnohowhelnikd
shodnych s témi, o kterych privé uvaZujeme. Podle odst.
29b vypliuji tyto mnohothelnfky celou kulovou plochu,
takZe majf soudet obsahii rovny povrchu koule, t. j. 47k2.

Shrneme takto: s stén sestrojenych ke sténdm daného
mnohosténu vidy rovnobéZné a ve vzddlenosti k, 2 vélco-
vych ploch (vyseéi), jichZ osami jsou jednotlivé hrany mno-
hosténu, a v sférickych mnohothelnfki na kulovych plo-
chéch opsa.njch\kolem vrcholt mnohosténu, tvoH dohro-
mady uzavienou plochu, kterd mé ndzev zaobleny mnohostén
sestrojeny k danému rovnobéiné ve vzdé,lenostl k.

Na obr. 36 je zaobleny pravidelny étyr,stén omezeny
&yfmi rovnostrannymi' trojihelniky, Sesti vdlcovymi . plo-
chami a &tyimi sférickymi trojihelniky.

Obr. 36. Obr. 37.

Na obr. 37 je zaobleny pravidelny osmistén omezeny osmi
rovnostrannymi trojihelniky, dvandcti vdlcovymi plechami
a Besti sférickymi étyrihelniky.

b) Zaobleny mnohostén m4 v ka?dém bodé P svého po-
vrchu urditou normélu (vngjsi): Je-li bod P na rovinné sténé,
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je normélou kolmice k té st&né. Je.li P na nékteré z on&ch
vélcovych ploch, je normdlou polomér kruZnice, kterd pro-
chéz{ bodem P a mé za osu pHsludnou hranu pvodniho
(nezaobleného) mnohosténu. Je:li kone¢nd bod P uvnit¥
nékterého ze sférickych n-uhelniki, je norméilou polomér
kulové plochy, na niZ n-ihelnfik lezi..

Zobrazme vnéjs{ normély zaobleného mnohosténu na ku-
lové plose 2. Sférické obrazy normdl vyplni celou plochu.
Ka#dému bodu kulové plochy X odpovidd jeding smér nor-
mdly zaobleného mnohosténu. Poznamenejme k tomu, Ze
viem bodiim rovinné stény odpovidéd ve sférickém obrazu
jediny bod; viem bodiim, je% lei{ na té%e hrand vélcové
plochy, odpovid4 téz jediny bod ve sférickém obrazu.

32. Opdrné roviny vypukliého mnohesténu. a) Budiz dan vy-
pukly mnohostén a sestrojme k nému zaobleny rovnob&iny
ve vzdélenosti, k. Zvolme na. povrchu zaobleného mnoho-
sténu bod P, sestrojme normélu v P a rovinu 7, kterd
v bodé P kolmo protind normélu; sledujme pak, jak se méni
poloha roviny 7, blizi-li se & k nule.

Je-li P na rovinné &4sti povrchu, je 7 totoZnd s pfisluinou
rovinou a plechdzi pro lim & = 0 v rovinu té stény piivod-
niho mnohosténu, kterd je s ¥ rovnobézné. Je-li P na vélco-
vé plode, dotykd se ji rovina t podél urdité hrany; pro
lim £ = O pfechédz{ 7 v rovmu, kterd je s T rovnobéZnd a md
s mnohosténem spolednou jen jednu hranu. Je-li kone&nd P
uvnitf jednoho ze sférickych mnohothelniké, dotykéd se T
piisludné kulové plochy a pro lim k = 0 pfechédzf v rovinu,
kterd md s mnohosténem spoledny jen ]eden bod, totiZ jeden
z jeho vrchold.

b) Opérnd rovina zacbleného vypuklého mnohosténu je ndzev
pro rovinu, kterd je bud rovinou nékteré jeho stény nebo
teénou rovinou nékteré z jeho vélcovych ploch (dotyka se
vélcové plochy podél jeji hrany) nebo kone&né teénou ro-
vinou ke kulové plofe, kterd obsahuje ndktery z jeho sfé-
rickych mnohouhelniki.

-~
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Opérna rovina vypuklého mnohosténu (nezaobleného) je
nézev pro rovinu, kterd je bud rovinou nékteré jeho stény,
nebo m4 s nfm spoledné viechny body nékteré jeho hrany
(a 24dny jiny bod), nebo koneéné prochdzi nEkterym jeho
vrcholem a nemé s mnohosténem Zidny dalsf bod spoledny.

c¢) Ve smyslu odst. 16a a 20a m4 kazd4 opérnéd rovina za-
oblenéhe nebo-nezaobleného vypuklého mnohosténu urdity
sféricky obraz. Vétu vyslovenou v odst. 31b vyjidiime
takto: Sférické obrazy vech opérnych rovin vypuklého mnoho-
sténu (zaobleného nebo nezaobleného) vypliujt celou kulovou
plochu X\ ; kaZdd opérnd rovina md za obraz urity bod na X,
a naopak ka#dy bod na X je obrazem fediné opérné roviny.

33. Jak se d&ll kulova plocha na &isti o stejném obsahu. a) Podle
zndmé véty*) rovnd se obsah P kulového pdsu, ktery vyti-
naji dvé rovnobéiné roviny z kulové plochy, soudinu z ob-
vodu hlavni kruZnice a ze-vzddlenosti obou rovin, tedy

P = 2nrz, .
kde r znadf polomér koule a z vzd4lenost obou rovin (neboh
vysku pdsu).

Rozdélime-li tedy primér koule na uréity podet stejnych
dili a vedeme-li délicimi body roviny kolmé na ten primér,
rozdéli se jimi kulové plocha na stejné &dsti. Sestrojme mimo
to nékolik hlavnich kruinic, které majf za spoletny primér
onen primér koule; pfedpokléddme, Ze rovina prvni hlavni
kruZnice svird s rovinou druhé stejny tihgl jako rovina druhé
s rovinou tfeti atd. Témito rovnob&Znymi rovinami a.hlav-
nimi kruZnicemi rozd&li se povrch koule na stejnoploché
¢asti, jednak na kfivoéaré &tyrihelniky, jednak na kfivo-
¢aré trojihelniky u koncovych bodii priiméru.

V obr. 38 je naznaédeno rozdélen{ kulového oktantu ABC
(O je stied koule; OB | OA, OC | OA) na 25 stejnoplo-
chych dfld. Polomér koule OC je rozd&len &tyFmi délicfmi
body na pét stejnych dild. Délicimi body jsou vedeny roviny

%) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro V. tF. r., 1935, str. 121.
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kolmé k OO, které protinaji kulovou plochu v rovnob&%-
kéch (rovnobdinych kruZnicich); v obr. 38 jsou 4,B,, 4,B,,
AyB;, AB, kvadranty (3tvrtkruhy) téchto rovnobéZek.
Ctyfi kvadranty hlavnich kruzni¢ CC,, CC,, CCy, CC, délf
pravy iwhel sférického trojihelnika
ABC pfi C na pét stejnych dild.
Tak je rozddlen kulovy oktant na
25 stejnych dild; kdybychom ob-
dobné rozdelili daldich sedm oktanti,
rozdélila by se celd kulovd plocha
na 200 stejnoplochych dild.

Kdybychom rozdélili polomér OC
ne pa p&t, nybrZ na = stejnych
dilé a kdybychom rozdélili pravy ° Obr. 38.
tihel pfi C také na » dfld, rozdélil by
se oktant na n? a obdobné celd kulové plocha na 8n? stejno-
plochych dild.

Kulové plocha by se dala oviem i ];nynn zpiisoby dliti
na &dsti o stejném obsahu; ‘ale uvedeny zpiisob je zvldsté
jednoduchy a hodi se ndm v dal$ich dyahdch.

b) Z 8n? obrazcii, na které se déli kulovd plocha privé
uvedenym zpiisobem, jsou n&které kiivodaré &tyrtihelnfky,
ostatni kfivodaré trojihelniky. Vrcholy kaZdého z téch
¢tyrihelnikdl jsou zdroveil vrcholy rovinného rovmoramen-
ného lichobéZnika, ktery nazveme vepsangm do onoho &tyr-
thelnfka; vrcholy kFivofarého trojihelnfka jsou zdroven
vrcholy vepsaného rovinného trojtihelnfka. VEechny tyto
vepsané lichob&Zniky a trojihelniky tvoi dohromady vy-
pukly mnohostén M o 8n? sténdch vepsany do kulové plochy.
Mnohostén M mé tyto vlastnosti:

1. VBechny rozméry ka%dé stény mnohosténu M 8e blizf
nule, roste-li » do nekoneéna.

2. Rovina kaZdé stény pfechdz{ spojitd v teénou rovinu
kulové plochy, roste-li n do nekonetna.
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3. Je-li o plodny obsah kterékoli stény mnohosténu a P
povrch koule, je
lim (8n% : P) = 1;
- n—o
roste-li » do nekoneéna, pfechdz{ povrch mnohosténu v po-
vrch koule.

Obsahy jednotlivych stén mnohosténu M nejsou stejné,
ale (vlastnost 3) ¢im je n vétdi, tim pfesnéji plati, Ze obsah o
kterékoli st&ny rovnd se pfiblizné P : 8n2, totiZ obsahu p#i-
sluSného kiivodarého é&tyrihelnika nebo trojihelnika.

c¢) BudiZ dédna &ist F kulové plochy a bod 8 leZicf mimo F.
Spojime-li kazdy bod lezici na F s bodem S, vyplni spojnice
téleso J, které nazveme jehlan s kfivoplochou podstavou F
a vrcholem. S. Abychom vypoéetli objem télesa J, uZijeme
véty*), Ze objem (obytejného) jehlanu, jehoZ podstavou je
rovinny mnohothelnfk o obsahu z a jehoZ vrchol mi od
podstavy vzddlenost p, je 1zp.

Rozdélme celou kulovou plochu, jejiz &ésti je F, na 8n?
stejnych dild a vezméme v dvahu jen ty plosky (k¥ivodaré
&tyrihelnfky nebo trojdhelnfky), které lezi celé uvnité F.
Do ka#dé z nich vepidme pfisluiny rovinny lichobéznik nebo
trojihelnik a oznadme gbsahy téchto rovinnych obrazci
2y 295 +- - 24n; PiSeme m misto 8n%. p; budif vzddlenost roviny
obrazce z; od bodu S. Hledany objem V télesa J bude roven
limitd souétu, ktery dostaneme setouce objemy viech oby-
tejnych jehland o podstavdch z,,z, ...z, a .o vyskdch
P1 Py - Pmy Je tedy

m
V = lim &z 2;D;.
m—oo t=1

Vzhledem k vlastnosti 3 nahradime v tomto vzoreci veli-
tinu 2; obsahem ¢; pHisludného kfivotarého obrazce a p;
budeme povaZovati za vzddlenost teéné roviny (sestrojené
ke kulové ploe v nékterém bodé plodky z;) od bodu 8. Tak
dostaneme vzorec '

%) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro V. ti- ., 1935, str. 113,
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m
V = lim } z aipi. (1)

m—o =1
d) Platnost vzorce (1) je obecnd; lze ho uZiti pro piipad,
Ze kiivodard podstava F télesa J, jehoZ objem V¥ hledime,
neni &¢4sti kulové plochy, nybr# jakékoli jiné plochy. o, 6y, . ..
..., 0m znadi pak obsahy plosek, které vznikaji délenim plo-
chy ¥ na m stejnoplochych dili (pfi emZ se zachovdvaji
vlastnosti 1, 2, 3 obdobné shora uvedenym vlastnostem pfi

déleni kulové plochy; vidy je 6,, =0, = ... =0 = 3); P;
jest pak vzdilenost bodu S od tedné roviny sestrojené k plo-

e F v nékterém bodé& plosky o;. N
V daldim uZijeme vzorce (1) pro ‘

piipad, Ze F je ddsti (vyseé) kolmé

valcové plochy. V obr. 39 je nazna- !

¢eno délenf takové plochy (omezené

shodnymi kruhovymi oblouky AB Obr. 3.

a CD lezicimi ve dvou rovnobéz-

nych rovinidch a hranami 4D a BC kolmymi k tém rovindm)

na 50 stejnych dilk jednak péimkami rovnobéZnymi s AD

jednak kruhovymi oblouky shodnymi s 4B.

34. Steinerovy vzorce. Vypolet povrchu a objemu zaobleného
mnohostdnu. Steiner odvodil vzorce pro povrch zaoblené
mnohosténové plochy rovnobézné k dané a pro objem &isti
prostoru omezené obéma plochami (po pifpad? neuzavfe-
nymi). Uvedeme zde diikaz Steinerovych vzorct pro pfipad
vypuklého uzavieného mnohpsténu. -

a) Budiz dén vypukly mnohostdn M, o povrchu P, a obje-
mu V,; v, 8, b maji vyznam jako v odst. 26. Sestrojme za-
obleny mnohostén M rovnobdiny k M, ve vzdélenosti k
(odst. 31); jeho povreh budiz P, objem V.

Povrch P skldd4d se jednak z s stén po fadé shodnych se
sténami mnohosténu M, které maji soudet obsahl P,, jed-
nak z &dsti U; vdleovych ploch (f = 1,2, ..., k), jez maji za
ogy hrany mnohosténu M, a koneéné z &ist{ kulovych ploch
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K; (sférickych mnohoihelnfkf) opsanych kolem jeho vrcho-
h(G=12..09.

Je-li I; délka §-té6 hrany na M, (j = 1,2, ..., k) & «; pH-
slufny sténovy ihel, md U; polomér podstavy k, stfedovy
tdhel 7 — &; [viz rovnici (1) odst. 31] a vysku /;; rozvinuta do
roviny mé tvar obdélnika o strandch (w — ;) k& a l;, takZe
jeji obsah je :
' klj (m — o). .
Soudet viech K; rovnd se povrchu koule o poloméru lc (viz
odst. 31a), totli

4mk?.
‘Hledany vzorec pro P mé tedy tvar

P =P+ kZl,(n—cx;) + dnk?. (1)

b) Objem V skldd4 se ze &yr &dsti: Z objemu V,, z objemé
kolmych hranold, jichZ podstavami jsou stény mnohosténu
M, a jez maji vechny vysku k, z objemi vilcovych vyse&f
omezenych plochami U, a z ob)emﬁ kulovych vysedf pii-
slunych sférickym mnohodhelnikéim K;.

Soudet objemi hranold je roven

Py. k.
Objem vysete omezené plochou U; je roven soudinu
z obsahu podstavy (kruhové vysede o stfedovém dhlu = —o;
a poloméru k) rovného } (7w — ;) k? a vysky l;; soudet téchto
objemt je

A
e 2l — ).

Soudet viech kulovych vyseéi dévé objem koule o polo-
méru k, tedy
4k
Settouce vﬁechny Styfi Cdsti dostaneme hledany vzorec
pro V:

b4



1]
V=Vt Py.k+ wZ(n—a,)z + 4k (2)

(1) a (2) jsou Stemerovy vzorce. P je mnohoélen 2. stupné
vzhledem ke %, V je mnohoélen 3. stupné

c) Objem V Ize vypoéitati jedté jinym zpiisobem. BudiZ §
bod uvnité M, r; jeho vzddlenost od j-té stény mnohosténu
M,j=12,...,8s), f; obsah této stdny, p; jeho vzdélenost
od nékteré opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4 s M,
jen jeden vrchol spoleény, a ¢; jeho vzddlenost od ndkteré
opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4d s M, spoleéné body
podel jediné hrany.

j-t4 rovinnd sténa mnohosténu M mé od bedu S vzdé-
lenost

T + k.

Cést valcové plochy, kterd je omezena pfi podstavich
kruhovymi oblouky o poloméru 1 se stfedovym thlem
(7 — ;) a kterd m4 vysku l;, rozdélime na velky podet stej-
noplochych dilii (viz odst. 33d a obr. 39) o velikosti g; plocha
V;, jez ma polomér k, rozdéli se podobnym délenim na stejny
podet dilii o velikosti kp. Oéislujme jednotlivé plosky indexy;
velikosti ploiek Lu .ou kg,, kg, ... (0 = 0 = ... = @); tednd
rovina v nékterém bodé& plodky gk, je opérnou rovinou
mnohosténu M, je tedy rovnobéZné s urditou opérnou rovi-
nou mnohosténu M, (obsahujici jeho hranu) a mé proto
od ‘bodu S vzddlenost

_ g+ k. ,

Kulovou plochu o poloméru 1 rozdélme na velky poZet
malych stejnoplochych dild zpisobem vyloZenym v odst. 33;
budiZ o obsah jednoho dilu. Kulové plocha o poloméru k
rozdéli se podobnym délenfm na stejny polet dilh o veli-
kosti k%¢. O&fslujme jednotlivé plodky indexy k%s,, k%,, ...
(6, =0y = ... = g); tak se rozd&li soudasné viechny sfé-
rické mnohothelniky K; na plodky o velikosti k%0, nebof
viechny K; dohromady vzaty tvofi povrch celé koule. Teénd
rovina sestrojend k pfsluiné kulové plofe v nékterém bodé
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ploky k%, je opérnou rovinou mnohosténu M, je tedy
rovnob&Zznd s urlitou opérnou rovinou mnohosténu M,
(obsahujicf jediny jeho vrchol) a m4 proto od bodu § vzd4-
lenost -

pi + k.

Objem V skldd4 se ze tii &asti: Ze soudtu objemi jehland,
které maji za podstavy rovinné stény mnohosténu M, ze
soudtu objemi jehlani, které maji kfivoploché podstavy U;
a kone®nd ze souétu objemt jehland s. khvoplochyml pod-
stavami K;; vrcholy jehlant vech tii druhti jsou v bodé S.

Prvnf &4st objemu ¥V méd hodnotu

}2.05+ B fi=Vo + 4Pik,

x5 3
nebot in,-f,- je objem ¥V, piivodniho mnohosténu a 2/,-
i=1 ) j=

jeho povrch P,.
Druh4 &ist ma hodnotu

FUm D, (g + k) kos = Pk lim Jgioi + 34* Doi;
kazdy soulet se vztahuje ke viem ploskim Fkg;, na né% se
déli viechny plochy U; dohromady, a znamenf{ lim znadi

limitu pro pHpad, Ze rozméry viech ploSek se bliZi nule.
Posledni soudet

20i = lim D —Z (x— )b,
o}
je soufet viech obsaht ploch U, za pi‘e_dpokladu, Ze k = 1.
Ttetf ¢4st m4 hodnotu

FHm D (p; + k) kPo; = }k2 Lim D pio; + 3k2 Doy
soudty se vztahuji ke viem plodkdm o;, na néz se déli vigchny
mnohoiihelnfky K; a lim mé obdobny vyznam jako &w
Posledn{ &len
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S = lim Za,- = 4n
je roven povrchu jednotkové koule.
Sedteme-li véechn:y tfi ¢dsti, obdrZzime hledanou formuli:

V= Vo + [Py + lim Jqipi] 1k +
h ..
+ [ 2 — ) b + lim Jpoi] 42 + §k,
]::

Zp.m- je soudet v3ech soudind, které dostanemg nésobice
¢4st g; kulové plochy o poloméru 1 vzddlenosti p;, kterou
m4 bod § od té opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4
sféricky obraz v n&kterém bod& plodky: o;. Je-li m podet
viech &dsti, na které se déli povrch jednotkové koule (uii-
véme zplisobu dglenf vyloZeného v odst. 33; m = 8n2), je

G a g i
= = = O0Om — = —
D 1 2 m m
takZe
z » m Ppi N
()
Pid; = 47:2—
i=1m
a méme

V="Vo+ [Py +1iqu.o.] 3k +
NG Z(n—a,)l + 4zlim > ”']yczﬂnks @)

moo i=1 M

35. Tloutka vypukiého mnohosténu a jeji stfedni hodnota. —
a) BudiZ y opérnd rovina vypuklého mnohosténu M, a C
jejl sféricky obraz na pomocné kulové ploée 2, Bod €
protilehly k C je obrazem opérpé. roviny y kterd je s y
rovnob&ins. Vzdélenost rovnob&inych rovin ¥ a »' se na-
zyvé tloudtka mnohosténu M ve sméru,CC’ nebo C'C.

Budiz S bod uvnité M,, P jeho vzddlenost od y a p’ jeho
vzddlenost od y" (p > 0, p’ > 0). Pak je tlouitka ¢ rovna
souétu p 4 p":

t=p+ 7.
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b) St¥ednif hodnotu tloustky vypodteme takto: Rozddli-
me kulovou plochu X na m stejnoplochych dild ), 6,, ... om
(uZijeme postupu podle odst. 33, takZe bude m = 82?%) o ve-
likosti o; platf, Y6 0, =0y = ... = Om =0 = %t

Uvnitf ka%dé ploiky o; volime urdity bod, jenZ je sféric-
kym obrazem uréité opémé roviny y; mnohosténu M (od,st.
32¢). Vzddlenost roviny y od 8§ budiz p;. .

Sttedni hodnota vzdélenosti p bodu § od op&rné roviny
mnohosténu je

N -
im — > p;. (1)
Té% sttedni hodnota vyjadfuje se také vzorcem

1 m
lim — i 2
m-+ M iglp )
kde p'; je vzddlenost bodu 8 od opérné roviny, které. mé
sféricky obraz v bod§ protilehlém k obrazu roviny y;. Sedte-
nim rovnic (1) & (2) dostaneme pro strednt hodnotu t* tloustky
t vzorec

hm7n- Z(pz+p.)

m— o

nebo
1=
% = 2lim — D p;. 3)

mao M i<1
‘Hodnotu pravé strany v rovnici (3) uréfme srovmajice
wvzorce (2) a (3) odst. 34 pro objem V. V je totiZ mnohoélen
3. stupné vzhledem ke k. Pravé strany vzorol (2) a (3) odst.
34 musf byti totoZné; koeficient pfi t? v jednom vzorei musi
se rovnati Koeficientu p¥i t* ve druhém. Rovnost obou koefi-
oientil dé.vé, vztah

*Z l)(”—“f)—-ﬁ[lglf (— o) +l1m 4:: Z P‘]
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Z toho plyne
A

m .
2lim — Zlm -21 b (m— o)
te

m—ro ’=

a tedy vzhledem k (3)
Z b (70— o). (4)
TT j=1

Tim je dokdzdna véta o stfedni hodnoté tloudtky: Stfedni
hodnotu tloustky vypuklého mnohosténu vypodteme, ndsobime-li
délku-kaZdé jeho hrany pfislulnym vnéjéim’ st&novym <ihlem,
viechny tyto soudiny selleme a délime ¢tslem 4r; vndjsim std-
novym thlem nazyvdme thel, jenZ se 8 (vnitinim) sténovym
thlem &; vyplfiuje na tGhel pHmy.

Rovnice (4) je rovnocennd s rovnief

P* = — z ll (n'—af)’

kde p* znad{ stfednf hodnotu vzddlenosti bodu S (voleného
libovolné uvnitf mnohosténu) od opérnych rovin.

¢) PHklady:

Pravoiuhly rovnobéinostén o rozmérech a,b,c; rde jest
h = 12, viechny thly «, jsou rovny 4x; z &isel I; jsou StyFi
rovna a, ¢tyfi rovna b a &ty¥i rovna ¢, takZe podle (4)

*=4@+b+o).

Vypoétéme stredni tloustky pravidelnijch mnohosténii. Je-li
l délke hrany, h polet hran a « vnitini sténovy thel pravi-
delného mnohosténu, je stfedni jeho tloutka déna rovnicf

h-(n—;a) I
&

t*—
Uhel « je uréen rovnici*)
*) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro VI. tfidu i'eélek, 1935, str. 110.

59



. T
co8 —
--8in §o =
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sm —
m

kde m znaéi potet bran v jedné sténé a » poéet hran sbiha-
jicich se v jednom vrcholu.

Pro jednotlivé pravidelné mnohostény dostdivime tyto
vysledky (x &ftdme ve stupnich): .

Mnohostén m Qo.c 3 %
dtyrstén 3 |351553"| 6 | 0912
krychle 4| 460 12 | 1,500
osmistén 3 |secisns| 12 | 1175
 dvansetistén 5 | 5816'53" 30 | 2,643
dvacotistén 8 |69°5'48” | 30 | 1742
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