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SLOVNE VYJADRENTI

Prvni, éim se budeme zabyvati, bude vyjadfeni mys-
lenek v slovném tvaru. Matematika se zabyva mysle-
nymi pfedméty, vztahy téchto pfedméti a disledky, jez
plynou ze studia téchto vztahl. Toto vSe musi néjak
spolehlivé vyjadfovati. O mnohych pfedmétech mate-
matiky lze sice pfemyslet bez slovni formulace, avsak
uvahy je nutno nakonec slovné vyjadfiti, at jiZ s po-
uzitim znatkové Feéi nebo bez ni. V tomto tvaru se také
dostavaji do rukou &tenare, v definitivnim tvaru, jenZ
jim je dan promyslejicim matematikem. Reé, jako vy-
sledek historického vyvoje tohoto sdélovaciho prostied-
ku neni jen prostfedkem sdélovani pojmu, ba lze Fici
spiSe, neni vitbec zamérena k logickym potiebdm pies-
ného mysleni. To védéli umélei, tvorici v tomto mate-
ridlu, divno diive, nez k témto zavérum dosla moderni
psychologie a jazykovéda. Neobyéejné veliky aparat
historické f'eci, jenz byl obohacovan hlavné z podnéti ci-
tovych a volnich, je znamenité uzptisoben pro tvorbu
basnikovu, pro tvorbu umélcovu. Dovede navoditi ci-
tové stavy zvlastnim oparem, jenZ je vyvolidn védomymi
i podvédomymi asociacemi, vazicimi se na slova. Mno-
ha z nich maji vilbec vyznam nejasny a zfetelné uka-
zuji stopy toho, kdy funkce slov byla mnohdy spiSe my-
stickd anebo aspofi symbolickd. Mnohoznaénost a ne-
urcitost spolupiisobi také znaéné. Pojmenovani dvou na-
prosto riznych predméti timtéz slovem jest znimé, je
vSak nékdy obtiZné, skutedn& takovy dvoji vyznam ana.
lysou prokazati.

Spolehlivost Fedi pro nase ulely by se dala asi takto
Vyjadriti: m&jme na mysli néjaké pfedméty, jeZ ozna-
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¢ime A, B. Necht tyto pfedméty mysleni jsou vaziny
vztahem R, takZe plati ARB. Vyjadfeni feci bude tehdy
spolehlivé, bude-li pfedmétu A odpovidati slovna sku-
pina A’ relaci R slovna skupina R’ a koneéné predmetu
B slovna skupina B’. Pii tom skupinam A’, B’, R’ musi
jednozna¢né odpovidati predméty A, B, R a naopak a
dale, vazba, skupin A’, B’ skupinou R/ plati tehdy a jen
tehdy, jsou-li pfedméty vazany relaci R.*)

Jak patrmo, jde o jisty druh zobrazeni myslenych
piedmét. na znaéky, jeZz tém predmétim odpovidaji
v fedi.

K spolehlivosti tohoto druhu se dopracovaly aZ mo-
derni znaékové feci vétsiny obort soudobé matematiky.
Nachopnostl Tedi, vyhovéti presné funkei logiky, vez-
meme-li fe¢ tak Jak je, si byli davno védomi Rekové.
Nebude na $kodu, uvedeme-li si tu nékolik logickych
paradox z té doby; pozname na nich lépe funkci Feéi a
z(roéi se nam jeSté pozdéji.

1. Prvni ptiklad pochazi od Eubulida, popira existen-
ci ,,hromady” asi takto: hromada nemuze vibec vznik-
nouti — nevime, kolik zrnek bychom méli shromazditi,
aby. utvoiila hromadu.

V podstaté tentyz kriticky postieh je obsaZen v anek-
dotické formé, kterou Rekové ridi paradoxa.edivali,
v paradoxu ,holohlavého” (Calvus): Kolik vlasii musi
vypadnouti, aby ¢élovék byl holohlavy ?

Slova jako shluk, hromada a j. maji v béZném Zivot-
nim uZiti zcela jasny vyznam, chceme-li jich uZiti v do-
rozuméni. Takové slovo ma uréity asociaéni ,,opar”, ale
» ¥) Formulaci by bylo moZno provésti obecné&}i, neudinim tak
proto, Ze neméme je5t& dostatek symbolickych prostfedkir. Uve-

dend formulace postad{ zatim, protoZe relace R neni vézina
Zidnou omezujici podminkou.
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hema ptifazeni k pfesné uréitelnému myslenkovému
pfedmétu, jenz by mu odpovidal. .

Matematika, 1ze namitnouti, ovSem takovych slov ne-
uréitého vyznamu neuzije. Uvidime vSak, Ze pfece: Can-
torova zdanliva definice mnoZiny, jednoho ze zaiklad-
nich pojmi moderni matematiky, neni pFili§ vzdalena
od téchto ,,oparovych” formulaci a také se Spatné
osvédéila: stala se pramenem paradox, kterym zabra-
nila aZ korektni definice axiomaticka.*)

2., Lhai” pocha.ze_]lcl také od Eubulida: Krétan Epl-
menides tVI‘d.l Ze Krétané lhou. Mluvi pravdu nebo 1Ze?

a) Miuvi pravdu: pak vSak popira to, co Fikd jako
obecnou vétu, v jejimZ oboru platnosti by také on sam
musil byt (se svym vlastnim lhanim).

b) LZe: pak vSak mluvi pravdu — nebot Krétané
tedy nelhou a on sim, jako jeden z nich, tedy takeé ne.

V tomto prikladé pfichadzi mimo jiné také dileZité
slovo — pravda. Co znamena, Ze vyrok je pravdivy,
co znamena, Ze pravdivost matematickych vét je povy-
Sena nad v3i pochybnost, jak se rido tvrdi? Uvidime
pozdéji, Ze pravdivost, tak jak my ji budeme potiebo-
vati pro matematiku, nespociva tak v néjakém souhlase
se skutecénosti, jehoZ se skoro vZdy musi dovolavati
pravda v cbéanském slova smyslu, nybrz v zikonitosti
mechanismu, jimZz jsou matematické véty vazany na
své px"edpoklady, jez jsou jejich vychodiskem. Obecné
vzato, je otazka pravdivosti vyroku viibec jednou z nej-
téiéich které lze poloZiti.

*) Cantorova definice, jeZ byla pozd&ji pfedmétem mnoha
kritik, vedoucich k vyjasnéni pojmd theorie mnoZin, zni: Pod
‘mnoZinou M rozumime ,,shrnutf uréitych dobfe rozlifenych pred-
métd svého ndzoru anebo svého mysleni (jez se nazyvaji ele-
menty mnoZiny M) v celek'’.

16



Abychom se vratili k paradoxu: Krétan, ktery vyslo-
vuje svij usudek o druhgch, je v slovnim vyjadieni bud-
to 1ha#, nebo pravdomluvny ¢élovék, Pozor vSak na jed-
nu okolnost: at jiz mluvi Krétan pravdu nebo leZ, za-
ujimé vaéi vSem ostatnim kritické stanovisko, je snad
lhafem nad lhaf, v kazdém pi-ipadé je posuzuje. Kri-
tické stanovisko, jeZ zaujal ke svym spoluobéanim, ho
vyluéuje z kolektiva, Jehoz byl ¢lenem, g stavi ho nad
ostatni. Tato okolnost nis bude zajimati dale v theorii
logickych typt. Tu je nutno jen konstatovati, Ze Fe¢ ne-
vyhovuje svému Géelu, protoze zvldsini postaveni Epi-
menidovo se vyjadfenim, Ze muzZe b)’rti Ihafem nebq
pravdomluvnym ob¢anem, nijak neprOJev1 — a v tom
je pravé pramen paradoxa.

Paradox Krétana zdanlivé viibec nesouvisi s mate-
matikou, a prece se v tolika riznych obménach Krétan
v matematice objevil. Vratime se k nému, aZ budeme
mluviti o definicich ,bludnym kruhem” (circulus viti-
csus) v theorii typt pozdéji. '

3. Zajimavi je jeSté tato moderni forma paradoxa
Grelling-Nelsonova, jez bylo podnétné pro studium pro-
blémii theorie mnozin i theorie Feéi. Jsou slova, jez pa-
tfi pod pojem, jejz sama oznaduji — tak na pf, slovo
,»abstraktni” pod pojem ,abstraktni”. Jini slova, na
pf. jiZ slovo ,konkrétni” patii tamzZe, jako pfedchozi,
tedy nepatii samo pod pojem, jejz oznaduje. Nazveme
vSechna slova, jeZ patfi pod pojem, jejz oznaduji, slovy
autologickymi. Ostatni slova nazveme heterologicka.
Uvazujme ted, kam patfi slovo ,heterologicky”, Je-li
heterologické, pak patfi pod pojem, jejZ samo oznaluje,
a je tedy autologické. Autologické byti nemiiZe, protoze
jeho korespondujici pojem je ,heterologi¢nost”. Tedy
zage spor.
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Vsimnéme si obdoby s paradoxem o Krétanovi, jeZ
neni ihned patrna. Krétan, pronaSejici soud o ostatnich
Krétanech, posuzuje jejich vypovédi, jak jsme si Fekli.
Vyraz ,autologicky” nebo ,heterologicky” je klasifi-
kaénim posudkem o vSech moZnych ostatnich vyrazech.
Tento klasifikaéni posudek mé, obdobné jako v antino-
mii Krétana, vyssi stupen nez kterykoli vyraz, jenz pa-
tfi do skupiny, jiZ si tento termin vytvoril (shrnul). Je
to jen nedostateénost nasi feéi, jeZz klade Fadové vySSi
vyrazy do jedné roviny (cbrazné feeno), se vSemi
ostatnimi terminy a zachazi s nimi jako s vyrazy sou-
fadnymi a nikoli nadfazenymi.

Nedostateénost slovniho odliSeni ve vyjadfovani uka-
Zeme'na dvou dalsich piikladech, jeZ se jiz pfimo tykaji
matematiky.

Jednim ze zakladnich pfedméth geometrickych je
piimka. Recka geometrie méla trochu jiné pojeti éar
viibec, nez novodobid matematika. Rekové chapali &iry
jako celky, tedy nikoli jako bodova kontinua, ke kte-
rym dosla matematika aZ v dobé analytické geometrie
Descartesovy. Je ovSem pravda, Ze také pro feckou ma-
tematiku leZely na éarach body, zejména tehdy, kdyZ
tyto body byly povaZoviny za priseéiky éary s néja-
kou jinou. Pro feckého matematika byla také éara, ze-
Jméra tedy usecka, délitelna: rozdélitelna v mensi &asti
— Usecka tedy v libovolné mnoZstvi velmi malych ise-
¢ek. Ale toto déleni v men3i éasti nebylo nekoneéné,
usecky, byt sebe kratsi, se neredukovaly aZ na body.
Vtom je patrny fjnitisticky rys fecké matematiky, jenz
byl pozdéji vystionvé.n vyrazem ,potencialniho neko-
nena”, Finitisté v matematice, ktefi uznavaji jen ta-
k_OVé »potencionilni nekonedno”, uznivaji v matema-
tice pouze takové véty o nekoneénu, jeZ lze vyjadfiti
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vétami, obsahujicimi vyroky o koneénu. Nema tedy pro
né smyslu na pf. vyraz ,,nekone¢né malé ¢islo”, vyraz,
kterého hojné uzivala matematika v dobé prvého roz-
vaje infinitesimalniho poétu, nybrz pouze ,,éislo mensi
ne% libovolné malé pfedem dané &islo ¢”. Odstranéni za-
hadnych ,nekoneéné mialych éisel”, o néz byly vedeny
také filosofické spory, je zisluhou zakladateld moderni
analyse, Cauchyho a Weistrassa, ktefi vytvofili novou
e-dialektiku analyse. Pojeti piimky ve smyslu analy-
tické geometrie vede naproti tomu k uznani ,,aktuelné
nekonecéné mnoha’ bodi, z nichZ se piimka sklada. Tyto
body jsou v piimce nebo na piimce pfitomny vSechny,
nehledaji se teprve jako pruseciky pi#i konstrukeci a
tvofi bodové kontinuum. Body jsou tu prvky, na néz je
kontinuum mozZno rozanalysovati, v opaku k pojeti fee-
kému (také pojeti synthetické euklidovské geometrie),
kde bylo moZno dojiti aZz k. useéce, ovSem libovolné
kratké. Prvni pojeti pfimky, ¢bvyklé v klasické synthe-
tické geometrii, i druhé pojeti piimky (pojeti analy-
tické geometrie), se od sebe nijak nelisi slovnim vyra-
zem — pro cboji mame totéZ pojmenovani. Zalezi tedy
na souvislosti, v niZ se vyraz ,pfimka” vyskytuje, poj-
mové jde o znaéné ruzné predméty.

Druhy pfiklad, ke kterému se pozdéji vratime jeSté
v jiné souvislosti, se tyka realnych éisel. ProtoZe logic-
kou theorii celych &isel se budeme podrobnéji zabyvati
na svém misté, spokojime se tu zase znalosti celych éi-
sel z poletni praxe. Vedle celych ¢isel jsou ¢isla racio-
nalni, vyjadfena ve tvaru zlomku. Tato ¢isla jiz nejsou
pojmové na téZe roving jako éisla cdla. Jsou konstruk-
cemi z ¢isel celych. Jesté napadnéjsi je to vSak u ¢&isel
iracionalnich, ktera také patfi do realnych c¢isel. Ira-
cionalni éislo je uréeno na pf. t. zv. Dedekindovym fe-
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-zem ; myslenku tohoto #ezu navodila jisté pocetni pra-
xe, vystihnouti iracionalni éislo s moZnou pfesnosti, coz
byl postup znidmy také jiz v antické matematice. Ta-
kové ¢&islo iracionalni je uréeno tak, Ze rozdélime wse-
chna ¢isla racionalni ve dvé skupiny: v prvni skupiné
Jsou vSechna éisla racionalni mensi neZ ono éislo a pii
tom v této skupiné neni ¢islo nejvétsi, obdobné stano-
vime druhou skupiriu, v které jsou vSechna racionalni
¢isla vétsi neZ ono iracionélni a kde zase neni éislo nej-
men$i. Iracionalni &islo je t&mi dvéma skupinami jed-
noznaéné stanoveno. Je tedy urceno logicky dokonce
mnozinami racionalnich ¢isel, jez nemaji ani konecny
pocet elementl. Piesto ten myslenkovy predmét na-
zveme zase ,¢islo’, pravé tak jako éislo racionalnj nebo
celé. Homogenity, jeZ se nam zda v souboru vsech téch
druhii éisel tak ziejma, se dociluje spoleénym suges-
tivnim pojmenovanim — s poéatku nepravem. To je pa-
trno z toho, Ze platnost zdkladnich pocetnich. pravidel
pro realna éisla, definovani Dedekindovym fezem, se
musi v kaZdém tGvodu do analyse znmovu prokazovati.
Teprve tehdy, kdyz plati pro vsechna reilna éisla stej-
na poéetni pravidla, mame pravo, divati se na jejich
soubor jako na scubor se stanoviska poéetnich pravidel
homogenni — teprve tehdy jsme se pribliZili rovno-
pravnosti vSech é&isel, jiZ maji body pfimky, které éasto
¢islim realnym pfifazujeme. Vyjdeme-li v konstrukei
bodového kontinua z &isel celych, pak nelze toto konti-
nuum se stanoviska konstrukce druhi éisel, jez v ném
prichazeji, povaZovati za homogenni.

V obou prikladech §lo jen o to, ukazati si, Ze stejné
pojmenovani nemusi vZdy, ani v matematice, zname-
hati tentyZz predmeét, ba, Ze miiZe jiti o pfedméty znaéné
odliSné — pravé tak jako v paradoxu o Krétanovi, kde
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autor kritiky mohl byt lhifem slovné stejné oznale-
nym jako obéti jeho kritiky. Pochopime ted divody,
jez vedly k dikladné revisi vyjadfovacich prostiedkdé
Yedi. Prvni nabéh k vytvofeni pfesné fedi spo¢iva v tom,
Ze matematik pro pojmy, v nichZ mysli, vytvoii vhodné
a béhem téZe Givahy neménné popisy, jeZ pojmim odpo-
vidaji. Tyto popisy zaruéuji, Ze do charakteristiky po-
jmu se nevloudi béhem 1uvahy néco novéhd, co tam pi-
vodné nebylo. V tom sméru jiZ byla klasické fecka geo-
metrie na urovni vynikajici.

DalSim krokem k zpresnéni a zjednoduseni je nahra-
da sloZitych slovnich svazkii popisnych symbolickymi
znackami, jeZ se pocala soustavné provadéti po prvé
v cbosu algebry. Znacka je oviem neménni, nepodléha
ani zménam tvarovym, jimZ jsou podrobena slova his-
torickych feéi. Znacka je pak zkratkou za urgity slovni
svazek, je jednoducha, pfehledna, a je mozno touto
znackou na papife velmi lehce pracovati.

Abychom docilili pou¢ného srovnani pro stenogra-
fickou vykonnost moderni matematické znacky vzhle-
dem k starSimu zptsobu slovného popisu, uvedme si tu
v plném znéni text jisté duchaplné methody francouz-
ského matematika 17. stoleti, Pierre Fermata (45. po-
znamka Fermantova vydani Diofanta): ,L’aire d'un
triangle rectangle en nombres ne peut étre un carré. Je
vais donner la démonstration de ce théoréme que j'ai
découvert, je ne I'ai pas trouvé au reste sans une pé-
nible et laborieuse méditation, mais ce genre de démon-
stration conduira & des progrés merveilleuses dans la
science des nombres. — Si l'aire d’'un triangle était un
carré, il y aurait 2 bicarrés dont la différence serait un
carré; il s’ensuit qu'on aurait également deux carrés,
dont la somme et la différence seraient des carrés. Par
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conséquent on aurait un nombre carré, somme d'un car-
ré et du double d’'un carré, avec la condition que la
somme des deux carrés qui servent a le composer soit
également un carré. Mais si un nombre est somme d’'un
carré et du double d'un carré, sa racine est également
somme d'un carré et du double d'un carré, ce que je
puis preuver sans difficulté. On conclura de 1a que cette
racine est la somme des deux c6tés de I'angle droit d’'un
triangle rectangle, dont 'un des carrés composant for-
mera la base et le double de I'autre carré la hauteur.
Ce triangle rectangle sera donc formé par deux nomb-
res carrés, dont la somme et la différence seront des
carrés, Mais on prouvera, que la somme de ces deux
carrés est plus petite que celle des deux premiers, dont
on a également supposé que la somme et la différence
soient des carrés. Donc si on donne deux carrés dont la
somme et la différence soient des carrés, on donne par
13 méme en nombres entiers deux carrés jouissant de
la méme propriété et dont la somme est inférieure. Par
le méme raisonnement on aura ensuite une autre som-
me plus petite que celle déduite de la premiére, et en
coptinuant indéfinement on trouvera toujours des nom-
bres entiers de plus en plus satisfaisant aux mémes con-
ditions. Mais cela est impossible, puisqu’un nombre en-
tier étant donné il ne peut y avoir une infinité de nom-
bres entiers qui soient plus petites.” Potud Fermat. Co
do presnosti vyjadifovani si nelze zajisté vice prati,
srovnanim s nynéj§im zplsobem podanf téZe latky si
ujasnime vykonnost znackového zipisu.

Zakladni rovnice pro pythagorovsky trojihelnik zni:
x* 4- y* =22 O ¢islech x, y, 2 miZeme pfedpokladati,
Ze nemaji spoleéného &initele, pak je také jen jedno z
¢isel na levé stran& rovnice sudé. ReSeni rovnice poda-
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vaji indické formule pro pythagorovské trojuhelniky
v této formé:
x=2mmn, y=m'—n, 2z=m'—4fn*;
m,; n opét nesoudélna,
Obsah trojihelnika je tedy mn. (m®> —n?®) a ten ma

byti ¢tvercem. Pak musi byti jednotlivé ¢initele tohoto
souéinu Ctverci a to

m=a’, n=2>b, a b =7,
¢ili podle posledni rovpice ‘
(a* —b?) (a® 4 b*) =c2.

Oba éinitelé napravo jsou zase nesoudélni, jak je snad-
no patrno, takZe plati

' @ —b=p? a4|b*=q®
a z téchto dvou rovnic dostavime
P+ 20 =qg".
Rozlozime-li levou stranu rovnice v éinitele
(»+ib]2) (p—il2) =g,
pak musi ¢initelé nalevo opét byti étverci ¢isel stejného
tvaru, t. j.

(p+ib J2) = (r + is)2)?
a podoi)né pro (p—ib V§). Potom véal_{/
: p=1*—28, b=2rs,

kde opét r, s jsou nesoudélna. Z rovnic pfedchoziho od-
stavee v8ak nasleduje

@ =p + b* =1 | 45",
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Existoval by tedy novy pythagorovsky trojuhelnik
o stranach a, 2, 2s?, jeho obsah by byl zase ¢tvercem
(r2s?), ale strany by byly mensi nez v trojahelniku pu-
vodnim. Stejnym zavérem bychom dosli k trojihelniku
jesSté mensimu, atd., coz jest zfejmé nemoZné, jsou-li
strany vSech téchto trojihelniki celd éisla.

Diikaz, ktery byl uveden ve tvaru nyni obvyklém, po-
chazi v podstaté-od jiného znamenitého francouzského
matematika Legendra. Casovy rozdil mezi obéma du-
kazy neni, vzhledem ke stifi matematiky, tak veliky,
rozdil mez daty narozeni obou matematiki je 151 let.

Z uvedeného pfikladu je jasné vidéti pokrok, vznikly
zavednim znacek, a to jak po strance uspory, tak také
vétsi piehlednosti. Je to krok dalekosihlého vyznamu
pro studium matematickych dél. Nynéjsi sloZité a sme-
1é konstrukce v nékterych oborech matematiky by snad
nebylo ani moZno bez. zavedeni znacek popsati — a
kdyby,.spotfebovalo by se :1a nékolikastrankovou studii
papiru na celou knihu. Toto praktické stanovisko jen
zdanlivé nesouvisi s matematikou jako oborem mys-
leni, mohlo by se zdat lhostejné, Matematika viak pra-
“v€ v technickém uziti m4 tak velké uspéchy, Ze ani toto
praktickeé stanovisko nelze podcefiovati.

Je tu vSak jesté hlubsi divod dalsi, nemluvime-li jiz
0 zv&tSené presnosti, ani o zlepSeni ziznamu ve smyslu
stenografie. Je to objevitelskd cena znaékového za-
znamu. Vztahy znaéek a tim vztahy jim pFifazenych
pfedmétii je moZno mnohem snize nalézti a nalezeni
novych vztaht je pravé cesta objevu. Lze miti diivodné
pochybnosti o tom, Ze by se bylo bez pouziti znaéek
podarilo najiti hlub& formalni podobnosti; na pr. ob-
doby, jeZ jsou vyjadieny jistymi parcidlnimi diferenci-
alnimi rovnicemi v riznych oborech theoretické fysiky.
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Nové technické pojmy matematické, jako symetrie rov-
nic nebo jejich soustav, jsou vazany svym vznikem na
znacku. Zda se, Ze neni pFilis smélé, tvrdime-li, Ze bez
zavedeni znadkového systému v matematice bychom
byli ne o mnoho dale, neZ je dnesni latka probirana ve
stfedoSkolskych ucebnicich dosavadniho razu,

Velkou vyhodou znadek je dale, Ze uréity svazek je-
jich, jenZ se podle povahy véci neméni béhem téhoZ vy-
Setfovani, je moZno shrnouti v znac¢ku jedinou, snadno
tak prechazime k definici nového pfedmétu. Velmi casto
takové nové pojmenovani, riebot to vskutku neni nic ji-
ného, umozni novy objev a uZitim nové znacky se mate-
maticka Feé obohacuje ve vyrazovych prostfedcich.
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