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LOGIKA A MATEMATIKA

1. Piedbésnd uvaha.

Logické mysleni je vzdy a odedavna povaZovano za
specifickou znamku matematického mysleni. At jiz je
vlastnf tvaréi proces matematikiv jakykoli, at jiz je
matematik podle znamého déleni Poincaréova geome-
trem (typ fantasijni, s Zivou obrazotvornosti nazornou)
nebo logikem — vzdy nakonec musi jeho ttvaha, napsa-
na nebo vyideni, miti viechny znaky logického mys-
leni. Tak je béZny nazor. K tomu, abychom vidéli, do
jaké miry. je tento nazor opodstatnény, musime se se-
znadmiti s logikou, kterou pfevzalo védecké mysleni
z davnych véki. To provedeme zcela stru¢né, pridame
‘viak, co pfinesla doba nova, lépe Fefeno, jaky nastroj
vytvofila soudoba logika a béhem téchto ivah se sezné-
mime s povahou matematického mysleni o zakladnich
prablémech lépe, nez kteroukoli jinou cestou.

Zikladni normy lidského mysleni byly ustaveny jiz
v antické logice. Aristoteles -povaZoval za nezbytné
predpoklady naeho my3lenmi tyto t¥i, jak se Fikalo,
principy: princip identity, princip sporu a princip vy-
louéené treti moZnosti. Leibniz’pridaval k témto prin-
cipiim jeSté princip dostacujiciho diivodu. Ponechame
pro tuto ¢ast vykladu tradiéni oznaceni ,,princip”, ve
formalisované logice budeme takové véty nazyvati ji-
nak, a pFistoupime k poznimkam o nich.

Princip identity Fika zcela prosté: (Pfedmét) A jest
A. KaZdy piedmét je sob€ sam roven (Leibniz). Skoro
kazdy pfepis tohoto principu néjak nedostacuje. Pied-
posledni véta (Leibnizova formulace) uzivd pojmu
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predmét. Pfedmét vSak je vazan vyroky, jeZ jej cha-
rakterisuji, uréuji. Ty musi byti, jako pFfedméty mys-
leni také ,,rovny sobé samym”. Jiz v pfedchozim mluvili
jsme o podmince pfedmétného mysleni, podmince, jez
umozni fixovani itvarid, jimiZ se naSe mysl zabyva. Vy-
razem této podminky je princip identity, ale vyTéen by
mél byti nékde mimo, v jiném vyjadfovacim systému,
nez je naSe Fec, ktera je také pfedmétem, tedy uz také
princip identity pFedpoklida.
_ Jeden z nejlepSich theoretikii moderni logiky, L
ittgenstein™), kritisoval ostfe princip identity, zde
uvedeny, a jeho kritika vyzniva asi tak: budto tento
princip vyslovuje néco ¢ dvou predmétech. (Fikime-li
na pi., Ze A jest identické s B). Pak je tento princip
Spatny, nebot dva pfedméty nemchou byti identickeé jiz
proto, Ze je miZeme odliSiti. Rika-li vSak princip, tak
jak jsme uvedli, Ze A je identické s A, pak nefika vitbec
nic. (Kritika je v hlavnim dile Wittgensteinové, Trac-
tatus logico-philosophicus, véta 5,35 aZ 5,54.) Tato kri-
tika je disledni a spravna. - Ve

Uvedeny prvni princip by mél vSak byti pouze mys-
len, kaZdé jeho vysloveni uz jej pfedpoklada, ba i Witt-
gensteinova kritika.**)

Na tomto misté bych rad upozornil na Jlnou formu
,,rovnostl", kterd nema s pnncxpem 1dent1ty viibec nic
sp ého a které se hojné uZiva zejména u definice.
Definicé neni ni¢im jinym, neZ novym pojmenovanim

*) Tractatus logico-philosophicus, anglické vydini z r. 1922.

**) Pres kritické vyhrady k principu identity uZivd ho logisti-
ka také. Hraje daleZitou roli v definici pFirozenych celych &isel.
Kdyby se tohoto principu neuZilo, ‘je nutno zaloZiti theorii ce-
Iych pfirozenych é&isel jinak, na podkladé jisté/ monotonni 1o-
gické operace. Tato cesta je také moZni. (Wittgenstein.)

38



svazku predmétid a vztaht, jak jsme jiZ dfive pozname-
nali. Definitorickd rovnost pak neni identitou, nybrz
jen pokynem, Ze misto svazku pojmu a relaci, jeZ patfi
jistym zpisobem k sobé, miZeme uZiti nového nazvu
pro novy pojem, defini¢ni rovniei stanoveny.

Mame-li na pf. nekoneénou fadu tvaru

@, +ax+ax’+ax 4 ax +axs+ ...
a jde-li o to, strucné vyjadriti, Ze soucet Fady je funkei
@', pak volime pro oznaceni souétu obvyklého znaku
s(x). NapiSeme-li pak

s(x) =a,4+ax+ ax? a2 +ax* 4 ...,

pak tato rovnice nevyjadiuje identiénost pravé a levé
strany, nybrz je definiéni rovnici pro vyraz s(x). Mo-
derni logistika vyjadiuje z opatrnosti u rovnic této po-
vahy znscku, vyjadiujici, Ze pravou stranu lze nahra-
diti levou, tak, Ze opat¥i rovnitko jesté dole pfipsanym
indexem Df (=p). V matematice je ovSem rozdil vy-
jadfeni rovnosti dvou vyrazi a definitorické rovnosti
dobfe znam.

Jak budeme chapati obvykle minénou identitu ve
smyslu ekvivalence dvou vyrazi, poznime pfi formali-
saci logické soustavy. Prozatim je moZno Fici, Ze to, co
ge obyéejné nazyva identitou, na pf. '

(a4 b)?=a* + 2ab +b*
neni neZ vyjadfeni této logické moZnosti: pouZijeme-li
smluvenych pravidel o vykonech vzhledem k pfedmé-
tim ,e’ i ,b’, pak prava strana je disledkem strany
levé, ale také naopak. Proto jsou ekvivalentni.

Je znama jeSté jedna zajimava formulace principu
1dent1ty,( L.em,,,ldenutas indiscernibilium”. Dva
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pfedméty jsou tehdy identické, plati-li jakykoli predi-
kat vzhledem k prvnimu pfedmétu také vzdy o druhém
piedmétu. Formalni vyjadreni tochoto principu nepova-
Zuji obecné viibec za mozné, Musilo by jednak zahrnouti
vSechny typy vyroku, jeZ je mozno o predmétu uciniti,
to jiz naraZi na obtiZe. Za druhé, neni nikterak zaru-
éeno, 2e mame objeveny vSechny predikaty, jeZ se k da-
nému piedmétu hodi. Avsak i bez tohoto vyJadrem
principu identity se obejdeme.

Princip vyloucené tfeti moznosti (principium exclusi
tertii) fika: A jest B nebo non B — tfeti moZnosti neni.

Tento princip jest jednim z ne]dulemtéjéich pracov-
nich nastro;u matematlckych Jeho vyznam Speéiva
v tom: pod.a.rl-h se na p¥. dckazati, Ze mozZnost, aby
pfedmét byl non B je vyloudena, pak nutné je piedmé-
tem B. Staéi-li nam tento zavér, nemusime se ani o sku-
teénou konstrukei toho pfedmétu starati. Tak na pF. se
podaFi o néjaké realné funkci dokazati, Ze nemize na-
byti zipornych hodnot. UZtim principu o vylouéené
treti moZnosti mame tak ihned vysledek, Ze hoduoty
té frnkce mohou leZeti v oboru kladych éisel véetné nu-
ly. Pfi tom o skuteéném priitbéhu hodnot té funkce ne-
musime nic podrobné&ji védéti a také v disledku prin-
cipu nic pedrobnéii nevime. Princip nas s takovou funk-
ci bliZe neseznami a to je pravé moment, ienZ vadi in-+
tuicionistiim, ktefi jej povaZuif za prdzdny.

ProtoZe vBak i z té okolnosti, Ze funkce je v diisled-
ku principu neziporna, lze v matematické praxi podle
povahy p#ipadu &initi dalsi pozoruhodné dusledky, ne-
miZeme se na né€j divati jako na princip prazdny. —
Umo#ni prvni hrubé opracovani, uloZzime si pfedmét
alesponi do jedné poloviny pracovni plochy a to jiZ je
nesporny zisk,
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Uziti tohoto principu je podminéno asi takto: pat¥i-li
pfedmét A pod pojem B nebo non B, se zda byti snadno
rozhodnutelna otazka. Nékdy neni viak moZno takové
rozhodnuti uéiniti. Logik bude trvati na tom, Ze je to
prakticka zileZitost, protoZe véri, Ze kazdy problém je
zasadné rozhodnutelny. Intuicicnista nevéri, nemame-li
prostfedkd (logik by Fekl: nahodou ted jesté) rozhod-
nouti, kam pfedmét patii, jestli pod B nebo non B (coz
Jje v3echno ostatni s vyjimkou B). Priklady, jeZ intui-
cionisté uvadéii, uvedeme pozdéji, abychom nerusili
chod tohoto pFehledu dédictvi staré logiky. K pochopeni
situace, do které dostali svoji kritikou matematiku
intuicicnisté, uvedu toto pFirovnani: B’ necht zauiima
v obyé&ejném euklidovském prostoru jistou oblast, ohra-
ni¢enou uzavienym télesem. Pak ,non B’ je cely zbyva-
jici prestor. Pfedmét ,A’ musi padnouti bud' do télesa
,B' nebo mimo, nic jiného nezhyva. Alternativa bud
anebo se v tomto zpisobu chapani vnucuje. Nebylo by
v3ak tézké, uvahu nepatrné pozménit a dojiti k jinému
vysledku. BudiZ ,non B’ oblast vné oblasti ,B’, ale sama
také chraniéena v konednu lezici. Coz kdyby nas pfed-
mét ,A’ padl vné ,non B’? Pfirovnani, jeZ jsme uvedli,
by bylo moZno uéiniti sugestivnéjsi, kdybychom pouZili
dvou druhi prostoru, z nichZ jeden by byl vloZen do dru-
hého. Pak by v tomto vloZeném prostoru platila alter-
nativa bud’ .B’ nebo ,non B’ pfesné. Ale pfedmét by se
Vibec v tom vloZeném prostoru nemusel vyskytovati.

Princip sporu.

Jeho nejjednodussf vyjadieni je: A néni non A. Ten-
to princip dopliiuje do jisté miry princip vylouéené tieti
moznosti. Timto principem se budeme ve formalisované
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logice podrobnéji zabyvati, proto o ném nebudeme v té-
to souvislosti ztraceti slov.

Princip dostacujiciho duvodu,

V historickém jiZ pojeti Leibnizové vyjadiuje se prin-
cip asi takto: Nic se nedéje bez priéiny, anebo alespon
bez dostateéného diivodu. Pro logiku i matematiku nam
posta¢i uzsi vyjadfeni tohoto principu. Uvedeme je
v novodobém vyjadieni, pro pozdéjsi ivahy vyhodném.
Vyjdeme od platnych vét, jimiZ pfedméty a vztahy mezi
nimi jsou uréeny. Pak jen takové véty jsou platné (do-
stateéné odiwodnéné), jez jsou bud'to témito platnymi
zikladnimi vétami, anebo disledky z nich, ziskanymi
logickou cestou. '

Budova antické logiky byla opfena o prvni tfi jme-
nované principy; princip dostacujiciho divodu pf'istou/
pil pozdéji.jake rovnopravny princip dalsi. JiZz anticlka
logika dovedla vypracovati velmi daslednou naukyu o
soudech a zavérovych schematech usuzovani. Tu jiZ byl
ucinén prvni pocatek formalisace, shrnuti Fady zvlast-
nich Gsudki pod spoleény model, typ. Tu byl také dan
poéatek studia struktury, v tomto pfipadé struktury lo-
gické. Krasné vysledky pfinesla pokradujici formali-
sace ve stiedovéku, kdy byla formalni logika hojné pé-
stovana k racionalnim rozbortim naboZenskych speku-
laci. Cenné vysledky tohoto odboru uveiejnil po prvé
s hlediska moderni logiky pfedni polsky, logistik Lu-
kasiewicz.*) '

%) Lukasiewicz uverejnil hlavni prici o tomto thematu v &a-

sopise Erkenntnis, ro¢. 1934, str. 111—131. (Casopis pFestal pied
druhou svét. valkou v Lipsku vychézeti z politickych davodi.)
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Nicméné ¢as na plné vybudovani logického forma-
lismu tehdy jesté neuzral. K tomu bylo pravé zapotiebi
velikého rozvoje matematiky, podstatné umoZnéného
pokrokem Galileiho programu. Tento rozvoj matema-
tiky pfinesl s sebou nova hlediska a nové otazky, jez
na prvni pohled nebylo moZno po staru zvladnouti.

Moderni formalni logika vznikla v Anglii, v prvni po-
loviné minulého stoléti a jejim zakladatelem je Boole.
Myslenku logického poctu pojal po prvé Leibniz, ktery
si byl dobie védom potfebnosti nového logického na-
stroje, nepoloZil vSak ani zakladli, na nichZ by se bylo
mohlo stavéti dale.

Formalisovana logika, kterou se budeme nyni zaby-
vati, nas zavede hloub do problémi matematického_m);-
sleni, nez by bylo moZno obsahovym vykladem. Uvidi-
me, jak jasné a pfesné je moZno touto logikou vyjadfiti
mnoho problémi, jez bez jeji pomoci nejsou neZ po-
vrchné nebo neurcité vyslovenymi dohady.

Jaké ukoly si klade tato logika? JiZ prvni, ¢eho do-
sahla, si zaslouZi naSi pozornosti. Odpoutala totiZ ab-
sahovou stranku od stranky ryze formalni, umi ji od-
preparovati — ne vSak néjak neZivotné, nybrz tak, Ze
to prospéje obéma stranam. Zabyva se, kdyZz dosahla ta-
kového oddéleni, pouze strukturou mysleni, nebo struk-
turou vyjadfovani, vztahovou siti, aniZ by se starala
o materielni vyznam pfedméti, jez odpovidaji znackam
soustavy. Piedméty pak pfijdou k platnosti aZ pfi inter-
pretaci vysledkl, odvozenych formuli. Pokud jsou ve
hie (abychom uZili srovnani pro tento zpisob mecha-
nického odvozovani), nestarame se o vyznam symboli
vibec.

Diivody, proé se tak ostie odliSila formalni stranka
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logiky od materielni, obsahové, jsou nékolikeré, V prvni
fadé: v povaze logiky samé je obsaZen formalni prvek
jiz velmi silné v nejstarsich logickych dvahach. JiZ od
dob antickych se uziva shrnovani jednotlivych, konkrét-
nich soudi a zavérovych Fetézi ve schemata. Takové
schema je pak typem, jenZ zahrnuje vSechny mozné in-
dividualni soudy, jez spadaji pod jeho schema. Zrovna
tak shrne slozitéjsi isudkové Fetézce, Poéatek formali-
sovani logiky byl uéinén pravé u typt soudl. Teprve
pozdéji, mnohem pozdéji, zmohlo formalni pojeti a do-
zrala logisticka technika i jemnou strukturu dorozumi-
vaci Fei, kterou uvedlo v takovou neselhavajici sou-
stavu, jak ji které odvétvi matematiky potfebuje. ‘

Druhy diivod je, jak jiZz jsme o tom mluvili diive,
stupniovani poZadavku piesnosti. Pravé v pifedchozich
uvahich jsme se pfesvédéili na raznych paradoxech,
Ze dorozumivaci historickd Fe¢ neni piesni. Kolik jen
vyznamti miZe miti vyraz ,,&islo” nebo ,pfimka”. Nik-
dy nejde o to, co které slovo znamena samo o sobé,
nybrz, v jaké souvislosti se vyskytuje, jak je zapojeno
na celé okolf vét, jeZ tohoto slova uZivaji. Teprve tato
souvislost s okolim uréuje vyznam pojmu, jenZ odpo-
vida néjakému uZitému slovu. Jakékoli spekulace o slo-
vé jakoZto vyrazu osamoceném jsou zcela neplodné. A
tento mechanismus souvislosti, jenZ dal pojmtim pfesny
vyznam, vytvoFila logistika. Vztahy a souvislosti od-
kryva logistika neliprosné, protoZe nikdy nam nevrati
vice, nez jsme do ni vloZili, a neni tedy mozno jakou-
koli nekontrolovatelnou eskamotaZi néco vykouazliti, co
by nepodléhalo kontrole. V tomto smyslu se osvédéila
znamenité pro badani o zakladech matematiky, danych
nékolika v&tami, na nichZ vSe spo¢iva. Je-li tu dole zjed-
nano jasno, nemize cely strom na nejasnosti churavéti,
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Logistika tu vykonala pro ziklady matematiky dobry
kus chirurgické préace.

Je tu jesté dalsi okolnost, jiz jsme uZ' naznaéili, a’
ktera byla snad své doby precenéna. Leibniz zamyslel
vytvont1 logxstlkou takovy mechanismus ,,ars inveni-
endi”, jenZ by umoznil hledéni novych pravdgottem:
Ve1m1 zajimavé popisuje SVOJl myslenku takto: ,,JestliZze
by vznikly spory, rebude le zapotfebi disputaci mezi
dvéma filosofy vice neZ mezi dvéma matematlky Po-
staéi, aby vzali do ruky pera a posadili se ke svym sto-
lim a fekli si: poclte3me"'

Leibniz se domnival, %e k novym poznatlmm i k roz-
hodnuti sport by se doSlo po¢tem. Takova Ze by byla
nosnost jeho ,,ars inveniendi”’. V tomto rozsahu se ne-
mohla logistika dosud uplatniti a je nejisté, bude-li né-
kdy tak zjednoduSena, aby mohla byti nahradou za in-
tuici. Uréité odvétvi matematiky, je-li. le systemem,
ma oviem povahu deduktivni védy — to je vSak jiZ vy-
sledek celého procesu. Objevy, v nichZ se uplatni tvo-
Fivy element matematikovy individuality, neprichazeji
v8ak touto cestou. Leibniz si pfedstavoval, Ze bude moz-
no uZiti logického poétu pro viechny védy vibec jako
zakladu. Pro védy, jeZ nejsou jen deduktivni, by to byla
pomiicka ceny velmi problematické. Nicmér€ i tak, role,
kterad pripada logistice ve zpevnéni stavby deduktiv-
nich véd, a role, kterou ma pro opracovani pojmi, je
velmi ¢estni a uZiteéna. OvSem, lze ji uZiti ponejvice
tam, kde védni soustava je jiZ vypracovana natolik,
Ze je znamo, kterymi zfetelnymi piedméty se zabyva.
V tomto stadiu se vSak mohou objeviti nesrovnalosti,
jak se jiZ mnohokréte stalo v déjinach matematiky. A
to je vhodny okamZik pro zdsah logistickou analysou.
V tomto uZSim pracovnim vymezeni nasla jiZ a FeSila
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logistika tolik problémi, Ze opravdu moderni matema-
tiku si bez jeji pomoci nelze pfedstaviti.

Takové tlohy, jako je tFeba tplnost nebo bezespornost
axiomatické soustavy pro néjaké odvétvi matematiky,
osvétleni povahy axiomu, o nichZ filosofie se tolik na-
premySlela, vymyceni logickych a slovnich antinomii
anebo tieba objev, Ze matematika potfebuje ke své vy-
stavbé véty, jeZz nejsou disledkem zikladnich vét lo-
giky (jak pozdéji uvidime, na pf. axiom vybérn), to
jsou ulohy, jeZ asto byly vyvolany v Zivot logistickymi
rozbory a podstatnou pomoci logického formalismu ta-
ké FeSeny.

Uvod do logického formalismu je moino provésti
riznymi zpusoby. Své doby se neobesel takovy tivod bez
slovného doprovodu, jimZz se vyznam symboli a ope-
raci vykladal a odiivodiioval. Ba i pozdéji byl poéet sam
promisen obsahovym vykladem anebo vysvétlivkami.
Hlavni snahou pfi stavbé takového logického deduk-
tivniho systému je, aby byl sobé&stadny, aby definice,
operace a vSechny potfebné prvky skladby (syntaxe)
byly vyjadfeny v soustavé samé. Je tedy moZno, jak
vime asi 10 let, FeSiti tuto 1lohu: formulovati skladbu
soustavy v pi samé (Carnap*). V ceské fedi nim bude
tento vysledek samoziejmy: skladbu éeské Feci je pFece
mozno v ni samé vyjadfiti. Upozornuji, Ze ani tato vé-
ta neni samozi'ejma, mohlo by se stati, Ze véty, jimiz by
se vyjadrFila skladba Ceské Feéi, by gice esky znély, ale
patfily by k néjaké ceské ,nad-feéi”. A pro formali-
vanou soustavu takova véta jiZ viibec neni samoziejma.
ReSeni této tlohy se podafilo aZ tehdy, kdy celd sou-

*) Carnap, The Logical Syntax of Language, 1937. Dilo vy-
8lo také n&€mecky, némecki verse je sta.r?i.
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stava je povaZovana za umeélou ,fe¢”. Wittgenstein
povazoval jesté v roce 1918 tuto tlohu za nefesitelnou.
Za¢iti timto zpusobem, ostfe, by nebylo pro nase ucely
pravé vhodné, Pro poéatek je to cesta svoji abstrakt-
nosti znaéné obtizna. PridrZzime se proto s pocatku v
jednodussich éastech obsahového pojeti, ale tak, Ze je
poloZime jako pFibliznou interpretaci teprve po forma-
lismu — ktery bude uveden v soudobé symbolické feéi.

2. Vyrokovy podet dvojhodnotovy.

Nejprve si véimneme logické soustavy, ktera je nej-
podrobnéji propracoviana a ma jméno ,vyrokovy po-
cet”. Prvky, kterych tato soustava nebo feé uZivy, a
kterymi pracuje, jsou ,,vyroky” a ty se jiZ déle neroz-
kladaji. Takovym vyrokem miZe byti kaZzdé ucelené
sdéleni, na pfiklad véta ,,venku je hezky” nebo ,,pocet
prvoédisel neni konedny”. Sdéleni takové, t. j. vyrok,
ovSem musi miti smysl, musi byt moZno o vyroku rici
posudek, zda je pravdivy nebo nepravdivy.

Na tuto otazku pravdy, v naSem piipadé pravdivosti
vyroku jsme jiZz jednou letmo narazili. Potfebovali by-
chom cely veliky aparat formalisované Feéi, abychom
si mohli ukazati, k jakym vysledkim se dospélo v po-
sledni dobé a jakou roli hraje pojem pravdy ve formali-
sované feéi. Tu jen na néco upozornime. Pravé logls-
tika odkryla mnohé vyroky, o nichZ nelze Fici ani Ze
Jsou pravdlve ani Ze jsou nepravdivé. Jsou to vyroky,
které nemaji smyslu, a které Jen svoji slovnou formu-
laci svad&ji k tomu, povaZovati je za pravdy nebo ne-
pravdy. Takovymi vyroky jsou mnohé, svym zpiisobem
Proslulé véty nékterych filosofickych soustav (zejmé-
na némecké idealisticka filosofie 19. stoleti jich méla
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mnoho), na pF.: ,dobro je identické s krésou”, nebo
{,‘,krésa je nekoneéné v koneéném”. Necht étenai pre-
mysli o tom, co by takové vyroky viitbec mohly zname-
nati. Jsou dokonale prazdné, jsou bez smyslu, protoze
jsou tak vzdaleny jakéhokoli materielniho pouziti. Ta-
kové vyroky se mohou, krasné&ji vyjadfeny, hoditi bés-
nikiim, aby navodily néjaky citovy stav, pro védu jsou
bezcenné. .

Takové vyroky jsou nebezpec¢néjsi neZ hiicky, které
také nemaji smyslu, ale u nichZ se tato vlastnost ihned
projevi, jako na pF. ve vété: ,ved'te teénu ke étyrhran-
nému kruhu”. Tato véta nema smysl proto, ponévadz
étyrhranny kruh je kontradiktoricky pfedmét mysleni,
z toho viak nasleduje, Ze neni viibec predmétem. Ulg-
ha nema tedy smysl.

Vétu: byla vedena teéna ke étyrhrannému kruhu
nelze oznaéiti ani piidavkem ,pravdiva” ani ,,neprav-
diva”.

Jiz na téchto nékolika prikladech je patrno, Ze pfi-
éiny, pro¢ nelze vyrok hodnotiti jednim z obou pfivlast-
ki, mohou byti rizného druhu. V prvnich dvou piipa-
dech se vyjadifuje zdanlivé néco o pfedmétech mysleni,
jez nejsou ,clare et distincte” uréeny, jak poZadoval

scartes. Proto Zadnymi pfedméty mysleni nejsou a
citované vyroky o krase jsou bez smyslu. V druhém p#i-
padé je to spornym zpisobem stanoveny pfedmét mys-
Ieni, jenZ nasledkem toho nemuzZe existovati.

Piipustme ted’, Ze se budeme zaméstnavati pouze ta-
kovymi vyroky, k nimZ je moZno hodnotici stanovisko
»pravdivy”’ nebo ,nepravdivy” zaujmouti. Kazdy vy-
rok mizZe tedy miti bud hodnotu ,,P"” nebo ,,N”, jak bu-
deme od nynéjSka struéné psati. Z tohoto diivodu se
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nazyva soustava, jejiz prehled si podime, dvojhodno-
tovy vyrckovy pocet.,

Jsou logické poéty o vétSsim poctu hodnot nez dvé.
Logicky podet, jenZ ma tfi hodnbty, je moZno vhodnd
upraviti jako podklad pro intiucionistickou matema-
tiku. Takovy poéet nema jen ,,P” a, N’ hodnoty, nybrz
jesté treti, jakousi mezihodnotu — odpovidajici vyrazu
ynerozhodnutelny” — ¢éili proti antické logice tertium
datur. Priklad na takovou soustavu si uvedeme v zavé-
reénych poznamkach tohoto odstavce.

Je vSak mozno jiti jesté dile a vybudovati logiku
tak, ze ,,P” a ,,N” jsou krajnimi hodnotami, mezi ni-
miz lezi dokonce celé kontinuum hodnot, pravé tak jako
mezi body 0 a 1 na éiselné ose. Hodnota vyroka se da
pak interpretovati na priklad Jako pravdépodobnost

Mame-li v dvojhodnotové logice vice vyroki, na pii-
klad n, pak je moZno takovy soubor hodnotiti 2 riz-
nymi zpusoby, nebot kaZzdy vyrok ma dvé a jen dvé
hodnoty. Pf¥iklad: méjme tfi vyroky A, B, C. Nevime-li
jakych hodnot nabyly, mohou zasadné nastatij tyto moz-
nosti hodnoceni: P, P, P, P, P, N; P, NP, P, N, N,
N,P,P;N,P,N;N,N,P; N, N, N, celkem 22 moZnosti.
Spojenim takovych ohodnccenych vyrokid dostaneme
vyrok novy, jakousi vétu, v niz plivodni vyroky jsou
slozkami celku. Logickd hodnota nového tutvaru jest
funkei hodnoty slozek, tedy onéch elementarnich vy-
roki. Je, jak se muZeme struéné vyjadriti, pravdivostni
funkei hodnoty svych sloZek.

Moznych spojeni *s’rrokﬁ je mnoho (je-li pfedepsan
pocet vyroki, neni tézko vypoéisti, kolik takovych moz-
nych spojeni je), volime z nich takova, ktera se pomér-
né dobfe uvedou v souhlas s hovorovou feéi a se ziklad-
nimi logickymi poZadavky. Definici pravdivostnich
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funkei vyrokl, jez budeme potfebovati, provedeme ta-
bulkovou methodou. Jsou to tabulky, jeZ maji sloupcii
o jeden vice, nez kolik je vyroki (v nasem pripadé staél
jak poznime, vyroky ‘dva, protoZe ostatni spojeni vy-
roku lze na zakladni prevésti), Fadek je tolik, kolik je
moznosti, ohodnotiti souhrn ,»’ vyroki, tedy 2-. Po-
sledni sloupec tabulky uréuje hodnoty pravdivosti toho
uréitého spojeni; v ném jsou explicitné uvedeny hod-
noty pravdivostni funkce toho spojeni. Tyto hodnoty
jsou vidy kaZdému druhu spojeni pfifceny definito-
ricky a jimi je ono spojeni charaktefisovano.
Pofneme s piiklady nejjednodussich tabulek.

Tabulka pro negaci vyroku. Tu je tabulka velmi jed-
noducha, ma pouze dva sloupce a nasledkem toho dva
tfadky. (Vyroky budou zatim znadeny malymi latin-
skymi pismenami.)

3

Tato tabulka je jisté ve shodé s obvyklym pojetim
negace. Ma-li vyrok,p’ hodnotu P, potom jeho negace,
znaéena.,p’ ma hodnotu N a opaéné. S vyjimkou této
tabulky pro negac1 definuji vsechny ostatni tabulky
vskutku spojeni vyroki jako pravd1vostn1 funkei slo-
Zek. Tato tabulka jedina se zabyva jedinym vyrokem a
definuje negaci vyroku jako pravdivostni funkeci jeho
moznych dvou hodnot.
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Disjunkece dvou vyroki.

P g pVg
P P P
. N | P P
. _
P P

N N- N

Spojeni vyrokl ,p’ a ,q' provedené touto tabulkou na-
zveme ,,disjunkce”, éteme je asi: ,p nebo (také) q'.
Spojeni znakem ,V’ neni totiZ spojenim ve smyslu vy-
luéujiciho: ,bud p nebo ¢', nybrz spojeni ve smyslu la-
tinského ,,vel”, jak jiZ tradiéné logistikové toto spojeni
do obyéejné feéi pfekladaji. Latinské ,,vel” nema totiz
onoho vylucujiciho razu, je asi nejlépe vystiZeno ces-
kym ,nebo’, k némuZ si pro seslabeni pfidame ,také’.
Ponévadz je to prvni spojeni dvou vyroki, popiSeme si
je trochu podrobnéji.

\pV ¢’ ma hodnotu P, kdyz
p mé hodnotu P, g také hodnotu P,
p ma hodnotu N, q hodnotu P,

' p ma hodnotu P, ¢ ma hodnotu N. -

Tyto tfi prvni pripady jsou v souhlase s obvyklym
pojetim disjunkce. Jsou-li oba vyroky P, pak je dis-
junkce.samoziejmé P, Je-li jeden z vyroki faleiny, pak
disjunkce nepFestiva byti spravni a tedy hodnota, pfi-
fazena funkei ,p V ¢’ pro tento pfipad musf byt zase P.
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Jeding v poslednim F#adku tabulky ma naSe funkce
hodnotu N. Jsou-li oba vyroky falesné, je cela disjunkce
také. '

Jiny priklad spojeni dvou vyroki poskytuje tabulka

p q p.q
p | p ]I P

EENAEE

PN W
Ty w

Toto spojeni vyroki se nazyva ,konjunkce”, znak,
kterého se uziva pro tuto pravdivostni funkci, je ,,-".
Spojeni se preloZi vystizné spojkou ,,a” (,et”). Spojeni
vyrokil ,p a ¢’ ma tedy hodnotu P jen v tom pfipadé,
kdyz oba vyroky jsou hodnoty P.

Obsahové odpovida i toto stanoveni béZné potfebé
Fe¢i. Jsou-li oba vyroky fale$né, ma spojeni samoziej-
mé hodnotu N. Ale i tehdy, je-li jen jedep z nich hod-
noty N, nemiZe byti hodnota funkce ,p a ¢’ rovna P.
Nejlépe . je to patrno tehdy, kdyZz poloZime za .o’ ve
zvlastnim pripadé opét ,p’. Spojeni by pak bylo v obgu
piipadech, o nichz uvaZujeme; bud’ ,p.p’ nebo ,p.p'.
Soucasna platnost vyroku a jeho negace neni mozné a
spojeni musi miti funkéni hodnotu N.

Vsimnéme si jedné zajimavé vlastnosti obou posledné
uvedenych tabulek. Prvni z nich ma v poslednim sloup-
ci tiikrat za sebou hodnotu P, jedinkrat hodnotu N.
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V druhé z nich, v tabulce pro disjunkci, je to pravé o-
paéné, Nahradme v této druhé tabulce viechny hod-
noty pravdivosti hodnotami -opaénymi, Tabulka bude
pak vypadati takto:

|

P q p-q
¥y | N N
P ¥y | P
¥y | p P
. P P P

V poslednim sloupci mame negaci konjunkee a to vy-
rokd, jeZ jsou negacemi ptvodnich vyrokii. To zpiiso-
bila vyména pravdivostnich hodnot za hodnoty opaéné.
Cteme-li tuto posledni tabulku po fadcich smérem vzhu-
ru, dostavame piimo tabulku pro spojeni ,,vel”. Ukazali
Jsme si tak zajimavou souvislost dvou spojeni vyroki
znakem ,,vel” a znakem ,,et”. Disjunkce dvou vyroki
neni podle tohoto vysledku ni¢im jinym, neZ negaci kon-
junkee, v které jsou hodnoty vyrokii vzhledem k dis-
junkei zménény v opacéné. Ukazuje se tu, a pozd&jsi
pfiklad nim dosavadni vysledek jen potvrdi, Ze spojeni
vyrokl nejsou na sobé nezavisla. Kdybychom vzali dis-
Jjunkei jako pavodni funkei pravdivostnich hodnot, ma-
Zeme konjunkci definovati pomoci disjunkce a negace,
zavedené prvni tabulkou viibec. Tento vysledek ma vy-
znam pro logickou transformaci spojenf vyrazi. DalSim
bifkladem je tabulka spojeni vyrokl implikaénim zna-
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kem, Toto spojeni dvou vyroki je snad viibec nejdile-
%it€jSi pro matematickou logiku, je zvlastnim prlpadem
spojeni, jeZ by se dalo pFibliZné vyst1hnout1 vyrazem
»byti disledkem”. Implikace umoZiiuje hledani disled-
ki z pfedpokladii. Definiéni tabulka zni:

P q P—>q
P P P
-

N P P
P N N
N N P

Implikace jako pra\\'divostni funkee dvou vyroki ,p’ a
,@° ma pouze tehdy hodnotu N, kdyby vyrok hodnoty
N byl disledkem vyroku hodnoty P, Jinak vzdy ma
hodnotu P. Prvni #adek i posledni fadek tabulky jsou
obsahové pfirozené. Z vyroku hodnoty P jde P a to je
spravné tedy zase P (v posledmm sloupci). Podobn&z N
jde N a to je také spravne tedy P. Podivna se miiZe
zdati jen fadka druha, Ze by z vyroku hodnoty N ply-
nul vyrok hodnoty P a to celé Ze by mélo hodnotu P.
Upozoriiujeme proto znovu, Ze obsahovy pfepis téchto
pravdivostnich funkeci nevystihuje neZ velmi pfFibliZné
ve slovech jejich pfesny vyznam, stanoveny tabulkou.
Implikace, jak je stanovena nasi tabulkou, je SirSf neZ
spojeni, jez by se mohlo nazvati ,,disledkem” v u2§im
smyslu. Vyznam takového spojeni byl studovan ame-
rickym logikem Lewisem, jenZ mu dal nzev ,strict im-
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plication”. Ukazalo se v3ak, Ze pro zavéry, jeZ potiebuje
maternhatika, staéi {iplné obecna implikace, dana nasf
tabulkou. Je mnohem jednodussi neZ ,strict implica-
tion” a technicky se ji mnohem lépe pracuje. (Nezda-li
se byti ¢tendfi druha fadka tabulky dosti jasna, necht
si ji pFiblizi timto prlkla.dem Je-li 3.5=16, pak je
v Ucété chyba. ,3 .5 = 16’ ma hodnotu N, véta ,v 1Cté je
chyba’ hodnotu P a celé spojeni ma ziejmé hodnotu P.)

Implikace pouZijeme ted k tomu, abychom si po dru-
hé, a to trochu jinym zpisobem ukézali, Ze pravdivost-
ni funkce vyrokd nejsou na sob& nezavislé, tim také se
nam povaha implikace osvétli s jiné strany, protoZe ji
uvedeme ve vztah k disjunkci. Nahrad'me v tabulce pro
spojeni ,,vel” vyrok ,p’ vyrokem ,p’:

P q Vg

N P 2

P P P
vy | v | P

P v | w

Pii tom ponechime hodnoty v tfetim sloupci v pu-
vodnim sledu, od shora vzato P, P, P, N, protoZe to jsou
hodnoty, jeZ ono spojeni charakterisuji. V minulém pii-
kladé, kde jsme uvadéli ve vztah konjunkei a disjunkci,
se musely zméniti hodnoty posledniho sloupce v opaéné,
ponévadZ Slo o negovani celého spojeni obou vyrokil
v disjunkei.
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Tato posledni tabulka se shoduje aZ na nepodstatnou
vymeénu v prvni a druhé dvojici Fadka s tabulkou pro
spojeni ,p — q'. Je tedy moZno jmplikaci ,p — ¢’ ¢&isti
také jako disjunkci ,non p nebo (také) ¢'. Spojeni dvou
vyrokl implikaci a disjunkei nejsou tedy také na sobé
nezavisla a zdleZi jen na nas, které z nich chceme po-
vaZovati za zakladni a které za odvozené. Obé& spojeni
jsou ekvivalentni a jsou zase ukazkou transformace lo-
gické.

MbZeme tedy, uZivajice odvozenych vysledki, psati

pVa=pp-q,
t. j., vyraz na levé strané definiéni rovnice vyjadriti vy-
razem .
. p— q’
anebo
P-o>gq=ppVaq
Pravé tak lze podle vysledku, jejz jsme odvodili pred
tim, psati

pPVa=np.q
anebo

. P.q=ppVq
podle toho, které ,spojeni’ chceme vziti za zakladni a
které za definované. Je na p¥. patrno, Ze by staéilo vziti
za zakladni spojeni disjunkeci. Spolu s negaci, ktera ma
zcela zvlastni postaveni, staéi tato pravdivostni funkce
vyjadriti konjunkei a také implikaci.

-Radikalnim zplsobem zjednodusil americky logik
Sheffer vSechny funkce hodnot P a N tim, Ze je redu-
koval na jedinou, kterou lze v3e vyjadriti. Pro zajima-
vost si ukaZeme, jak je to moZné. Zavedeme jediny
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vztah mezi vyroky, totiZ ,nesluéitelnost’. Znaciti bude-
me ,p | g’ a &isti budeme ,p je nesluéitelné s q'. Volné
pFeloZeno: ,p’ a ,q’ neplati soucasné. Negace vyroku p
se pak vyjadfi ,p|p’ (,p’ je nesluditelné samo se sebou,
tedy ,non p'). Spojeni ,et” je vyjadieno jako negace
nesluditelnosti vyroku ,p’ a ,¢’; tedy (p|q) | (p]q).
Tento vyraz je snano srozumitelny, podivame-li se na
negaci vyroku, vyjadfenou Shefferovym symbolem. Po
cbou stranach pro nesluéitelnost jsou stejné zavorky.
T. j. ,p/q’ neplati. Pak v8ak neplati, Ze ,p’ a ,q’ jsou ne-
sluditelné a plati tedy souéasng, ¢ili ,p a ¢’. Spojeni
»wvel” je vyjadfeno jako (p/p) | (g/q), obsahové tedy,
Ze negace ,p’ je nesluditelna s negaci ,g’. Z toho jde
v8ak ,p nebo g’. Mame-li jiZ tyto vysledky, neni tézké,
vyjadfiti implikaci, o niZ vime z pfedchoziho, Ze ji lze
pievéstina disjunkei.

Shefferovou redukci se dale nebudeme zabyvati. Je
pozoruhodna s technického stanoviska a jednim z pék-
nych vysledki této redukee je fakt, Ze umoznild vyjad-
Fiti zakladni véty logiky vétou jedinou. O jedinou vétu
se tedy miiZe opFiti celd budova formalni logiky. Dikaz
provedl v minulé svétové valce nadany, bohuZel, pfed-
casné zesnuly francouzsky logik a matematik Nicod,
Zak Russeltv.

Spojeni vé&tsiho poétu vyrokl nez dvou by bylo moz-
no provadéti také tabulkovou methodou dale. Pocet poli
oviem vzrustd a jednpdussi je, rozlozZiti kazdé takové
spojeni na mensi celky. Kazdy celek pak ma charakter
jednoduchého vyroku, Na pf¥. spojeni t¥i vyroki

y(pVaq) .7

neni neZ konjunkei dvou novych vyroki, vyroku ,p V ¢’
a vyroku ,”. Obdobné se, jak zniamo, pfevadi tfeba
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v elementirni matemafice vypo&et mocniny trojélenu
(@+b+4 o)
na vypodet mocniny dvojélenu
((a+b) + o).

Seznamili jsme se ted se zdkladnimi logickymi opera-
cemi vyrokového poétu a musime si ykazati véty, z nichz
Plyne, jakym zplisobem se téch operaci uziva. Logickeé
principy antické logiky jsou nahraZeny soustavou za-
kladnich vét, na néZz miiZeme nahliZeti jako na operaéni
pravidla. Pocet zikladnich vét neni pfesné uréen. Né-
které soustavy uZivaji Sesti (Frege), péti (Russel), étyt
(Hilbert), mensim poc¢tem zakladnich vét se hojné za-
byvali polsti logikové (Lukasiewi¢z, Tarski) a koneéné
vime 'jiZ, Ze tento pocet lze redukovati aZ na vétu jedi-
nou (Nicod; Leszniewski pozdéji jinym zpisobem ta-
ké). Jak je tomu s principy antické logiky? Tyto prin-
cipy jsou v téchto novodobych soustavach logickych od-
voditelnymi vétami. Veliké obohaceni novych soustav
proti antice spo¢iva v tom, Ze vSechna pravidla pro ope-
race s vyroky vyslovné uvadi, nic nezamléuje. To je pra-
vé dobfe patrno na okolnosti, Ze antické principy logiky
jsou na pi. v soustavé, kterou si zanedlouho uvedeme
odvozenymi vétami.

Zakladni véty logické soustavy se také nékdy nazy-
vaji axiomy té soustavy. Tomuto pojmenovani se vy-
hneme a ponechime si pojmenovani ,axiom’ pouze pro
soustavy matematické. Jeden z diivodd, proé tyto za-
kladni véty nenazyvime axiomy, pozname, aZ si pro-
mluvime o t. zv. zivérovych axiomech v matematice.

Soustava zdkladnich logickych- vét, z nichZz vSe, co
potfebujeme, miZeme odvoditi, musi spliiovati n&které

.
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podminky, které si ihned uvedeme. Bez spInéni tZchto
podminek by byla soustava prazdnou hrou bez jakého-
koli uZiti. Setkidme se v prvni z obou podminek s poZa-
davkem, ktery zname z rozhovoru o matematickém

pfedmétu. PoZadavky jsou:

&Kll;esmi byti v této. dvojhodnotové soustavé odvodi-
‘telna véta tvaru ,p.p’. DokiaZeme v pozd&jSim textu
velmi jednoduSe prostiedky vyrokového poétu, Ze z ta-
kové véty by plynula-ka2dd véta. Tim by byla soustava
naprosto nepotfebna, protoZe by piipustila i odvozeni
vét nespravnych.

2. Soustava zakladnich vét musi vyhovovati pod-
mince nezavislosti. Jednotlivé véty soustavy nesmf{ byti
moZno odvoditi souhrn ostatnich.

Poznamka k pozadavku 1. — PoZadavek tento je zé-
sadniho razu. Znala jej obsahovi logika starsi, mnoho-
krate byl tento poZadavek zdiiraznén jiZ ve stfedovéku.
Pro zajimavost uvedu delsi citat z dila Duns Scotova.
Duns Scotus byl jeden z nejsubtilnéjsich logiku. stfedo-
véké scholastiky. Pfikladem piedbéhneme formalni di-
kaz, slibeny v odst. 1., Ze z véty tvaru ,p . p' nasleduje
kazda véta. ,,Ad quamlibet propositionem implicantem
contradictionem de forma sequitur quaelibet alia pro-
positio in consequentia formali.” To je diivod, pro ktery
musi byt splnéna podminka 1. Zajimavé je viak Scotovo
odGvodnéni, které podava piikladem: ,,Socrates currit
et Socrates non currit; igitur tu es Romae”. To je véta,
jejimZ prvnim Elenem je kontradikce, Sokrates b&Zi a
(soudasné) nebéZi — z této kontradikce nasleduje ja-
kakoli véta, Duns Scotus voli vétu: ,proto ty jsi v Rimé&’.
Jeho diikaz je tento: ,,Probatur quia ad dictam copula-.
tivam sequitur quaelibet eius pars gratia formae, Tune

59



reservata ista parte ,,Socrates non currit”, arguantur
ex alia sic: ,,Socrates currit, igitur Socrates currit vel
tu es Romae”, quia quaelibet propositio infert seipsam’
formaliter cum qualibet alia in una disjunctiva. Et ul-
tra sequitur: ,,Socrates currit vel tu es Romae; sed So-
crates non currit (ut reservatum fuit) ; igitur tu es Ro-
mae, quod fuit probatum per illam regulam: ex disjunc-
tivam cum contradictoria unius partis ad rellqua.m par-
tem est bona consequentia.”*)

Jemna argumentace Scotova probiha asi takto: zkon-
junkee ,Sckrates béZi a Sokrates nebézi’ plyne véta ,So-
krates bézi’ i véta ,Sckrates nebézi’. Z véty ,Sokrates
bézi’ plyne formalné véta ,Sokrates béZi nebo ty jsi v Ri-
mé’ [srovnej s tim pozdéji uvedenou zikladni vétu b) vy-
rokového poétu]. Duns Scotus znal vSak jiz implikaci
v té podobé, jak ji znime my. Ctenaf si vzpomene, Ze
1mphkace mezi prvky ;p’ a ,q’ je ekvivalentni disjunkei,
0 V ¢'. Tohoto obratu ted’ uZije Duns Scotus. Véta ,So-
krates béZi nebo ty jsi v Rimé’ je ekvivalentni vété ,So-
krates neb&%i implikuje ty jsi v Rimé'. Ale pFedpoklad
»Sokrates neb&Zi” jesté mame v zasob&. S tim jsme do-
sud nic nepodnikli. UzZijeme-li tohoto pi"edpokladu, jenz
plynul z kontradiktorické prvni véty, miZeme uzavFiti:
»ty jsi v Rimé&”.

Nejde mi tu o to, osvezovatl stfedovékou scholastiku.
Musime si viak uv&domiti, Ze technicky byla tato lo-
gika bezmala tak daleko, jako dnes, a cile sledovala vel-
mi podobné. Hlavné neliprosnou piesnost. P¥iklad Sco-
tiv dnesniho ¢tenafe nemusi zajimati, ale forma argu-
mentace mé trvalou cenu. Dikaz jedné ze zikladnich
v&t celé methodologie matematiky i logiky, ze v zdklad-

*) Lukasiewicz, 1. c., str, 130, 131.
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nich vétach soustavy nesmi byti skryt spor, by nebylo
dnes moZno presnéji provésti. .

Poznamka k bodu 2, — Pozadavek druhy, vyslovu-
jici nezavislost zakladnich vét soustavy, neni jen poZa-
davkem uspornosti, aby totizZ zakladnich vét bylo co
nejmeéné. Je sice zcela spravné, volime-li zikladnich vét
(v matematice pak zdkladnich axioml) co mozZno nej-
méné, pravé z divodd ekonomickych. Je tu viak jesté
ckolnost jina, jiz si nejlépe uvédomime na déjinach pa-
tého postulatu Euklidova. Neskodi, Ze to nahodou je po-
stuldt matematicky, Kdyby byl postulatem logickym,
nebyla by tvaha jina. Kdyby postulat o existenci jediné
rovnobézky danym bodem k dané piimce bylo moZno
odvoditi z ostatnich axiomi euklidovské geometrie, byl
by jako axiom zbyteény. Byl by pouhou dokazatelnou
pouckou, jez by se odvodila v systému dfive nebo poz-
déji. To, Ze tento postulit odvoditelny nebyl, dalo za-
klad k neeuklidovskym geometriim. Postulat, ktery ne-
byl odvoditelny, bylo moZno nahraditi postulatem gji-
nym, pravé proto, Ze s ostatnimi nesouvisel. Nezavis-
lost zakladnich vét, event. axiomil, na sob& neni tedy
jen vyrazem ekonomického poZadavku estetisujiciho
razu, nybrz ma zakladni vyznam pro disciplinu, jejimz
zikladem je.

To, co kdysi potfebovalo staleti, ba tisicileti, aby bylo
objasnéno, je dnes moZno logistickou technikou doka-
zati v dobé nepkili8 dlouhé. Aby to bylo moZno uéiniti,
neni moZné vystaéditi s jednoduchym vyrokovym poé-
tem, Je nutno jej zdokonalit a dat mu vyjadfovaci pro-
stfedky, jeZ na to, co chce zvladnouti, vskutku staéi.
S vyssi formou takového poétu se setkime pozdéji. Ale
tu jiZ mifeme Fici, Ze oba hlavni poZadavky, kladené
na soustavu zdkladnich vét pro vyrokovy polet, si na
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té soustavé ovéiime a bezespornost i nezavislost doka-
zeme. I kdyz to je poCet pomérné primitivni, bude ukaz-
ka obou dikazi velmi uZitend pro seznani methody,
jaké se di k takovému dikazu uZiti. Leibnizovo tuSeni,
Ze logického poétu bude -moZno uZiti k FeSeni kontro-
versi, se v téchto otazkich do znaéné miry vyplnilo.

Soustava zikladnich vét vyrokového poétu je sloZena
takto:

a) pVp—p

b) p>pVgq

c) pVg—>qVp

d) pV(@—-1r)—>[pVg -pVr]l*)**)

Se zakladnimi operacemi je jiz étena¥ seznamen, pro-
to tyto logické formule nebudeme jiz nijak obsahové
vykladati. Zato si ukazeme brzo, jak se jimi pracuje, co
z nich plyne jako disledky, jako poucky.

K témto zakladnim formulim pat¥i pravidla pro tvo-
Teni vyrazi. Tato pravidla vyslovime v obvyklé feéi, ne
tedy v soustavé samé, protoZe soustava, v niz by je
bylo moZno vysloviti, je pFili§ slozita. JiZ jednou jsme
se o této véci zmfinili. Neni vSak proto tfeba miti pode-
zfenf, Ze by to nebylo mozZno.

Pravidla pro tvoreni vyrazi:

1. Je-li ,p’ vyraz, je také ,p’ vyraz.

2. Jsou-li ,p’ a ,q’ vyrazy, je jim také ,pV q'.

*) Zavorek se uZivd pro vétdi prehlednost a oddéleni vyrazf,
jez k sobg patfi. Pravidla o uZivini zdvorek vyslovné neuvidim,
uZitf bude patrno ze souvislosti.

**) Obvykle byv4d misto nasi véty d) uvadéna véta d’):

g-on—->[Veg>pVvrl
Lze dokézati, Ze naSe soustava je rovnocenni se soustavou, jez
mé misto véty d) vétu d’).
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Vzhledem k tabulkém, jimiZ jsme si stanovili zi-
kladni spojeni vyrokit, by se mohla zdati tato pravidla
zbyteéna. Nejsou zbyteéna tehdy, polozime-li za zaklad
celé soustavy pouze vyjmenované zakladni véty a ne-
pouiijeme-li tabulek. V tom p¥ipadé je nutno doplnit
formule a) < d) pravidly, z nichZ dvé prvni jsme uvedli
a dalsi pravé uvedeme. Dalsi pravidla vahledem k sou-
stavé zakladnich vét jsou:

3. Zavérové pravidle: Je-li ,p’ formule a je-li ,p » q
formule, pak je také ,q’ formuli. Formuli je pak bud
zakladni véta nebo disledek zakladni véty nebo vét, Ob-
sahové Fika toto pravidlo asi tolik: dejme tomu, Ze di-
sledkem nasich Gvah je véta X, Z véty X vSak plyne
formalné véta Y (pozor na volny preklad implikace!).
Z téchto obou predpokladi miZeme uzavriti na platnost
véty Y. Tak se tvofi usudky v Fetézcich az k vysledku,
ktery potfebujeme.

4. JestliZe se vyskytuje v néjaké formuli vyrok obec-
né ,r’, pak miZzeme na jeho misto poloziti do vSech for-
muli, v nichZ se v téZe souvislosti vyskytuje, vyraz z ji-
nych vyroki.

Ukazeme si ted, jak se ze soustavy zikladnich vét
odvozuji disledky, logické poucky. Seznimime se tak
] logl'stickou technikou, jeZ nam bude v rozboru poz-
déji napomocna. Pii dikazech se budeme stale odvola-
vati na zdkladni véty a), b), ), d).

1. pVp
(tato formule je slabsi neZ princip ,,tertium non datur”,
Fika ,p nebo také non p’).

Dtikaz: pVp->op véta a)
p—>pVp véta b),
kde za ,q' je poloZeno ,p'.

¢
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Pomocni véta: Je-li ,4 — B’ formule a ,B — ' také
formule, je také ,A — €’ formule. (Misto vyroki, ozna-
éenych malymi pismenami, piSeme ted’ pismena velka,
oznaéujici event. vyrazy z vyroki.)

Diitkaz pomocné véty: ,B — C’ je podle piedpokladu
formule. VloZme ji tedy do véty b), kam za ,q’ poloZi-
me A’

(B>C) > (B-C) VA.
ProtoZe ,B — C’ je formule a pravé napsani implikace
je také formule (vznikl4d dosazenim do zakl. véty), je
podle zavérového pravidla také ,(B — C) V A’ formule.
VlozZime-li tuto formuli do levé strany véty c), dosta-
vame
(B—>C)VA->AV (B-0)
zavérovym pravidlem tedy -
' AV (B-0).
Podle véty d) vsak
AV (B-C)>[AVB->AVC],
zavérovym schematem tedy
AVB-4Ve.
Vime jiZ z rozboru tabulkovych definici spojeni vyroka,
Ze leva i prava strana této posledni implikace se da
psati zase jako implikace. Tedy
(4 ->B) » (A - 0).

ProtoZe ,A — B’ je podle predpokladu formule, je ji po-
dle pravidla o zivéru také ,A — C’. Tim je dokazina
pomocni véta, UZijeme-li ji na obé implikace, napsané
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na poéatku dikazu, t. j. formule

popVp a pVp-p,
dostavame ihned
' P—p,
to v3ak neni nic jiného ne#li
DV P
Dosazenim této formule do levé strany véty c) a novym
uzitim zivérového pravidla mame- formuli
pVp.
2, peop,
novy znak, jej# teprve ted zavedeme, je logicka ekvi-
valence a je definovan takto: :

K AcoB=pA—>B.B- A4,
kde jsme opét misto znadek pro jednotlivé vyroky uZili
velkych pismen, jeZ mohou znaditi vyrazy z vyroka se-
stavené, .

Diikaz: ,pV P’ je pravé odvozena forniule ,pV p’ kde

za ,p’ je poloZeno ,p’. Formule ,pV p’ je vSak ,p > p’, a
to je podle definice ekvivalence jedna éast, potfebna
k dikazu. Do této dokéazané formule vloZime za ,p’ opét
,;non p'; dostaneme

P—p.
Tuto formuli vloZme na misto zivorky do levé strany
implikace zakladni vety d). Dostaneme

pV TR [pr—>pr]
UZijeme dvakrat zavérového pravidla. Pfedevsim je for-
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muli leva strana této implikace.*) Potom vSak miZeme
zavérem odlouciti formuli
pVp—-pVp;

protoze v3ak, jak jiZ vime, p V p je formule, je daldim
uzitim zavérového pravidla p V 5 také formule. VloZme
tuto formuli do levé strany zakladni véty c). Dostaneme

E pVp—pVop,
tedy zavérem formuli

pVp.

To je vSak jen jinak psana formule

| P—p,
&imz jsme obdrZeli druhou implikaci pro uplny dikaz.

Dokazana véta se da interpretovati jako véta o dvoji
negaci. Je pfiznaéna pro dvojhodnotovou logiku, dvoj-
nasobnou negaci se vraci vyroku jeho ptivodni hodnota.
Je to pravé jedna.z vét, proti kterym namifFili intuicio-
nisté svoje nejtézsi zbrané. Formalné skromné, nena-
padné vyiéeni této véty nas nesmi mylit pfi avahach
o0 jejim dosahu. S uZitim jejim se v matematickeé litera-
ture setkavame kaZdou chvili, Z neplatnosti negace né-
jaké véty se usuzuje na jeji spravnost tehdy, neni-li pfi-
 *)Tuto okolnost snadno nahlédneme, vlozime-li formuli p—o>p
do véty b) za ,p’ a poloZime-li do téZe vity a ,q’ vyrok ,p’. Zave-
rem dostaneme formuli ,(p — p) \/ P’, kterou vlozime celou do
Jevé strany véty c). Zé.férem dostaneme ,p \/ (p > p)’, cok je

léva gtrana implikace.
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mé cesty, jak onu vétu dokazati jinak, jak by 1ntu1c1o-
nisté Fekli, ,,konstruktivné”.

Podobny vyznam méa pro matematlcke ivahy tato
véta

3. (p—>4q) > (qg-p).

Dikaz:

q- a,
coZ je jedna z formuli, jez jsme dokazovali prgpfede-
Slou ekvivalenci, Tuto formuli vloZme do levé strany
véty d) a piSme krom toho v této vété za ,p’ ,non p’:
pV(g—>q) > [pVg-pVql (i)

Pro dalsi vedeni dikazu potfebujeme pravou stranu

této implikace; zdalo by se, Ze ji snadno osamostatni-
me uZitim zévérového schematu. Dikaz je snadny. Vlo-

enim formule ,g — ¢’ do véty b) dostaneme (q — q_) -
- (g q) Vop p. Zavérem tedy mame formuli (g » q) \Y
V p. To jesté neni to, co potfebujeme. Tuto formuli vio-
Zime do levé strany implikace véty c), tedy

(g Vp->pVig—9.
UZitim zavéru jsme tedy dokazali, Ze prvni ¢élen impli-
kace (i) je formuli. Lze tedy uZiti zavéru na implikaci
(i), takze

pVg-pVg

je také formule.

Pravou stranu posledni implikace vloZme do véty c).
Dostaneme

pVa—qVp



UZijeme ted obecné véty, kterou jSme si dokazali jako
pomocnou vétu pFi odvozeni formule p V p. UZitim této
véty dostavame z obou poslednich implikaci

pVg—-gqVp,
coZ je moZno psati L
(p—>q) - (qg->p).
Také tato véta je formalnim modelem pro mnoho ma-
tematiekych dikazi. Nepodaz"i-li se (ti"eba pro tech-
nické obtize) dokazati pnmo Ze z véty ,p’ nasleduje
véta q’, je Casto snazs1 dokazati z opa¢ného pfedpo-

kladu ,q’ vétu P ‘ProtoZe viak tento zavér plyne z ne-
dokazaného prvmho zivéru, je mozZno zpét usouditi na
platnost zavéru ,z véty p nasleduje q'. Implikaci, kterou
jsme dokazali (viz na pf. Hilbert-Ackermann: Zaklady
teoretické logiky, str. 25), je viak moZno snadno dopl-
niti na ekvivalenci a tak zpusob isudku, jenZ jsme u-
vedli, podstatné zesiliti. Dokazano je dosud:
®-q - (g->p)
a mame dokazati
4, (p—)q)m((?—)}?).
PiSme dokazanou implikaci tak, Ze za ,p’ poloZime ,non"
q' a za ,g’ poloZime ,non p'. Dostaneme
@-p)—> @-9).
ProtoZe vSak podle ekvivalence jiZ dfive dokdzané dvoji
negace vraci vyroku jeho hodnotu, platf
(g—>p) — (p > 9.
Tim je dok4zana implikace pravé a levé strany navza-
jem, ¢éili pode nasi definice, ekvivalence. Proto je mozno
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zpusobu diikazu, o némzZ jsme mluvili, uZiti jako rovno-
cenného s dikazem pfimym, Intuicionista by tak nikdy
neunsuzoval, alespoit ne tam, kde jde o Gvahy s neko-
rie¢nem.

JeSté jednu vétu, zajimavou pro matematické uvahy,
si tu ukdZeme. Podame si jednoduchy formélni dikaz .
nespravnosti pfedpokladu, jestliZe ma tu vlastnost, Ze
implikuje svoji negaci. Tato véta je zdkladem pro me-
thodu nepiiméhq dikazu.

5. (p—>p) >op

Dtikaz: Dosadme do véty a) za ,p’ ,non {’. Dosta-
vame

pVp—>p.
Leva strana této implikace se da psati p — p, takde
(®» —>p) ->p.
6. poop

(princip identity).
Ditkaz: Podle 1. plati ,p > p’ a ,p - p’, tedy ,pco .

Dukazy, jez jsmg pravé provadeli jsou podrobné po-
plsovany, aby usnadnily porozuméni tomu, kdo se po
prvé seznamuJe s latkou této povahy. Mechanika da-
kazl1 je jiZ z téchto ukazek patrna. DuleZité je, pro za-
catek si uvédomiti cely vyznam zivérového pravidla:
zAvérovym pravidlem nesmime odtrhnouti druhou ¢ast
implikace dfive, dokud nemadme dokazino, Ze leva stra-
na té implikace je formule.

Podame si ted’ dikaz véty: ze sporného pfedpokladu
plyne kaZdd véta. Vime jiZ, Ze tuto vétu znal a dokéazal
prostiedky tehdejsi logiky Duns Scotus. Dikaz mi svoji
cenu v tom, Ze nazorné ukazuje, pro¢ véta tvaru ,p. p’ "‘)

*) nebo tvaru ,p P, kbery je s nim ekvivalentni.
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coZ je snad nejkratSi vyjadfeni sporné véty, nemtze
byti dusledkem zakladnich vét logiky. Kdyby byla je-
jich disledkem, byla by jejich disledkem FkaZdd véta,
coZz by vedlo k absurdnosti. Soustava by nebyla k ni-
éemu potiebna.

Libovc;lnou (tedy také nespravnou) vétu si nazve-
me ,n’. ,pV p’ je formule, Ja.k jsme dokézali. VloZzme do
véty b) za ,p’ formuli ,p V p’, za ,q’ pak ,n". Dostévame

pVp— (eVp)Va.

ProtoZe leva strana implikace je formule, je Jl takeé,
podle zavérového pravidla,

(Vp Vn

Vzpomeneme-h si na souvislost implikace a d153unkce
v1d1me Ze tuto formuli 1ze psati

pVp-n.

Podle ivahy, kterou jsme provedli p#i vykladu spojeni
vyroki tabulkovou methodou, je vSak disjunkce ekvi-
valentni s negaci konjunkce, jejiz vyroky maji opa¢né
pravdivostni hodnoty. Negace disjunkce, kterou mame
na levé strané, musi byti tedy dvojndsobnou negaci ta-
kové konjunkce, t. j. konjunkei samou, podle véty o
dvoji negaci. Plati tedy

(E.p) - n.

Véta ,p.p’ jest vS8ak nasim predpokladem, jemuZ pro
chvili proptjéime vyznam formule, Podle zivérového
pravidla tedy miZeme uzavriti na vétu ,n’. Tim jsme
ukazali, % z pfedpokladu ,p.p’ nasleduje kaZdd véta.
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Tak 'se dostavame pfirozené k zasadni otdzce kazdé
logické soustavy, k otazce bezespornosti. JiZz dfive jsme
upozornili, Ze matematicky pfedmét muze byti zarucéen
dvéma zplisoby — bud' konstruktivné, jak si to pfeji in-
tuicionisté, nebo tak, Ze ukaZeme, Ze z definovaného
predmétu neplyne absurdni diisledek. Tento druhy zpi-
sob povaZuje intuicionista za ,,moralné slabsi”, ne-li za
methodicky pochybeny. Co je absurdni disledek, ted
pfesné vime, je to véta tvaru ,p.p’. Zaruka existence
pfedmétu, dani bezespornosti, je do jisté miry slabsi
nez zaruka poskytovana konstrukci — ale je zato pod-
minkou, bez niZ nelze o existenci viibec hovoriti.

Uvidime nyni, Ze logické formule nasich zikladnich
vét jsou docela zvlaStniho druhu. Teprve aZ si ukaZeme
tuto zvlastni povahu jejich, pFikroc¢ime k dikazu jejich
bezespornosti, ktery bude veden jinou methodou, neZ
¢isté logickou. Logické véty nepiinaseji naAm Zadnou no-
vou zkusSenost. Jsou prazdnymi schematy, do nichz je
mozZno zkuSenost lépe nebo hiife vtésnat, ale samy o so-
bé, jako schemata, béZi na prazdno, Toto nejasné tuSeni
o zvlastni povaze logickych vét bylo znamo jiz davno.
Méme ted v moderni logice prostiedky, jednoduSe uka-
zati, v dem spociva ten zvlastni raz logickych vét. Lo-
gické véty jsou tak zvané tautologie, t. j. véty vidy
spravné, at se tykaji jakéhokoliv materidlu. Tedy ne-
Jjsou na ném zavislé. Povahu takové tautologie je moz-
no nejlépe charakterisovati tak, Ze je nezavisla na ja-
kékoli zméné pravdivostnich hodnot svych sloZek. Ma-
tematicky Feéeno, P-hodnota tautologie je invariantni
viéi jakymkoli substitucim pravdivostnich hodnot, jez
bychom provedli u jejich slofek (vyroki). Je jasné, Ze
vedle v&t vZdy spravnych, jakymi jsou tautologie, musi
byti v nadi soustavé dvojhodnotové logiky také véty
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vzdy nespravné. Ty jsou jakymi8i negativy tautologii
a mezi témito obéma druhy vét, jako mezi dvéma poly,
jsou véty, jeZz nazyvame syntetickymi. Takové véty jsou
spravné nebo nespravné. Patii k nim véty zkusSenostni,
véty Zivotni praxe. Spravné zkuSenostni véty mohou
miti uZiti pro poznani védecké.

Duikaz bezespornosti zdkladnich vét naSi soustavy
bychom mohli ted’ provésti tak, Ze bychom ukézali na
kazdé vété a) < d), Ze sama pro sebe je tautologii. Pak
musi, kdyz kazda z téch vét je pofad hodnoty P, také
Jjejich konjunkce byti stale hodnoty P. Z konjunkce za-
kladnich vét 1ze pak odvoditi vSechny potfebné véty vy-
rokového poétu. Musili bychom je$té dokazati, Ze uZiti
zavérového schematu tautologlcnost neporusj a vyzkou-
Seti Jeste ostatni pravidla, jez jsme sj po uvedeni vét.

a) - d) napsali, ale v podstaté by ditkaz bezespornosti
neposkytl jiz obtizi. Abychom si mohli ukéazati jesté ji-
nou methodu dikazu bezespornosti nasi soustavy, ne-
budeme voliti tuto cestu, presvédéiti se o kazdé zaklad-
ni vété, Ze je tautologii. Pouze na pfikladé ukaZeme, jak
by se takové Setfeni vedlo.

Tautologie je takova formule naSeho logického poétu,
jejiz pravdivostni hodnota P je nezavisla na substituci
hodnot pravdivosti P a N, provedené na jeji jednotlivé
vyroky. T. j., mame-li formuli @ (p, q,7,..?) o vyro-
cich ,p’, ,q', ,7’, ... aZ ,v', pak bude tato formle tautolo-
gii tehdy, kdyZ posledni sloupec v tabulce, ktera defi-
nuje spojeni ,©’, bude obsahovati vesmés P.

Méjme tfeba formuli @ (p, 5) =p V p, jez je disled-
kem zékladnich vét. Toto spcjeni vyrokl je funkefi pou-
ze ,p’ a jeho negace, takZe se tabulka zjednodusi
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p’ P pVP
P N P
N P P

na tabulku dvojfadkovou pro hodnoty P, N. Z tabulky
pro spojeni ,,vel” nasleduje, Ze v pfipadech, jez jsou tu
jediné moZné, dava spojeni vidy hodnotu P.

Jinou ukazkou ndm miiZe byt pfimo zakladni vétab).

Tato véta, jiz zname ve tvaru ,p —» pV ¢’, je rovno-
cennd s formuli p V p V q, jak vime ze vzijemného vzta-
hu disjunkce a implikace. Chapeme-li tuto formuli zpi-
sobem, ktery pro prehlednost vyznaéime novymi zivor-
kami, takto (p V p) V q, potom ma zavorka vidy hod-
notu P; at jiz ma ,q’ hodnotu jakoukoli, ma celd dis-
junkce hodnotu P. To plyne ze stanoveni disjunkce. Je
tedy zakladni véta b) také tautologii.

Prikladem na vétu vZdy nespravnou (protipdl tauto-
logie) je véta, o niZ jsme nedévno uvaZovali, véta tvaru
,p . p’. Tabulka pro toto spojeni bude zcela podobna jako
pro spojeni ,p V p, tedy také dvojfidkova v hodnotich
P, N, ale s tim rozdilem, Ze v poslednim sloupci hodnot
‘spojeni budou pouze N.

Prestavime na téchto malych ukazkéch vysetrovani
tautologmcnostl formuli nasSeho poétu, jez by se bez ob-
tizi dalo rozSifiti na vSechny zakladni véty Osvétleni
povahy tautologie s tohoto stanoviska je vyzmamnym
objevem nové logiky a nejvétsi zasluhu o né ma jiz"d¥i-
ve jmenovany Wittgenstein. V ¢em jsou tedy tautologie
platné, kdyZ nepfinaSeji nového poznéani, kdyZ je lho-
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stejné, jaké véty do jejich mechanismu vpravime? Pra-
vé proto, Ze tautologie neni obsahem vély ovlivnéna, je
uzpilisobena k tomu, aby jeji pomoci byl vyraz transfor-
movan, Tautologicki transformace nam ukaZe vyraz
v jiném svétle a zvlastni povaha tautologie, Ze nic ne-
piida ze svého béhem sebedelsi uvahy, zaruéuje, Ze ne-
dostaneme ve vysledku vice, neZz jsme do pfedpokladii
vlozili. -

Bezespornost soustavy zakladnich vét dokazeme ted
zptisobem jinym, aé jen zdinlivé novym. Tento zplsob
vyuZiva totiZ tautologiénosti formuli také a jen jeho a-
ritmeticka forma je nééim methodicky novym.*) Beze-
spornost dokaZeme tak, Ze najdeme néjaky model, jenz
bude tak vhodné volen, aby se na ném dala bezespor-
nost ovéfiti. Takové methody, kdy se nalezl vhodny mo-
del pro celou theorii, neuziva formalni véda po prvé. Be-
zespornost jisté soustavy neeuklidovské geometrie byla
prevedena na bezespornost euklidovské geometrie tak,
ze se geometrie neeuklidovskd vhodné interpretovala
jako geometrie na euklidovské kouli. Model tedy byl na-
lezen — geometrie neeuklidovska (jeden druh, ne véde-
chny!) neni nez obrazem geometrie na obyéejné kouli
a tim se pFenese bezespornost soustavy této své doby
nezvyklé geometrie na bezespornost euklidovské geo-
metrie. V dobach, kdy tento mode! vznikl, nebyla jesté
bezespornost euklidovské geometrie dokazana — ale
byl tu ziskan jakysi moralni podklad, jakasi moralni ji-
stota pro Zivotni schopnosti.nového védeckého odvétvi.
Pravé v té situaci budeme i my s nynéjSim dikazem be-

*)eDiikaz je v podstaté podle Hilberta, 1. c. str. 29 a ndsl., ale
methoda aritmetické interpretace je star3f a vede zpét k vyzku-
mtm americkych logik Posta a Huntingtona z po¢itku naSeho
stoleti.
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zespornosti zdkladnich vét nasi logické soustavy. Beze-
spornost prevedeme na bezespornost aritmetiky, pokud
se jeji operace tykaji malych éisel. Je ku podivu, Ze na-
hodou obé vysetfovani, na tomto misté zminéna, vy-
Setfeni bezespornosti geometrie i vySetfeni bezespor-
nosti zakladnich vét logiky — tedy obori velmi vzdale-
nych — se pfevadi na bezespornost aritmetiky. Beze-
spornost euklidovské geometrie prevedl totiz Hilbert
ve svém znamém dile ,, Zaklady geometrie’ na bezespor-
nost aritmetiky. Ted by se étena# mohl pravem zeptat,
pfi nejmenSim: a jak je to s bezespornosti aritmetiky?
neptal-li by se spiSe, vzhledem k logice: jak je mozZné,
Ze se bezespornost nééeho, co ma byti zakladem i pro
matematiku, tedy soustavy zikladnich vét logiky, pie-
vadi na aritmetiku?

Odpovéd' neni tak tézka, jak by se na prvni pohled
zdalo, asponi pokud jde o logiku. Logika vyrokového
poctu ke svému dikazu bezespornosti aritmetiku nepo-
ticbuje. Vime jiZ, jak by dikaz vypadal, z pfedchoziho
Vykladu o tautologii. Antmetxcky model, o némZ byla
Feé i pro logiku, neni nez nazornou demonstraci be-
zespornosti. Pokud se tyka aritmetiky samé, promluvi-
me si pozdé&ji o jisté soustavé, jeZ obsahuje aritmetiku,
a0 niZ plati velmi zajimava véta (Godelova). K poro-
zuméni nastinu dikazu této véty se musime seznamiti
jeSté s nékterymi novymi vyrazovymi prostiedky lo-

gického podtu.
Po tomto odbodeni se obratime k hledani modelu pro
nasi soustavu zakladnich vét. Vyroky p, q, 7, . . . budeme

PovaZovati za aritmetické proménné, jez mohou nabyti
pouze hodnot 0 nebo 1. Spojeni ,p V q¢' budeme povaZo-
vati za aritmeticky souéin a negaci pfelozime do arit-
metiky takto: pfisoudime-li vyroku ,p’ hodnotu P, pak
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ma v aritmetickém pojeti hodnotu 1, vyrok ,17' ma
tomto pojeti hodnotu 0.
i- =0 a 6 — 1,

“Zvolime-li takto sviij aritmeticky model, davaji, jak
uvidime, vSechny tautologie vZdy hodnotu 0. Zakladni
véty musf miti hodnotu 0 pro jakoukoli hodnotu svych
proménnych, musi divati tedy O identicky, jak se fika
v aritmetice.

Presvédcime se o tom u véty a).

1. 1.1.1, co% je 0.1=0
(nasobeni znaéime jak obvykle teGkou, neni to tedy
znacka log'lcke konJunkce)

2. 0.0.0, coz_]eO 0, podleumluvytedyl 0=0.
Jinych moZnosti u této véty neni.

Zékladni véta b).

1. 1.0.1=0 pro hodnoty p...
2. 1.0.0=0 pro hodnoty p...
3. 0.1.0=0 pro hodnoty »... .
4. 0.1.1=0 pro hodnoty p...1, ¢q...
(Pozn.: vyrokim ,p’ a ,q’ nejsou ovSem prlra.zeny hod-
notyt0, 1. Pro struénost jsem vynechal pfifazeni hodnot
P, N, jimZ teprve 1, 0 odpovida.)
Jinych mozZnosti pro tuto vétu b) neni.

\ U zakladn{ véty c) by byly k vySetieni také 4 pFipa-
dy, hodneceni proménnych vede k 22 pfipadim, jelikoz
jsou zase jen 2 proménné. U véty d) by bylo nutno vy-
Setfiti 2° pfipadil, protoZe rizné vyroky jsou 3. Podrob-
né provedeni nebudeme tu dile sledovati, protoZe je
zcela mechanické povahy a nepfinese jiz nového nic.
Abychom vidéli rozdil zakladnich vét a jinych spojeni

-

- o
Q0
HooOR
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vyroki, jeZz nejsou tautologiemi, tedy nedaji v aritme-
tické interpretaci 0, uvedme si tento piiklad:

p—>(q.7).

Tato véta, napsana jako vSechny pfedchozi logistic-
kymi znackami, se neliSi na prvni pohled nijak od vét,
jez jsou tautologiemi., Na srovnani uvedu vétu

p—>(@—->p.q),
o0 niZ lze snadno ukézat, Ze tautologii je.

|
Obsahové ovSem je hofeni véta podezielda — z libo-
volného vyroku ,p’ nemiZe prece obecné nasledovati
konjunkce dvou dalsich libovolnych vyroku ,¢' a ,r'.

P — q.r je ekvivalentni s tvarem p V (q V r), vzpome-
neme-li na souvislost konjunkce a disjunkce. Prisudme
vyroku ,p' hodnotu N, druhym dvéma P. Podle imluvy,
jak interpretovati negaci a disjunkci, dostivime pro
aritmetickou hodnotu zkoumané véty 0.0.0, tedy 1.
PFi zvoleném hodnoceni vyroki nedava tedy véta 0, neni
tedy tautologii, protoZe by musila dat nulu vzdy. To
znamena, Ze véta sama je néjak nesmyslna, je mimolo-
gicka, a jeji strukturu muiZe miti kaZda zkuSenostni
véta tieba tvaru: Zplsob Zivota tohoto Zivoéicha (p)
vede k hospodafskym disledkim q a r pro obyvatele
Jistého tizeni., Tato véta je tedy pravdiva, jsou-li spl-
nény materielni podminky jeji platnosti; neni splnéna
na p¥. pro Zivoficha jiného druhu, nez o kterém tato
véta mluvi.

Zakladni vty vyrokového poétu davaji identicky O
Vv aritmetickém pojeti. Zbyva ukazati, Ze ani zavérové
Schema, jehoZ jsme pouZili pro vyvozeni disledku, ne-
Porusi tuto vlastnost tautologii.
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Zavérové pravidlo Fika: Je-li ,A’ formule a je-li také
,4 — B’ formule, je ji (bez dalSiho zkoumani, coz je di-
lezité) také ,B’. ‘,

,A’ budiz formule (tedy zakladni véta nebo disledek
z nich). Ta dava tedy v aritmetickém pojeti identicky
0. ,4 - B’ je vSak, jak vime, ekvivalentni s vyrazem
AV B’ . A’ bude tedy miti pFifazenou hodnotu 1. Pro-
toZze vSak A V B je formule podle piedpokladu, musi
v aritmetickém pojeti to byti B, jeZ anuluje vyraz, to
musi tedy miti aritmetickou hodnotu 0. Tim je viak vy-
jddieno, Ze B je také formuli.

Nezdvislost zdkladnich vét. Byla-li bezespornost zi-
kladnich vét Zivotni otazkou soustavy tohoto vyroko-
vého poctu, je nezavislost otazkou sice menSi dileZi-
tosti, nicméné pro logické vySetfeni jeSté velmi zavaz-
nou. Své doby jsme si o celé véci jiz obsahové néco po-
védéli, na tomto misté ukaZeme, jak se di nezavislost
v tomto jednoduchém poctu prakticky demonstrovati.
Nezavislost se také zkouma aritmetickym modelem. Za-
-kladni myslenkou je, volit obor hodnot pro aritmetické
proménné tak, aby pfi této volbé davaly tfeba prvni tfi
véty a) — c) identicky 0 jako, pii ovéFovani tautologii,
a étvrta véta dala v aritmetické interpretaci hodnotu
od nuly riznou. Tim se ukaZe jeho nezavislost na ostat-
nich. Zpusocb tento, jenz v dal§im na prikladé ukaZeme,
umoznil Hilbertovu spolupracovniku Bernaysovi doka-
zati zavislost paté zakladni véty logické soustavy Rus-
sel-Whiteheadovy na piedchozich étyfech. Pro stupeil
zmechanisovani, jakého dosahla logicka technika, je to
velmi nazorny priklad. UkaZeme ted podle Hilberta
(L. c. str. 31), Ze zakladni véta a) neni zavisla na vétach
b) =+ d). Aritmetické hodnoty, jeZ budou naSim oborem,
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jsou 0, 1, 2. Spojeni znakem ,,V” odpovida zase naso-
beni, jako v dikaze bezespornosti. Negace 0 budiZ 1, ne-
gace 1 tedy 0, negace 2 budiZ opét hodnota 2. Takova
umeéla volba neni neZ zkusmo nalezena pomucka, nevézi
za ni jiz nic hlubsiho, volbu by bylo mozno uskuteéniti
také jinak, moZna méné vhodné, ale tak, Ze by také vy-
hovovala. Jesté amluvu o hodnotach vétSich nez 2. Pri
smluveném pojeti znaku ,,V/” jako nasobeni se nékdy
stane, Ze éiselna hodnota formule je vétSi neZz hodnota
2, na pfF. 4. V tom pripadé odeéitame od viech hodnot,
jeZz by dosahly 4 anebo byly vétsi, vhodné nasobky 4
tak, abychom dostali éislo mensi nez 4. Matematicky
YeCeno, uzivame pouze zbytkové tfidy modulo 4.

Lze ted snadno ukazati vyétenim vSech moZnosti pii
dosazovani smluvenych hodnot nasSeho oboru, Ze for-
mule b), ¢), d) davaji stale hodnotu 0. Kdyby byla i
formule ,p V p — p’ z nich odvoditelna, musila by da-
vati také identicky 0. To je jasné proto, ponévadz kazdy
disledek formuli b) - d) musi dati aritmeticky 0, tedy
také a), jez by bylo disledkem b) —+ d).

Pirifad'me vyroku ,p hodnotu 2. Formule a) se da
psat podle zptisobu nam jiz béZného jako disjunkce
pVp V p. Aritmeticky tedy 2.2.2. Hodnotu 4 redu-
kujeme tedy podle imluvy na 0 a negace 0 je 1. Dava
tedy posledni sou¢in hodnotu 2. Stejné tak by se doka-
zala nezdvislost druhych vét na zbyvajicich tfech.

Na tomto misté jesté pFipojime formalni dikaz Rus-
selovy paté zakladni véty z naSich vét a) = d). Véta
jeho zni takto:

pV(qVr)—>qV(pVr).
Ditkaz:
ro>pVr
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z véty b), kde je v pravé strané implikace provedena za-
meéna obou ¢lent disjunkce. Je to dovolena operace, jiz
lze snadno dokézati.

Vlozme tuto formuli do levé strany véty d) a pouZij-
me na vétu d) zavérového pravidla, tedy

qV (r->pVr) > [gVr ->qV (V]
takZe dostaneme formuli - A
qVr—-qV (pVr).*)

Zcela stejnym postupem (,,nasobenim” vyrokem ,p')

pV(Vr)->pVgV(pVn]
a vyménou v disjunkci na pravé strané

pV (VT —>[gV (pVnI1Vp. @)

Druha gast dikazu:
po>rVp

z véty b), kde porad &lent v disjunkei vpravo je zase
vyménén, Vlozme do této formule za ,p’ vyraz pVr'
a za vyraz ,r’ poloZme ,q’. Dosaneme.
pVr—-qV(pVr). .
Z této implikace a z piredchozi uzavieme podle schema-
tu: A > B i B - C jsou formule, tedy také 4 — C je
formule _
p—>qV(Vr

s poznamkou, Ze k umoZnéni tohoto zavéru je nutno
zase v disjunkei, jeZ je spoleénym cClenem B, zase vy-
ménit ¢leny disjunkce. Vidéli jsme v prvni éasti ditkazu,
?e formule implikaéni ,,vynisobenim” obou stran né-

*) nebot levé strana pfedchozi implikace je formuli: viz pozn.
k v&té 2. tohoto odstavce.
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jakym vyrazem nepiestane byti formuli. To je obsah
véty d). UZijeme-li tohoto obratu na posledni implikaci,
mame

(qV@VnIVp->[gV(VnrIVIigV(@Vnl.

V této posledni formuli je na pravé strané disjunkce
stejnych vyrazi. Lze lehce dokazati, Ze je ekvivalentni
vyrazu samému. Podle véty a) plati p V p —p a dosaze-
nim ,p’ za ,q' do véty b) mame p - p V p. Podle defi-
nice ekvivalence je tvrzeni dokazano, protoZe plati obé
implikace. Disjunkci napravo nahradime tedy jedinym
jejim élenem, takZe mame '

gV (@VNIVp->qV (V). (2)

Spojenim formuli (1) a (2) a uZitim zavéru o dvou im-
plikacich se spoleénym €lenem, kterého jsme jiz éastéji
pouzili, mame hledanou formuli,

Formule je zajimava potud e v dobé, kdy Russel
s Whiteheadem budovali sviij logicky systém jako za-
klad pro zpracovani celé matematiky, neméli prostied-
ki, jak dokazat nezavislost zakladnich vét a byli pfe-
svédéeni, Ze soustava zikladnich vét vyrokového poctu
na mensi poéet redukovati nelze,

Loglstlcka methoda, vysetrltl nezavislost jednotli-
vych zakladnich vét, nebo pfi matematické discipliné
axiomd, je velkym krokem kupfedu. Axiomy geometrie,
aritmetiky, theorie mnozin, poétu pravdépodobnosti, to-
pologie a jinych odvétvi matematickych, daji se vyjad-
Fiti v logistické Feéi, vyrazové bohatsi nez je nas dosa-
vadni systém. Ditkaz nezivislosti jednotlivych axiomi
je ov8em sloZitéjsi, nékde chybi dosud obecné methody
takového vySetfovani, ale je tu velky krok kupfedu,
velky krok od téch dob, kdy tyto methody nebyly zna-
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mé, Hlavni véc je ta, Ze logika sama si nasla takové me-
thody, jez jsou skuteéné plodné a dostateéné obecné a
nemusi se spoléhati na vtipny napad, jenz v tom neb
onom ptipadé umoznil dikaz nezavislosti mimologickou
cestou, jenZz vSak nema té nosnosti, aby zaruéil dobry
vysledek ve vSsech pfipadech. V mnoha pfipadech byl
takovy dukaz jiz logistickymi methodami se zdarem
proveden. Postup je ¢asto ten, Ze analysou logistickych
formuli se objevi samostatné mensi slozky vét, jez vy-
jadfuji axiomy a vSechny axiomy se jaksi vypreparuji
na své zikladni soucistky. O mnohych z nich se da
snadno ukazati, Ze jsou to tautolog'ie takZe zbyva vy-
Setfiti to, co povahu tautologie nema — to je pa.k disté
matematicky postulat

Redukce na mensi pocet zakladnich vét a zkoumani
nezavislosti nim poskytuje pFileZitost, zminiti se o vy-
znamu takové redukce pro jiny obor, pro obor zaklad-
nich predméth. Jestlize zikladni véty, v matematice
pak axiomy, jsou pFedpisy, jak se s pfedméty té sou-
stavy zachazi, pak musi byt také pro kazdou soustavu
jisty pocet zakladnich pifedméti, jichZz funkce je za-
kladnimi vétami uréena a vSechny ostatni se jiZ defi-
nuji. Podet predmétu déle nedefinovanych, jenz je v za-
kladech soustavy, muzZe byti eventuelné také dal redu-
kovan,

Staré pravidlo Viléma Occama Fika ,,Entia non sunt
multiplicanda praeter necessitatem”; je to pravidlo eko-
nomické, Ale jak jsme si jiZ fekli, ekonomiénost ma
hlubsi vyznam nez jen jisty esteticky pozZitek, jak se po-
dafilo v néjaké soustavé materii] zjednodusit. Pravé
tak, jako jsme si ukazali na pfikladech vyrokovych spo-
jeni (tabulkami) jejich vzajemnou zavislost, a jak jsme
si zase u zakladnich vét ukazali nezavislost, tak takeé
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je mozZno logisticky vySetFiti zavislost, resp. nezavis-
lost zakladnich pfedméth matematického oboru, o ktery
jde. UkazZe se pak, Ze staéi voliti celkem maly poéet ta-
kovych zékladnich pfedmétii, a vSechny ostatni se jiz
daji jimi definovati.

UkazZeme si ted, jak je to obecné mozné, Kazdy védni
obor mi jisté mnozstvi pfedméti, jimZ odpovidaji znac-
ky. Soubor téch znacéek nazveme A. V tomto souboru
Jjsou tedy jména vSech predmét. Vedle toho se opira
'soustava o zdklad axiomi, jeZ nazveme souhrnné sou-
bor X. Da se ukazati, Ze plati pomérné jednoduché kri-
terium v tom pripadé, kdyz néjaka nova znacka ,,a”’ ma
byti definovatelni souborem A spolu se souborem X.
Methodu takovou objevil na po¢atku tohoto stoleti ital-
sky matematik Padoa. Je patrno, o¢ jde. V dikaze se
jiz nestarame o pfedmét, znacce ,,a” prirgzeny, pova-
Zujeme znacku za slovo a zkoumame jeho Zavislost na
slovech skupiny A4 a skupiny vét X,

Uvedu jako pouény vysledek této methody zajimava
Jjisténi polského logika Tarskiho, opfena o starsi vysled-
ky amerického matematika Veblena. Jde o zakladni
pojmy geometrie. Méjme na mysli n-rozmérnou eukli-
dovskou geometrii a zaved'me si v ni dvé relace. Prvni
oznaéme a (x, ¥, 2, t). Tato relace necht znaédi, Ze par
bodu (x, y) ma tutéZz vzdilenost jako par bodu (z, t).
Druhou relaci, jiz si zavedeme, je b (x; y, 2). Tato re-
lace necht znaéi, Ze bod y leZi mezi body x, 2. Relace ,,a”
je zakladnf relaci metrické geometrie (jako je normalni
analytickd geometrie stfedoskolskych uéebnic), relaci
»b” 1ze povaZovati za zakladni relaci topologickou. V to-
pologii nezaleZi na metrickych vztazich, protoZe ta zkou-
ma zakonitosti jiné. Zkouma na pf., co zistane zachova-
no (invariant), podrobi-li se jeji pfedmét spojité defor-
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maci. Mime-li bod na tseéce, ktery je mezi obéma kraj-
nimi, pak mtZeme tuto Useéku jakkoli spojité deformo-
vati a tato vlastnost, leZeti ,,mezi”, zistane zachovana,
pokud se koncové body piivodni tseky nespoji nebo po-
kud se nevytvofi néjaka smycka. Takové moZnosti se
v topologii vyluéuji tim, Ze deformace musi byti jedno-
jednoznaéna —. t. j. v.naSem pripadd kazdému fiovému
bodu nové kfivky (po deformaci) musi odpovidati je-
diny bod ptivodni (pfed deformaci) a naopak. Toto ,,le-
Zeti mezi” je tedy topologickym invariantem.

Tarski ukézal, Ze je moZno vybudovati celou eukli-
dovskou geometrii logicky na obou uvedenych relacich.
T. j. jediné tyto relace jsou mimologickymi relacemi,
tedy ¢isté matematickymi vztahy. VSechno ostatni do-
da, abychom se tak drasticky vyjadFili, logicky mecha-
nismus. AvSak ,a” a ,,b” nejsou na sobé zdvislé. ,a”
nelze definovati pfedmétem ,,b”. To je patrno na prvni
pohled i obsahové, ,,@” ma néco navic — pravé metric-
ky pojem .vzdalenosti, ktery v ,,b” chybi. Vezmeme-li
tedy soustavu vét euklidovské geometrie jako X a sou-
bor A, predstavovany tu jedinou znackou ,,a”, lze ,,b”
souborem X a A definovati. Tento vysledek sam o sobé
by nebyl tak zvlastni, ale z ditkazu plyne jeSté tento
prekvapujici dodatek: jediné v pfipadé jednodimensio-
palni geometrie (t. j. geometrie na euklidovské pfimce)
neni mo%no ,,b” definovati pomoci ,,a”. Tam jsou tedy
obé zikladni relace nezdvislé.

3. Logika intuicionistickd, vicehodnotové logiky.

Dosavadni vyklad se omezoval, jak jsme od poéétku
ukazovali, na dvojhodnotovou logiku s vyznaénymj hod-
notami ,,P” a ,,N”. Byly uéinény Gspésné pokusy, rozsi-
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r1t1 dvojhodnotovou logiku. Viimneme si tu dvou; prvni

si vyloZime jen obsahové, bude to ukazka zpusobu mys-
leni v logice Brouwerové, zakladatele moderni intuicio-
nistické Skoly. Druhou ukazkou bude trojhodnotova lo-
gika Lukasiewiczova, jiZ uvedeme ve formalisovaném
znéni.

Intuicionisté, o nichZz jsme jiZ mluvili pfi poznimkéch
o matematickém predmétu, kladou podminku konstruo-
vatelnosti pfedmétu jako podminku nezbytnou pro jeho
matematickou existenci.,, Brouwer namifil sviij Gtok
proti logice i matematice velmi ditkladné a radikalné
do hloubky Tvrdi, Ze logika, stara log'lka se svme prin-
cipy, jez Jsme si své doby vypsali, neni nez abstrakte
z pravidel, jeZ plati pro matematické ivahy o koneéném
poctu pfedmétia. Tvrdi dale, Ze abstrakce z téchto pra-
videl se ustavily v logické principy, jichZ platnost se
nepravem prenasi na Gvahy o nekoneéné mnoha pied-
métech, Je tedy podle Brouwera naprosto nutno vyzkou-
Seti pravidla staré logiky, pokud jsou na takové pfipa-
dy vhodna a pokud nevedou k nepotfebnym vysledkiim.
Pokud by matematika uZzivala pravidel staré logiky me-
chanicky, miZe se ocitnouti v slepé uli¢ce. Brouwerovo
obrazoborectvi je trochu obdobné revoluéni &innosti Hu-
meové ve véci kausality. Hume bofil pfedsudek proti
stfedovéké povéfe v absolutni nutnost kausality —
proti mechanickému zneuZivani pojmu kausality, jenZ
nadto tehdy zdaleka nemeél dnesniho kritického vybrou-
Seni. Brouwer tu sahd na samé zaklady lidského mys-
leni. Proti logilim také hlasi, Ze mohou existovati za-
sadné nefeSitelné problémy — védomé tedy pfidava
k Du Bois Reymondovu ,,ignorabimus” dalSi zavaZi.

Nu tom, co jsme dosud z myslenek Brouwerovych u-
vedli, je jisté nespravné, povaZovati logiku za souhrn
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pravidel, odvozenych na uvahich o koneéném poctu
predméti. Jiz takové Gvahy predpokladaji elementarni
uzZiti logickych principii, nehledic k tomu, Ze logické
principy maji mnohem SirSi uZiti neZ jen na matema-
tické predméty anebo na empirické predméty, o nichz
matematicky uvaZujeme. NeZ jsou tu matematické,
z vét8i Gasti jen matematikovi pFistupné divody, jez
uvidi Brouwer pro revisi logickych principtli, pokud se
tyka jejich uZiti uvnitf matematiky samé,

Abychom vpadli pfimo doprostied jeho problémi,
promysleme si futo ulohu: Je v desetinném rozvoji ¢isla
n pravé sedm se®miéek za sebou? T. j. existuje v dese-
tinném rozvoji » F¥ad t¥eba n-ty, aby po jeho dosaZeni
¢islicemi rozvoje nasledovalo pravé téch 7 sedmicek,
pfi ¢emzZ by ,,n”” mohlo byti neimensi ¢islo té vlastnosti?
To je jeden z jednoduchych p¥ikladi Brouwerovych.

Pfi analyse podobnych piikladd vytyka Brouwer lo-
gice, Ze da jednodusSe odpovéd': bud'to ano nebo ne, Ter-
tium non datur. Odpovéd je mozno hledati nékolika
zpusoby. '

1. UkéaZeme, budeme-li znati rozvoj ¢isla n dosti vy-
soko, Ze v ném zadana skupina sedmiéek je. To by byla
t. zv. demonstrace, proti které oviem intuicionista nema
nejmensich namitek, naopak, v jeho smyslu by rozvoj
byl aZ k hledané skupiné konstruovdn. Cislo n ma
ovSem desetinny neperiodicky rozvoj — kdybychom
znali jeden milion éislic za desetinnou ¢arkou, je to pra-
vé tak malo, jako kdyZ jich znime nynéjsich nékolik
set — nebude-li tam nahodou hledana skupina sedmicek.

2. Posloupnost éislic v desetinném rozvoji = neni do-
sud aritmeticky uzikonéna. Posloupnost je, abychom
uzili silnéjsiho vyrazu, matematicky dosud nezkrocena.
Kdybychom znali vytvarny zikon pro sled éislic v roz-
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voji =, pak je posloupnost vlastné znama jako celek. Na
zakladé této zakonitosti by bylo moZzmo rozhodnouti
bezpeéné, je-li nebo neni-li v rozvoji téch 7 sedmicek.
Vytvarny zakon posloupnosti desetinného rozvoje by
musil byt, nehledic k slozitosti vyjadieni, pravé tak
jasny, jako je tieba zikon této posloupnosti

0,1,1,23,5,8,13, 21, 34, 55, ...

(prvni dva ¢leny jsou dany: 0, 1, dalsi jsou soucty vzdy
dvou pfedchozich, je to posloupnost Fibonacciho, ma-
jici zajimavé vlastnosti ve vztahu k theorii éisel).

3. MizZeme predpokladati existenci onéch 7 sedmiéek
nékde v rozvoji n a ukazati, Ze tento predpoklad vede
ke sporu s definici disla , danou tfeba Leibnizovou
fadou

T 1 1 1 1
i B L R
nebo jinym rozvojem nebo tvarem.

4. MiZeme predpokladati existenci onéch 7 sedmicek
nékde v rozvoji a ukazati, ze tento pfedpoklad nevede
ke sporu s definici éisla = (pozor na rozdil proti bodu
3). '

S feSenimi v bodech 1., 2., kdyby se takova reSeni
Halezla, bude intuicionista spokojen zcela, Nebude vsak
ur¢ité spokojen s druhem tuvahy v bodé 4., presto, ze
tento zplisob je v matematické praxi bézny. Intuicio-
nistovi nezaruéi nic, jak uvidime z dal3iho. Uvahu 3. po-
vazuje klasickd matematika za diikaz nemozZnosti hle-
dané skupiny.

Mohou nastati tyto moznosti:

a) v desetinném rozvoji », jakkoli vysoko bude znam,
nebude téch 7 sedmicek,
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b) spoutini nezkrocené posloupnosti v desetinném
rozvoji n se nedafi,

¢) dikaz tvaru 3. nebo 4. se nedafi.

Intuicionisté povaZuji za mozné, alespon zasadné, %
lloha viibec neni FeSitelna. Proto nechtéji pFipustit
jednoduchou alternativu, Ze sedmi¢ky v rozvoji jsou
anebo nejsou.

Podivejme se na cely problém s jiné stranky. Je zna
ma soustava zakladnich vét, axiomi, jimiZ je ustaven:
theorie realnych éisel. Je otazka, je-li moZmo z této sou
stavy axiomil dokazati vytvarny zikon posloupnost
v-desetinném rozvoji ¢isla ». Co kdyby tento zakon by
na axiomech theorie realnych éisel nezdvisly? Paty po
stuldt Euklidiv také nebyl ze vSech ostatnich vét geo
metrie, doka.zatelny Tato x{znost trebaZe znaéné ne
piijemna, tu je.

Otazku existence matematickych pi"edmetu dosud ne
dokazanjch ani nevyvracenych se pokusim jeSté osvét
liti jinym ptikladem. Je znamo jiZ dlouhou dobu,
k mnohym prvocislim lze nalézti prvoéisla vétsi o dvi
jednotky. PFikladem jsou dvojice prvodisel 5, 7; 11, 13
17, 19; ... 101, 103; ... Pokud sahaji tabulky prvo
cisel, je moZno, i kdyz pozdéji fidce, takové dvojice na
iézti. O téchto dvojicich prvoéisel plati velmi zajimavi
véta (Brunova), Ze Fada pFevracenych hodnot técht(
prvocisel konverguje. Pfi tom viak nent znamo, zda ta
kovych dvojic je koneény nebo nekoneény pocet. Kdyb;
jich byl koneény- pocet, pak je Brunova véta trivialni
Véta je interesantni teprve tehdy, je-li dvojic neko
ne¢né mnoho. A to prave nevime, Bruniiv diikaz, kter,
je znaéné obtiZny, se opird o methodu Erastothenov:
sita, znamého z elementarnich vykladd o prvoéislech
V podstaté jde o to, Ze se zjisti, jak Fidce jsou rozlo
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Zena po celé nekoneéné posloupnosti prvoéisel mista, na
nichz ,,by” mohlo byti prvodislo tvaru ,p }+ 2’. Je pa-
trno, Ze mnoho éisel tvaru ,p + 2’ odpadne, protoZe jsou
délitelna jinymi prvoéisly. Ta pak, ktera zistanou, mo-
hou byt prvoéisly, ale nemusi. Jejich eventuelni vlast-
nost, ,,byti prvodislem” neni' ve sporu s prostfedky uZi-
té methody. Neni tedy dok4zano nic vice nez: kdyby ta-
kovych dvojic bylo nekoneéné mnoZstvi, jgou tak ridce
-rozloZeny, Ze fadu jejich pfevracenych hodnot lze se-
¢isti. (Na srovnani uvadim jen zndmou vétu, Ze fada
pFevracenych hodnot prvocisel souéet nema, diverguje.)

Na tomto prikladé je nazorné patrno, co je existence,
‘zaruéena bezespornosti. Existence prvoé¢isla tvaru ,p 1
- 2’ tu neni bréana se stanoviska konstruktivniho; pfed-
pokladime-li o &islech, jeZz ,,by"” prvoéisly byt mohla
(t&ch ridkych), Ze prvodisly jsou, nedojdeme uvedenou
methodou ke sporu a to pro diikaz Brunovy véty staéi.

Vzhledem k logické vété o vyznamu dvoji negace by
se vysledek dal také tak vysloviti: neplati, Ze na onéch
Fidkych mistech prvoéisla neexistuji. Tato véta by méla
byti rovrocenna s vétou, Ze tedy na onéch mistech prvo-
disla existuji. A to pravé zarudeno neni. Brouwer také
vétu o dvoji negaci nepfijima.

V obou prikladech jde o soubory, v nichZ je nekoneé-
ny poéet predméti, at jiz éislic nebo mist tvaru ,p 4 2’
a pro takové soubory nechce intuicionista pFipustiti
platnost alternativy: bud’ — anebo, tfeti moZnosti neni.
To jsme poznali na prvnim pfikladé. Nechce viak takeé
pripustiti v téchto pripadech platnost véty o dvoji ne-
gaci, jiZ se dasto uZiva v exisfenénich diikazech.

Pro svoje Gvahy si zavedli intuicionisté logiku, jiZ
formalisoval Heyting, v niZ neplati princip vylouéené
tieti mozZnosti a neplati véta o dvoji negaci. Své logiky,
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o niZ v8ak soucasné prohlasuji, Ze se vlastné formali-
sovati neda, uZivaji k novému poloZeni zakladi klasické
matematiky,. zejména analysy.

Ukéazeme si ted, jak miZe takova trojhodnotova lo-
gika vyrokového poétu vypadati. Zvolime k tomu cili
jednodussi soustavu, nez je Brouwerova soustava in-
tuicionistické logiky,*) a to soustavu Lukasiewiczovu.

Filosofické, resp. noetické Gvahy jiného druhu.nez
Brouwerovy Givahy o matematice vedly polského logika
Lukasiewicze k odkryti vicehodnotovych logik. Luka-
siewiczovi §lo o vyjadieni déji v budoucnu, o vyjadieni
jejich determinovatelnosti a nedeterminovatelnosti. Pii-
jal k formalnimu vyjadfeni svych myslenck logickou
soustavu, v niZ neplati ,tertium non datur” a vytvofil
soustavu. vyrokového poctu, kde nejsou jen hodnoty P
a N, nybrz dokonce i nekoneéné mnoho hodnot mezi o-
béma témito pdly.

Souvislost Lukasiewiczovych tivah s poétem pravdé-
podobnosti je nepochybna., V poétu pravdépodobnosti
pravé vyjadfujeme &islem uzavieného intervalu<0;1>
moznost vyskytu néjakého zjevu. Tu jsou takeé dva poly,
,0’, ktera odpovidi nemoznosti vyskytu a ,1’, odpovida-
jici jistoté vyskytu. U Lukasiewicze ma pak kazda for-
mule theorie pFifazenou svoji hodnotu, souhrn formuli
podle povahy svého spojeni tedy také. Jeho theorie se
da tedy uZiti k vyjadfeni tloh poétu pravdépodobnosti,
kdyz logicky pofet vhodné interpretujeme.

Lukasiewicz pouzival pivodné tabulkové methody,

*) Tato Brouwerova (Heytingova) smstava intuicionistické
logiky je na p¥. pfedmétem Gvah ¢éldnku W. H. Stone, Topologi-
cal Representations of Distributive Lattices and Brouwerian Lo-
gics v Casopise pro péstovéni matematiky a fysiky, rof. 67, a
A. Kolmogorova v &as. Math. Zeitschrift 35 (1932),
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v podstaté stejné jako jsme uvedli v dvojhodnotové lo-
gice. V piipadé trojhodnotové logiky pfibude ovSem
k hodnotim P a N jesté ,tertium” T. Touto tabulko-
vou methodou provedl také zakladni spojeni vyroki ob-
dobné k postupu, jenZ je nam znam. Pozdéji vsak, vli-
vem nové methody, které s uspéchem uzil na vySetfo-
vani bezespornosti axiomatickych soustav, nasel novy
zpiasob. Jsou to t. zv. rovnice v maticich, jez uréuji hod-
noty zékladnich spojeni vyroka z hodnot, jeZ maji vy-
roky samy. Zakladnim typem spojeni vyrokl je impli-
kace. Abychom docilili pfehlednéjsiho tvaru psani, pfi-
soudime ted hodnotim P, N, T postupné aritmetické
hodnoty 1, 0, 2 (stejné dobfe misto posledni hodnoty
tfeba 1/2). Pak plati v soustavé 3hodnotové logiky:

=0-52=1->1=2->51=2-52=1;
10=0; 1-52=2-50=2;
NO=1 N1=0, N2=-2; T0=T1=T2=2,

Znak N, T, postaveny pied pFislunou aritmetickou
hodnotu, vyjadfuje jeji negaci, resp. operaci , tertium”,

Postupné éteny davaji napsané implikace tento slovni
opis: nepravdivy vyrok implikuje nepravdivy, neprav-
divy pravdivy, nepravdivy tertium (z falesného plyne
jak vime z dvojhodnotové logiky, také spravny, tedy
také tertium), pravdivy zase pravdivy, tertium prav-
divy (chceme-li, 1ze pokladati tertium za slabsi neprav-
divy vyrok), tertium zase tertium a hodnota vSech téch-
to implikaci je 1, t. j., jsou spravné. Dalsi skupinou je
Jjedina implikace: pravdivy vyrok implikuje nepravdivy
a tato implikace mi hodnotu 0; je nesprivna jako
v dvojhodnotové logice. Dalsi skupina: pravdivy vyrok
implikuje tertium, tertium implikuje nepravdivy vy-

91



rok a hodnota obou téchto implikaci je 2. Rovnice pro
negaci a operaci tertium jsou snadno srozumitelné.

Pfipominam, Ze zidny formalni logik neéini tyto ob-
sahové piepisy, jsa si. védom nebezpeéi, jez takoveé
slovni pfepisy mohou skryvat. Pokusim se jen for-
malné ospravedlniti posledni skupinu implikaci, 1 —» 2
a 2 —» 0, Obé maji hodnotu 2. Druha neni snad tak ne-
piistupna i dvojhodnotovému mySleni, v némZ tyto
opisy provadime, Tertium miZe implikovati také 0. Pfi-
pustime-ii tuto mozZnost, pak lze snadno ukézati, Ze
prvni implikace této skupliny, 1 — 2, nefika nic jiného.
Implikaci Ize obratiti, negujeme-li soucasné oba éleny,
spojené implikaénim znakem. PouZijeme-li pfislusnych
rovnic, napsanych na poé¢atku, dostivime p¥imo dru-
hou implikaci této skupiny. Pro obsahové chapani jsou
tu ovSem nesrovnalosti, Pfiklad: pripustime-li opravné-
nost implikace 2 — 0, fekneme-li si tfeba, Ze tertium
je nerozhodnutelné, takZze miife implikovati nepravdivy
vyrok, lze Fici stejnd dobre, Ze tertium miiZe impliko-
vati pravdivy vyrok. Implikace ma vSak v prvnim pfi-
padé hodnotu 2 a v druhém piipadé hodnotu 1, jak je
patrno z matic. Pokud zlistaneme v okruhu operaci, da-
nych maticemi a rovnicemi na pocéatku, nedojdeme ke
sporu. Kdybychom p¥ifkli druhé implikaci zdanlivé stej-
né opravnéné hodnotu 2, pak by spor uvnitf soustavy
vznikl. Obsahové se vSak rozliSeni hodnot obou impli-
kaci nedopatrame, protoZe myslime pofad v okruhu
dvojhodnotové logiky.

Uvedu je§té na srovnani se soustavou zakladnich vét
dvojhodnotového vyrokového poétu soustavu zaklad-
nich vét pro tento trojhodnotovy pocet. Soustavu pfi-
pravil pro Lukasiewicze jeho Zak Slupecki.
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1. p>(p—>q),

2. -oq->[g-nN->(@->n]
3. [(p—)p)->p]—>P.

4. (p—>q)—>(q—)p),

5. Tp— Tp,

6. Tp— Tp,

kde negace je psana starym zpusobem, jejZ znime
z dvojhodnotového poétu, vodorovnou ¢arkou nad zna-
kem. Je patrno, Ze nékteré zakladni véty, v nichZ ne-
pfichézi ,7”, jsou odvoditelné ze zakladnich vét dvojhod-
notové logiky. (Na pf. véta 4. vyjadfuje znamy obrat
implikace, jejz jsme své doby dokazali.) Tertium pii-
chazi aZ ve dvou poslednich vétach, obé spolu vyjadiuji,:
Ze negace tertia je s tertiem ekvivalentni, brano se sta-
noviska dvojhodnotové logiky.

Prestavam na této neﬁplné ukazce, protoze v ramei
naSeho dalSiho postupu neni moZno vice se véci zaby-
vati, Nebylo by vsak dobfe, aby v étenafi byl vzbuzen
dojem, Ze jde o prazdnou hru, konstrukei logickych sou-
stav, jez nemaji Zadného uziti. Jak Brouwerova logika,
tak takeé soustavy Lukasiewiczovy vznikly z védeckych
problémil, jez se té doby v obvyklé logice FeSiti nedaly.
Nechci Fici, Ze se nedaji Fesiti. Jde o to, jsme-li schopni
mysliti v soustavach obecnéjsich, neZ je soustava kla-
sické logiky. UZiti néjaké soustavy na védeckou praxi je
pak véc ¢éasu. JiZ mnohokrat se stalo v déjinach védy,
Ze theorie pifedb&hla praxi znaéné a pripravila ji vy-
zbroj, kterou nasla hotovou, kdyz ji bylo nejvice zapo-
-tiebi.*)

*) Na mozZnost takového uZiti t&chto logik poukdzal jiz 1937
polsky logik Zawinski a ve Francli Paulette Février (Kvant.
tysika). :
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4. Funkéni pcéet,

Jako druhou ukazku logického poétu uvedeme pocet
funkéni, Je vyrazové mnohem bohatSi nez pocet vyro-
kovy a prokaZe nam také mnohem lepsi sluzby pro ana-
lysu matematického mysleni. Vyrokovy poéet bylo nut-
no predeslati jako jeho zaklad. Vnikneme ted mnohem
hloubéji do struktury vét a soudi, kde se nepracuje vy-
roky jako celky, neschopnymi dal§iho rozboru.

Nejdiive ukaZeme struéné, v ¢em spoéiva obohaceni
nového poétu. Méjme néjaky predikat, kterym pfisuzu-
jeme danému predmétu néjakou vlastnost. Nazveme-li
piedmét ,»’, vlastnost (pfiféenou predikatem) ,f’, pak
vyjadfime vétu ,,0 z plati f” symbolicky ,f(z)’, Pted-
méty, jez vyhovuji funkei ,f* (pfedméty vlastnosti ,f'),
tvoli tFidu pfedmétl, vytvoFenou predikatem.,f’. Cely
tak zvany podet tfid, ktery jesté v dile Russel-White-
headové hraje duleZitou roli, je mozno za jistého pred-
pokladu (extensionality) vyjadfiti rovnocenné funké-
nim poétem, takZe se poftem tfid zvlasté zabyvati ne-
budeme. ' . o

Plati-li pro vSechna ,»’ néjakého oboru ,f’, piSeme
;(®)f(x)’ a éteme: pro vSechna .’ plati ,f’. Zavorko-
vany znak pfed funkéni znac¢kou se nazyva ,,operator”,
v tomto pfipadé ,,pro vSechny”. Existuje-li ,’, pro néz
plati ,f, piSeme ,(Ex)f(x)’. Operator tento nazyvame
existenéni operator. Proménna ,x’, jeZ probiha oborem
predmétii, pro néz plati ,f’, je v obou uvedenych piipa-
dech vdzand, a to operatory. PiSeme-li bez operatoru
of (x)’, pak Fikame, Ze proménna je v tomto piipadé vol-
na. V matematické logice se obyéejné upozoriiuje na
obdobu vazané proménné v integralnim poctu. Mame-li

tam na pF. integral [f(x) dx, kde ,f’ je funkce integra-
0
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ce schopna tieba ve smyslu Riemannoveé, pak ,x’° je va-
zano na uzavieny interval <{0,r)>. To je obdoba opera-
toru ,,pr¢ vSechny”. Bylo by mozno najiti i obdobu s vol-
nou proménnou a to v integralu, jenz je chapan jako
primitivni funkce k dané funkci vzhledem k operaci de-
rivace a vyjadiuje se t. zv. neuréitym integralem po
zpusobu, ktery byl své doby v analysi obliben. Tyto a-
nalogie pfes to, Ze se hojné uvadéji, nejsou pro nas
ucel nijak zivazné. .
Ukazeme si ted, jak je mozno vyjadfiti znaky s ope-
ratory zpusobem, jejz zname z vyrokového poctu, Pred-
poklidame viak vyslovné, Ze obor proménnych, jez vy-
hovuji zvolené funkci, je koneény. Bud'tez predméty to-
hoto oboru — té t¥idy lze také fici —
Ty, Xy Ly Ly - -« e
Potom plati ’

1. @) f(x) =p f(x).f(x,).f(x,) ... f(2n).
2. (Ex)f(x) =p;
fl@) Vf(e) V) VE@)IV ...V f(za)

Ekvivalence jsou obsahové snadno pochopitelné.
Plati-li pro vSechny predméty tf¥idy — stanovené zna-
kem ,f’ — Ze maji vlastnost ,f’, pak prava strana 1. vy-
jﬁdl"uje tuto vlastnost vyslowmeé pro kaZdého é&lena sou-
boru. Existuje-li pak predmét vlastnosti ,f, ma tuto
vlastnost ,x,” nebo (také) ,x.’, ... aZ ,x»’, coZ je prava
strana 2. Pomoci téchto ekvivalenci Ize pro koneéné
tfidy predmétd dokazati dulezité vztahy funkéniho
poctu, jez plati pro operatory ve spojeni s funkei. Tyto
vztahy, nové ekvivalence, si ted dokaZeme. Zaved'me
jesté oznaceni

misto (x)f(x) piSme (x)f(x)

(neplati pro vsechna ,x’ vlastnost ,f’)



a misto (E2)f(z) pidme (Ex)f()
(neexistuje ,»’ vlastnosti ,f’).
Z vyrokového poétu znime ekvivalenci
pVgeop.q _
a protoZe plati v dvojhodnotové logice véta o dvoji ne-
gaci, platf také
pVgoop.q
zameénou vyrokd za vyroky negované.
Lze shadno dokézati, Ze plati obecngji

pVaVrV...Vtcop.q.7...t
a stejné tak plati.

. pVgVTV.. Vicop.q.7...L
PouZijeme téchto ekvivalenci na svij piipad.
Plati tedy ;

F@) - f(@,) . fa) oo fla,) V) V...V f(n),
ale leva strana neni nic jiného nez (x) f(x) prava je
(Ex)f(x). Plati tedy

(@) f(x) oo (Bx)f().

Tato ekvivalence se da obsahové velmi snadno inter-
pretovati a je hojné pouZiviana v matematickych tsud-
cich, Intiucionisté by ji piijali, tak jak byla dokizana.
RozsiFi-li se vS8ak obor platnosti této ekvivalence také
na tridy nekonecné, coZ logika ¢ini, nemohou s touto
ekvivalenci souhlasiti, nebot jeji podminkou je princip
vylouceni tfeti moZznosti. Pro nekonec¢né obory pro-
ménnych funkce ,f nelze také ekvivalenci dokazovati
obratem pies vyrokovy polet, protoZe nekoneéné dis-
junkce i konjunkce zdsadné nejsou pfripustény. To by




bylo nutno rozsifiti pravidla poétu. Obsahové ¥ika ek-
vivalence zfejmé tolik: neplati-li predikat ,f’ o vSech o,
existuje ,#’ takové, pro néz plati ,non f’ a také naopak.
V matematice se éasto pouZiva tohoto obratu: najde-
me-li pfiklad, ktery vyvraci pfedpokladanou vlastnost,
spoleénou celé skupiné pfedmétii, pak neplati tato vlast-
nost obecné. Takovy piiklad, jenz vyvriti tuSenou
(8patné tuSenou) vlastnost celého souhrnu, byva oby-
¢ejn& vtipné vymyslenou konstrukei, jeZ svoji tilohu
splni tim, Ze tuSenou vétu zvrati.
JestliZze utvofime negaci vyrazu

f(xl)Vf(-’”g)V-..Vf(xn),

dostaneme

F(x) . f(@) ... floa),
ale to je jinak psano
- (@) f(x).

Negace disjunkce, z které jsme ted’ vysli, se da psati
strucéné

(BEx)f(x).
Plati tedy '
(Ex) f(x) oo () (). _
Tuto ekvivalenci také snadno dostaneme z ekvivalence
prvni negaci obou stran. -

Také tento druh tGsudku je dostateéné znidm a jeho
slovni vyjadfeni neposkytuje obtiZi.

Znovu si uvédomime, Ze jsme pii odvozeni obou téch-
to dileZitych ekvivalenci funkéniho poétu uZili koneé-
ného poétu vyrazii tvaru ,f(x:)’ nebo f(x:)', sestave-
nych v disjunkce nebo konjunkce, Jesté Russel a White-
head pripoustéli moZnost disjunkei a konjunkei o neko-

wewr

neéné mnoha clenech. Tuto moZnost pozdéjsi kritika
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oslabila. Jistou obménou postupu, jejz jsme uvedli, do-
chazi Wittgenstein s pouZitim Shefferova symbolu (viz
drive ve vyrokovém poctu) k definici zakladnich vyrazi
funkéniho poétu. I Wittgensteinliv zptisob je vSak pro-
veditelny jen pro koneéné soubory. Proto nebylo moz-
no uziti tohoto zptisobu jako podkladu pro theorii trans-
finitnich éisel.

Soustava funkéniho poétu uZiva viech &étyt ziklad-
nich vét vyrokového poétu a) — d), jeZ jsme své doby
uvedli. Misto vyrokil ovSem mohou byti vloZeny do za-
kladnich vét funkce, jak brzo pozname, i funkce vice
proménnych, jez vyjadiuji vefahy mezi proménnymi.
Soustava zakladnich vét je viak doplnéna dvéma zvlast-
-nimi zdkladnimi vétami, jeZ podstatné urcuji vyznam
operatorid. Jsou to véty

e) ()f(z) > f(y),

f) f(y) > (Ex)f(=).

Tyto zakladni véty nejsou odvozeny methodou koneé-
nych disjunkei nebo konjunkei. Jsou zvoleny tak, aby
platily pro koneéné i nekoneéné soubory a maji tedy
transfinitni povahu. Platnost ekvivalenci, jimiZ jsme se
pred nedavnem zabyvali, se nyni zavadi definicemi, na
priklad

(Ex)f(2) =p; (z)f(x);

(polozime-li za ,f(x)’ vyraz ,f(x)’, dostaneme jednu z
odvozenych ckvivalenci). Uvahy podle téchto myslen-
kovych schemat nemusi ovSem, jak vime, intuicionista
pFijmouti.

Vedle zakladnich vét e) a f), jeZ jsou nové, plati jes-
té dopliikové pravidlo: neni-li ,A’ zavislé na ,2’, t. j. ,»’
se v ném vibec nevyskytuje, nebo alespon ne jako vol-
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na proménna, je-li dile ,B’ vyrazem na ,x’ zavislym,
coZ oznacime ,B(%)’, a je-li moZno v nasi logické sou-
stavé odvoditi implikaci A — B(x) jako disledek za-
kladnich vét a) = f) (t. j. tato implikace je formuli
soustavy logické), je také A — (x)B(x) formuli této
soustavy. .

Funkce, jez maji vice proménnych, vzniknou z dvah
o vztazich, jeZ maji pfedméty k sobé. Prehméty ,»’ a ,y’
necht maji vztah ,g’. Logisticky pfepis tohoto vyroku
je ,g9(x,y)’. Funkce tii proménnych vyjadfuji vztahy
tH pfedméti k sobé, na piiklad vztah ,h(x,y,2)’ mizZe
znamenati, Ze na dané oteviené kiivce je bod ,y’ mezi
body ,2’ a ,2’. Proménné mohou byti vazany operatory
stejné jako u funkei jedné proménné. Operatory se pak
vyslovné vZdy tykaji jen zcela uréité proménné. Na pii-
klad véta: pro kaZdé celé kladné .’ existuje ,y’ vétsi
neZ ,»’ miZe miti tento logisticky pfrepis

-, (@) (By) v (z,y)’.
Pfi tom znaéime funkénim vyrazem ,v (x,y)’ aritme-
tickou relaci ,x <¥’.

Zakladni véty e) a f) plati oviem pro jakékoli funk-
ce, jeZ maji koneény pocet proménnych. PFitomnost vét-
Siho poctu operatorti zpusobuje, Ze k dosaZeni hleda-
ného tvaru je nutno pouziti zikladnich vét tfeba néko-
likrat; na priklad

g(xy) > (Ex)g(x,y)
a novym uZitim véty f)
(Ex)g(\x,y) - (Ex) (Ey)g(x,yg,

takze dostaneme posledni tvar s obéma ,E-operatory’
dvojnasobnym uZitim véty f).
Pro operitory plati jeSté véta, Ze idinnost operatoru
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se vztahuje na celou formuli, pfed ni% je operitorovy
znak a neni samoziejmé mozné, aby taZ proménna byla
vazina v téZe formuli dvéma operatory, jeZ se navza-
jem vyluéuji.

Funkéni pocet, o jehoZ nékterych vlastnostech jsme
si ted promluvili, je moZno jeSté podstatné rogzsifiti.
Rozsifeni spo¢iva v tom, Ze pFipustime, aby proménny-
mi byly také predikaty nebo relace samy, tedy funkce.
Lze pfece pronaSeti také predikaty. o predikatech, vy-
jadfovati se o nich. Tim se dostaneme k rozSifenému
tvaru funkéniho poétu, jenZ je jiz dosti bohaty vyra-
zové, aby mohl vyjadFiti matematické problémy. K to-
mu se ted vratime.

Uvedeme si obsahové nékolik vyrazi, abychom se do
tohoto zpiisobu. mySleni uvedli. Zcela jisté je obsahové
patrna platnost formule

(@) [P(x) VP(2)];
tato formule se da snadno dokazati. Dilkaz uZiva for-
mule ,p V p’, jeZ je ve vyrokovém po¢tu dvojhodnoto-
vém odvoditelna. Tedy je také ,P(x) V P(x)’ odvodi-
telné. Pak je vSak také (x) [P(x) V P(x)] odvoditelné,
dikaz je mozno podati na zakladé véty, jiZ jsme cito-
vali a ktera Fika: je-li odvoditelni implikace, jejiz prava
strana ma volnou proménnou, je takeé odvoditelna impli-
kace, jejiz prava strana je vazana operatorem ,,pro vse-
chny” té proménné. Nic nAm nebrani, abychom napsa.h
formuli jeSté s jednim operatorem takto
(P) () [P(2) V P(®)],

ktera Fik4, Ze vlastnost ,(x) [P(x) VF(w)]’ maji vSe-

chny predikaty ,P’.
MiiZeme také definovati jine, velmi obecné vlastnosti
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dvou predikati, na pf. Impl (F,G)’ — coZ ¢teme: pre-
dikat 7 implikuje predikit ,G" a to touto definici

Impl (F,G) =p; (@) [F(2) > G ()]

nebo predikat
’ ,Vylué (F,G)’
definici

Vylué (F,G) =p, () [F(2) V G(x)]
vyjadiujici, Ze predikaty ,F’ a ,G’ nejsou soucasné plat-
né, ¢ili Ze se vylucéuji. Posledni definice nabude snad na-
zornéjsiho razu, uvédomime-li si, Ze podle vyrokového
poétu plati ekvivalence

F(x) VG(x) o F(x) .G(3),

kde prava strana fika jasné: neplati soucasné,F’ a ,G'.

Vztah mezi predikaty ,Impl’ ma své uziti na priklad
v theorii mnoZin, je-li mnoZina uréena predikatem ,G’
a jeji podmnoZina, (t. j. mnoZina, neobsahujici vSechny
elementy ,G’, t. zv. vlastni podmnoZina) pak predika-
tem ,F’, plati jisté pro kaZdy element vlastnosti ,F’ Ze
ma také vlastnost ,G’, coZ je obsah levé strany defi-
niéni rovnice pro ,Impl’.

Predikatu ,Vylué’, jenZ znaéi vy3si vztah mezi dvéma
predikaty, uzila logika na pf. k dikazu rovnic jako
14 1=2, obecné n + m—=—3s. To si zanedlouho uka-
Zeme,

Po této pfipravé se obratime k definici celych é&isel
prostfedky pouhé logiky. Cela éisla pfirozené Fady ¢i-
selné definovati lze a je moZno dokazati prostiedky lo-
giky platnost nejzakladnéjsich vztahi jejich. Je to véc
velikého dosahu pro filosofii'matematiky. Cela ¢isla po-
vaZovali a dosud povaZuji mnozi matematikové za véc
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¢istého nazoru. Tvrdi, Ze lidsky duch ma schopnost na-
zirati ¥adu pfirozenych ‘éisel celych a Ze tato schopnost
neni dale rozboru schopnia. Matematiéti intuicionisté
starsfho typu, naklonéni lehkému, mysticismu, §li do-
konce tak daleko, Ze povaZovali fadu celych ¢isel za
piedmét stvofeny Bohem — vSe ostatni (t. j. matema-
tika) je jiZ lidska prace. Ostie se od nich li§i matema-
tiéti logikové a to néasledkem Gspéchu method, jez za-
vedli. Snaha matematickych logiki, odvoditi co moZno
v3e prostiedky logiky, zaslouZi plného respektu, i kdyz
jesté nevykonali vse, co si v celkovém programu pied-
sevzali. K této snaze logik a méné jasné formulované-
mu skeptickému nazoru intuicionisti, si nemohu od-
pustiti uvést paralelu, znamou z biologie. V biologii jsou
dva zakladni sméry, jeZ se li§i spiSe mySlenkov§ym po-
jetim nez nastroji, jichZz uZivaji — je to mechanismus
a vitalismus, KdeZto mechanisté vidi, krajnim zptso-
bem vyjadfeno, v kaZdém organismu stroj a hledi ¢in-
nost tohoto stroje objasniti racionalnimi, kazdému pii-
stupnymi methodami fysiky a chemie, a tak stroj po-
chopiti, uznavaji vitalisté jakousi Zivotni silu — zvlast-
ni faktor, jenZ umoziuje Zivot. Povahu tohoto faktoru
je nemoZno exaktné vyjadriti, nelze jej zkoumati fysi-
kalné chemickymi methodami, protoZe je afysikalni.
Specielni, jeho povaze odpovidajici methoda jind nebyla
vSak vitalisty k jeho zkoumani také objevena.

Je pravda, Ze i vitalisté pracuji zplisoby, jeZ nalezli
mechanisté, ktefi jdou disledné ve svém programu —
celd véc je spiSe otdzkou védeckého presvédéeni: me-
chanista véfi ve svoji methodu i kdyZ ztroskotiva —
proto hledi svou pracovni methodu zlepsit, zménit, vy-
patrat novou. Vitalista, i kdyZ pracuje methodami me-
chanisty, je proniknut myslenkou v podstaté negativni,
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Ze nepozname prapfiéiny Zivota, je skeptikem ve smy--
slu vé&éného ,,ignorabimus”.

~ V matematice intuicionista, i kdyz pfemyali o nejza-
kladné&jsich otazkach matematiky, je ochoten pfipustiti
zasadni nefeSitelnost nékterych matematickych problé-
mi a je také ochoten uplatiiovati ve svych uvahach ne
dosti jasné& vyslovitelny moment intuice — vé&ri v uréité
predmétné hodnoty, jimiZ se dale nezabyjva. Proto je ta-
ké v uvahach intuicionistd tolik nejasné formulace a
nesporny anthropologicky rys — my nepoznime, v na-
Sich schopnostech neni, atd.

Logik ma program: piemaha,velmi zaludné pfekiz-
ky, objasiiuje celou jemnou mechaniku logické sité,
zkouma s mnoha stran hlavni prameny poznatki —
souvislost pfedpokladi a zavért. Logik chee védéti, kam
aZ lze jiti, co tedy uZ v mechanismu mys$leni dale redu-
kovati nelze — je-li viibec néco takového. Chee znat
jasné funkci svych piedmétli a neni-li to moZno, tedy
ponechat1 Jlm jen tak malo volnostl nakolik staéi pra-
vé soucasny stav method.

S tohoto stanoviska vzato, je definice celych c1sel
krasnym vysledkem piesné logické prace. Definice pro-
vést lze, jak uvidime, pouze prostfedky &isté logiky
-— Ize tak postupné provésti definici kaZdého celého ¢&i-
sla — ne vSak definici celé tfidy racionilnich celych
¢isel. Pro¢ to neni mozZno a v éem je novy poZadavek
takové tridy, ktery jiz nelze pouhou logikou vyjadfiti,
ukaZeme pozdéji. Je to axiom nekoneéna. .

Definice prvnich celych &isel racionélnich:

0. O(F) =p; (£2)F(x);
takto je definovano é&islo ,0”. ,0’ je podle toho defino-
vana jistou vlastnosti predikatu ,F” a to vlastnosti, jeZ
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vyznaéenou pravou stranou definiénf rovnice 0. Pravou
stranou je definovina prizdna tiida; kaZdé ,F” totiZ,
jeZ mize definovati ,0’, ma tu vlastnost, Ze neexistuji
predméty, jeZ by funkeci ,F” vyhovovaly.

1. 1(F) =y (Ex)F(z). W)F(y) > x=y,

pfi tom vztah, ktery je psin na konci vyrazu, je defi-
novan takto:

r=y=p (P)[P(z) > P(y)];
je to logicky piepis Leibnizovy definice identity, o které
jsme jiz mluvili pfi ivaze o logickych principech antic-
kych. (Identitas indiscernibilium.) Dva pfedméty jsou
tehdy identické, plati-li predikat ,P’ jak o jednom tak
o druhém, a toto musi platiti pro viechny predikaty ,P’
(urcitého typu, viz dile theorii typd).*)

Definiéni rovnice 1 se di snadno pfegisti. Cislo ,1’
neni nic jiného nez jistd vlastnost predikatu ,F’, pro
néjz plati: .2’ vyhovuje funkeci ,F’ a kazdy jiny pied-
mét ,y’, jenZ vyhovuje ,F’, je s ,»’ identicky.

2. 2(F) =p; (Ex) (Ey)[x=y.F(x) .F(y) .

.(RF((2) pz=xVz=y],

coZ davi, pfedteno, tento obsahovy opis: &islo dvé je ur-
&eno kazdym predikatem ,F’, pro nejz plati: existuji
dva piedméty ,»’ a ,y’, jez ,F” spliiuji a nejsou identické.
Kazdy dalsi pfedmét, vyhovujici ,F’, je bud’ s prvnim
nebo také s druhym identicky.

Vyznam téchto definici, v nichZ by se zfejmé dalo

*) Toto formalisované uziti Leibnizova principu nenf ve sporu
s nasi dFivéjsi poznaAmkou, Ze obecnd formulace tohoto principu
neni dobfe proveditelnd. Zvlastni p¥ipad principu, zde uZity, je
korekini a stalf, Viz ostatn& poznimku pod &arou u piileZitosti
kritiky principu identity.
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pokradovati obdobné, je v tom, Ze nejjednodussi vztahy
a rovnice, jako tfeba ,1 + 1 = 2’ 1ze bez uziti néjakych
mimologickych postulatt dokdeati. Lidové réeni ,,je to
tak jisté, jako Ze 1 4 1 jsou 2” je tedy vétou logicky
dokazatelnou a ne jen intuitivni jistotou.

Vzhledem k zivaZnosti definice celych €isel jeSté né-
kolik poznimek o jejich povaze. Nepfedpokladame pii
nich jiZ zakryté existenci néjak)'rch individui, jez by jiz
éisly byla, takZe by definice pfece jen nebyly pouze lo-
gické a trpély by nedostatkem znamym pod jménem
»petitio prineipii” ?

K tomu je nutné uvédomiti si vyznam operaénich
symboll ,(Ex)’, ,(Ey)’. V definici, uzivajici takovych
symbolii, netvrdime, Ze takové pfedméty existuji; po-
vaha véci je spiSe takovato, jak patrno na definici éisla
2: predikatu ,F’ vyhovuje predmet X2 aya pred1kat
ma kromé toho vlastnost, Ze kaZzdy dal$i pfedmét je
8 jednim z nich identickjr. Takové myslenkové utvary
je dovoleno tvofiti; vSe, oé se opirame, je, Ze ty dva
pFfedméty musi byti rtizné. Riznost je vSak definit
ricky negace identity. Netvrdime tedy ani pfimo, Ze t
pfedméty jsou dva.

Pojeti &isel, jeZ jsme ukézali, se opird o vysledky
Russelovy z poéatku naseho stoleti a dalo by se jesté
jinak popsati. Cislo neni neZ spoleénym znakem ‘viech
skupin, jeZ maji stejny pocet elementii. Kazdy predikat,
jenz ma na pf. vlastnost vyjadfenou pravou stranou de-
finiéni rovnice ¢isla 2, uréuje t#idu. Jiny predikét téze
formalni vlastnosti uréuje také tfidu. To, co maji ta-
kové tiidy spolecne spolecna vlastnost, to je pravé &i-
slo 2.

Séitani celych éisel takto definovanych je mozno pie-
vésti na disjunkei dvou predikati, jez se vylu¢uji. For-
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malnd vyjadfeno: mame-li ,m(F)’ a ,n(@)? pak plati
;m -+ n (FV G). — Provedeme si ted dikaz rovnice
14 1=2 timto naznaéenym zpisobem.

K tomu Géelu pidme definice obou jednotek, jeZ jsou
na levé strané rovnice, v tomto tvaru:

1(F) =p; (Ex)F () . (WF(») >u=2,
(@) =p (EPG(Y) . WG () >u=y.

Abychom dokazali rovnici 1 4 1 — 2, musime doka-
zati logickou ekvivalenci obou stran. Proto je potfebi
advoditi dvé implikace: 1 +1—-2a2—->1-+4+ 1, V dal-
3im se budeme zabyvati pouze dikazem prvni z obou
implikaci, postaéi to zcela pro nas Géel, abychom poznali
moZnost takového diikazu. Jde tedy o dikaz této impli-
kace: 1(F) .1(@) —» 2(F V G). Vypsa.na leva strana
této implikace zni:

[(Ex)F(z) . (W)F(u) >u—==x].
-[(EY)GY) . (w)G(u) > u=y] 1.

S vyrazy pravé napsanymi budeme zachazeti jako s for-
mulemi, protoZe jsou to logické predpoklady celého di-
kazu. Proto budeme podle zivéroveho pravidla z téchto
vyrazi €initi disledky. Pred vlastnim dikazem odvodi-
me dvé pomocné véty.

A) P.Q->P ataké P.Q — Q.

Diikaz obou implikaci plyne okamZité z véty b) vyroko-
vého poétu. Tato véta zni: p — pV q. Podle formuli,
které jsme odvodili jako pfiklady dedukei ze zikladnich
vét vyrokového poétu, vime, Ze implikaci je mozno ob-
ratiti, negujeme-li oba jeji éleny (formule 3., resp. 4. ci-
tovaného mista). Tedy plati pV q - p. Levé strana
této implikace v8ak je, podle souvislosti negace disjunk-

106 -



cea konJunkce ekvivalentni s konjunkei p q Platj tedy

. q = p. Oznaéime-li jinak ?ba negovane vyroky, do-
stavame pfimo prvni p¥ipad formule, jiZ jsme méli do-
kazati. Dikaz druhé je neméné snadny.

B) {(P>@Q.P>R}—>[P—> (Q.R)].
Levou stranu implikace je mozno psati PV @ .PV R.
Tento vyraz je viak dokonce ekvivalentni s vyrazem
PV (Q.R), jak se snadno dokaZe. Takovéto ,,vytknuti
pFed zavorku” je jednou z nejbéznéjsich operaci logis-
tiky, naopak je moZno zavorku, obsahujici konjunkei,
»Vynasobiti” vyrokem, jenZ je s touto zavorkou v dis-
Junkm Vyraz P v (Q R) je ekv1va1entn1 ] nnphkam

P (@.R).

‘UZijeme na vyraz ...1. pomocné véty A), a to dva-
krat po sobé. 1. je totiZ konjunkce dvou zavorek; podle
véty A) tedy miZeme osamostatniti kteroukoli z nich
uZitim zavérového pravidla. Ale kaZda z téch zavorek
je zase konjunkéi, miZeme tedy timtéZ postupem osa-
mostatniti tyto dva vyrazy

(WF(u) su=2 a WGuU) »u=y. 2.
Vyrazy 2. jsou ale ekvivalentni vyraziim
(EwyF(w)Vu=—2z a (Ew)Gu)V U=y, 3.
implikaci jsme pouge vy]adrlh jako disjunkei a pouZili
ekvivalence

(@) f(%) oo (Ex)f(x),

kterou jsme své doby odvodili. Oba vyrazy 3. vloZime za
;7 do zakladni véty b), za jeji ,¢ pak ,u—=1y’, resp
st = o’, Dostaneme

(BwF(w) Vu=2-> (BwFw) Vu=zVu=y
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a podobné !
(Eu) G (u) Vu_y—> (Bw)G(w) Vu=yVu=2z.

. 4.
Zavérovym pravidlem miiZeme osamostatniti ob& prave
strany implikaci 4. ProtoZe tyto pravé strany jsou da-
sledkem vyrazu 1., je podle pomocné véty B) také je-
jich konjunkce dusledkem vyrazu 1. Tuto konjunkei
s malou zménou napiSeme

(Eu) F (u) Vu—xVu_y
(B Gy Vu=2zVu=y 5.

Zmena. se tyka pouze vymeny dvou ¢lenu v disjunkei
druhého vyrazu, a ta je, jak vime ze zikladni véty c),
dovoleni. Zevrubnym dikazem se nebudeme zdrZovati.
Oba vyrazy jsou disjunkcemi t#i &lend, z nichZ dva po-
sledni jsou stejné, Tyto posledni ¢leny ,,vytkneme za
zavorku” a dostaneme ekvivalentni vyraz k 5.

(Eu) [F(u) . Gu)] Vu=2xVu=y. 6.
Tento posledni vyraz pf'epiéen;e zpét na implikaci
(W[F)VGW] >u=xVu=y. 7.

To je hlavni &ast vysledku, kterou jsme potfebovali.
UzZijeme-li na vyraz 1. znovu pomocné véty A), osa-

mostatnime uZitim zavérového pravidla dva dalsi vy-
razy: (Ex)F(x) a (Ey)G(y). Oba tyto vyrazy vlioZme
za ,p’ do zakladni véty b), za ,¢’ poloZme G(x), resp.
F(y). Dostaneme

(Ex)F(x) > (Ex)F(z) V G(x) .

(By)G(y) - (By)G(y) VF(y) 8.
Pravé strany implikaci 8. jsou také ddsledky 1., miiZe-
me je tedy pomoci zavérového pravidla osamostatniti,
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pfi éem# u druhé implikace provedeme dovolencu vy-
ménu Clend disjunkce G a F. Dﬁsledky 1., které potfe-
bujeme, jsou celkem tii, prvni je obsaZen v 7., druhé
dva v 8. Uzijeme-li ted dvakrate pomocne vety B),
dostaneme

[(BEx)F(x) . (W)F(u) >u=2x.(Ey)G(y) .

. (W)@ w) > u=y] > (Ex)[F(x) V G(x)] .
A(EY[Fy) VGy]. W) [F(w)VGw] >
s>u=xVu=y.

Podivame-li se na pravou stranu implikace a srovna-
me-li ji s definici éisla 2, jak byla uvedena, vidime, Ze
jsme jiz implikaci 1 41 — 2 2 skoro dokazali. Pra.vé stra,

vvvvv

drzeli, musime vyuzltl predpokladu, Ze oba predikaty
F a G se vylucuji.
Predevsim si objasnime, co znamena podminka x —y
v nasi soustavé.
x =1y =p, (P)[P(x) >P(y],
tedy negace rovnosti je podle pravidel
&=y =p (EP)[P(x) .P(y)]
[implikaci napravo piSeme jako disjunkci a uZijeme na
ni pravidla o tvofeni negace, stejné tak struéné receno,
negovany operator ,(P)’ se zméni na ,(EP)’].
Podminka, Ze oba predikaty se vylucéuji, zni:
Vylué (F,G) =p; () [F(y) VG(y)].
Tato podminka méla je§té byti uvedena v 1., takZe cely
predpoklad 1/, je
- (Ex)F(x) . W)F(u) >u=2z.(By)G(y) .
(WGEW) »u=y. WIFYVGy]. T
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Vyraz (y) (F(y) V G(y)] lze psiti po vyméné &lenii
disjunkce znamym zplisobem jako implikaci
W [Gwy) > Fy)l.

Plati obeend véta funkéniho poctu, jiz dokazovati ne-
budeme: _

(@) [f(x) > g(@)] » [(Ex)f(x) > (Ex) g () ].
UZijeme-li této véty ve svém pripadé, mame

WGy >F )] - [(By)G(y) > (Ey)F@)].
Uzijeme-li dvakrat po sobé zavérového schematu (prvni
éast implikace je predpoklad, v implikaci napravo je
prvnf élen disledkem predpokladu) dostavame: (Ey)
F(y). Tento dusledek ve spOJem s (Ex)F(x) dava podle
véty B) konjunkei .
(Ex)F (x) . (Ey)F(y),
coZ lze psati T

(Ex) (Ey) [F(x) . F(y)].
Podle zakladni véty f) plati
(Ex) (Ey) [F(x) .F(y)] -
— (Ex) (Ey) (EF)[F(z) .F(y)]
a tedy zavérovym pravidlem prava strana posledni im-
plikace se di osamostatniti. Touto pravou stranou je vy-
jidreno ,x — ¥’ a tento disledek patii jesté k disled-
kiim, jeZ tvofi definicj éisla 2. Mame tedy celkem
1(F) .1(@) . Vylue (F,G) - 2(F V Q).

Okolnost, Ze ¢islo 2 je pojednou stanoveno disjunkci
dvou predikatii misto jedinym predikatem, neni nijak
podstatni, nemame nikde umluveno, jaky mél byt tvar
predikitu ,F” nebo ,G’ a kone¢né disjunkei ,F V G’ mi-
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Zeme pojmenovati tieba ,H’, takZe ¢islo 2 je zase uréeno
jednim predikatem, Dikaz lze formilné provésti krat-
Seji, nevolil jsem tuto pohodlnéjsi cestu proto, aby byly
Jednothve kroky dobie patrny. Proto je také oddélen do-
datek o =1y’ od piedchoziho postupu, aby se ziskalo
na pfehlednosti. Dukaz zpétné implikace 2 — 1 4 1 neni
JjiZ obtiZnhy, vSechny podstatné kroky k dikazu potiebné
jsou v naSem odvozeni obsaZeny.

Nerad bych, aby v étenaii vznikl dojem, Ze se uméle
vytvareji duchaplnosti ze samoziejmosti, jako je rov-
nice 1 4 1=2. Rovnice, 0 niz jde, je tak jasna, jako
malo co na svété, podle bézné predstavy. Naopak, nase
pracné odvozeni musi buditi na prvni pohled dojem, Ze
jdeme, lidové feceno, s kanonem na mouchu. Béznou
pfedstavou se spokojiti nesmime. Nejde ve skuteénosti
o néco prajednoduchého. OdkaZeme-li na nazor, Ze piece’
tato rovnice plati pro jakékoli pfedstavitelné predméty,
nedostali jsme se o nic dile, nez k zalatkim pocetni
praxe, jak se ji vyuéuje na prvnim stupni rozvijejiciho
se détského intelektu. Tam se také konec koncl nefika
nic jiného, neZ Ze jedna hruska a jedna hruska jsou dvé
hrusky a trochu sugestlvnejl se rovnocennost obou Jed-
notek podporuJe na poéitadle. Rekneme-li vSak poudené,
Ze rovnice vyjadiuje abstrakci vSech takovych pfipadd,
Fekli jsme vétu, kterou zakryvame svoji neznalost: po-
kusime-li se vyjadfiti, co pod tou abstrakei rozumime,
zistaneme stati jiZz-pii prvnich krocich. Ve védé se ne-
smime takovou polovicatosti spokojiti. Logicky rozbor
ukazuje naopak, jak sloZitym myslenkovym pochodem
jsou nejzakladnéjsi poéetni operace. Proto byly vysled-
kemraZ vysSich, vyvinutych kultur, a patfily vzdy k je-
jich nejvyssim projeviim. Dnes, pod tlakem praktické-
ho uziti poéti nenf tak snadno prvotni dusevni pochody,
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jeZ k poéitani vedly, v celé §ifi rekonstruovati. Dnesni
stav véci je pak ten, Ze se zidkladnim pocetnim opera-
cim uéime pouhym napodobenim, ne vlastnim promys-
lenim, Se stanoviska Zivotni praxe to neni ani jinak
mozno, také k tomu vede-ispornost Skolniho vyucéovani.
Se stanoviska védy je vSak dobfe, podivati se nékdy sa-
moziejmostem do oéi. '

KaZda ze zvlastnich rovnic pro souéet celych éisel je
dokazatelna touto methodou. Diikaz sim by byl pro vy-
soka éisla znaéné zdlouhavy, ale je v podstaté prosty a
vzdy proveditelny. I zikladni vlastnosti jiné, na pf. dd-
kaz zidménnosti séitanci v aritmetickém poétu necini
ve zvlastnich pF¥ipadech potiZi. To nahlédneme bez di-
kazu. Jde o ekvivalenci '

mLnFVE contm(GVF).

Vime ze zakladni véty ¢) vyrokového poétu, Ze disjunk-
ce ma zaménitelny pofad vyroki. A to je nejpodstat-
néjsi slozka dikazu pro zaménitelnost séitanci aritme-
tického souétu.

Situace se vSak zméni v neprospéch logiky, chceme-li
odvoditi platnost takové ekvivalence (ziménnost séi-
tancti) v obecném piipadé. Henri Poincaré uvaZuje ve
své proslulé knize ,La science et 'hypothése” o moz-
nostech diukazu takovych zakladnich aritmetickych
identit a haji stanovisko, Ze platnost obecnych rovnie,
jako je n 4+ m = m 4 n nelze dokazovati bez principu
aplné indukee, jak se radéji fika — bez platnosti zavéru
z ,»’ na ,n -} 1’. Poincaré vidél v tomto,zivéru podstat-
né obohaceni logického mechanismu tautologii. Jediny
tento princip povoZaval Poincaré za pravou synthetic-
kou apriorni vétu, netautologického razu, jez je vlast-
nim tviiréim principém matematickym, otvirajicim mi-
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mo jiné matematikovi svét nekoneéna. Vysledek logic-
kého rozboru Poincarému za pravdu nedal, ale ukézal,
Ze Poincaré spravné tusil v zavéru z ,»’ na ,n + 1’ p¥i-
tomnost jiné véty, axiomu nekoneéna. Tento axiom je
skuteéné mimologickym principem matematickych u-
vah, a je tim, co Poincaré charakterisoval jako apriorni
synthetickou vétu, Syntheticka véta na rozdil od analy-
tické pFinasi do poznani novy prvek a neni jen tautolo-
gickou transformaci. Pfivlastek ,,apriorni” oznaéuje
poznani, nezavislé na zkuSenosti vnéjSiho svéta, jez
vSak jé pro naSe mysleni nutné.
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