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AXIOM NEKONECNA

Aritmetika celjch éisel se neobejde tedy bez pomoci
nebo doplnéni axiomem nekone®na. Nejjednodussi jeho
vyjadieni je asi toto: je-li ,a’ libovolné racionalni é&islo
celé, pak plati ,a = a 4 1’. Axiom nekoneéna je takto
jen zdanlivé dzce vyjadfen. Vzpomefime, Ze racionalni
¢isla jsou definovana pomoci éisel celych, ostatni realna
¢isla se vyjadfuji opétnym uZitim axiomu nekonecna
zase mnozinami racionalnich éisel a na theorii realnych
éisel je vybudovéna velika cast matematiky Ukazuje
se tedy, Ze vyjadieni axiomu nekoneéna v nasi uvedené
zdanlivé fizké formé staéi. NuZe, tento axiom je pravé
proto axiomem, Ze se z logickych zikladnich vét doka-
zati nedd. Neda se dokazati ani z jinych logickych sou-
stav neZz jsme my uvedli, protoZe neni tautologii. Plat-
nost tohoto axiomu se v matematice mléky piedpokla-
dala, vi se vSak jiZ delsi dobu, Ze teprve jim se umozZiuje
matematicka Gvaha o nekoneénu a Ze je nutno také axi-
om vyslovné vyjadriti. Abychom se vratili zpét k tvrzeni
Poincaréové o zavéru z ,»° na ,n -+ 1’: tento zavér je
mozno formalisovati jako vétu logickou; tak jak byval
tento zavér po_]lman, predpokladal mlcky axiom neko-
neéna a tento axiom je pravé onou tvaréi slozkou, jiz
tak vystizné charakterisoval Poincaré.

Déjinami matematiky se tihne dlouhd fada pokusi
dokdzati axiom nekoneéna z logickych principid. O jed-
nom z nich si Fekneme ihned, druh;’r si ponechame na
pozdéj3i poznamky k theorii mnoZin a kardmalmch
Cisel.

Zkusme dokazati axiom nekonecna takto: pi"edpdklé-
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dejme, Ze je piedloZen koneény poéet pfedméti, obecné
.2 (na piiklad tFi).

Skupinu téchto t¥ pfedmétt oznadme pFechodné pou-
ze v této souvislosti {a,; a,; 2,}. Ztéchto t¥{ pfedméti
muZeme utvofiti nové px"edméty, ve vétSim poctu. Budou
to Jlste skupiny tvofené tak, Ze pfedmét a; je ve sku-
piné zastoupen anebo neni. Neni-li zastoupen, oznacime
misto, které v naSem znazornem v piivodni skupiné
predhlétu zaujimal, znakem ,*’.

Prvni novi skupina bude naée pavedni {a,; a,; ag},
druha {x;a,; 8.}, theti {#; % ;8 Stvrta {*;a,; *x},
dalsi skupiny pak

{5 x5 %}, {aps %5 %}, an; a5 k), {8y %5 ag).

(Poznamenejme, Ze v theorii mnozin je to znamy zpi-
sob tvofeni podmnoZin k dané mnoZiné.) Dostali jsme
tak 8 novych skupin (2%, obecné 2-), 8 novych predmé-
th. Opakovanim postupu bychom dostali 2% pfedmé&ta
novych, celkem tedy 256 predméti. Opakujeme-li i s ni-
mi naznaéeny postup, vytvofime si konstrukef 22%¢ pred-
méth — ¢islo jiz zna¢né vysoké, psané asi 150 ¢islicemi.
Mohli bychom si ted seéisti vSechny jednotky, odpovi-
dajici poc¢tu predméta v-kaZdém stadiu vyvoje, mohli
bychom si postup myslit opakovany do nekoneéna;
axiom nekoneéna by byl dokazan.

Neni jistd potfebi zvlaSté upozorniti, Ze myslime-li
si postup opakovany do nekoneéna, Fikame zakryte to-
téz, co bychom chtéli dokazati a tim %e dikaz pad4. To
je argument, jenZ leZi na snadé. Axiom takto dokézati
nelze. Jsou viak jesté diivody jemnéjsi, s nimiZ nebude
na Skodu se seznamiti.

1. D4 se sice dokazati, pro kazdé pevné ,n’ Ze plat1
n < 27, Dikaz se provede tak, Ze vyjdeme z definice
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.Gisla ,2’ a é&isla ,n, zavedeme relaci ,<’ a logickym me-
chanismem jako v pfipadé rovnice 1 + 1 = 2 vztah po-
tvrdime. Ned4 se vSak dokézati, Ze uvedena relace plati
pro viechna »’. Kdyby tomu tak bylo, ziskali bychom
podstatnou oporu pro ditkaz axiomu nekonec¢na.

2. Nejsme totiz v situaci onic lepsi, nez v pfipadé p¥i-
mého vysloveni axiomu nekoneéna. Logisticky pFepis
zni: (n)[n = n -+ 1]. A podstatny je na této formu-
laci pravé operator ,,pro vSechny”. Pro kazdy konkrét-
ni pripad totiZ nerovnost n 4= » -+ 1 dokazati lze. Nelze
vSak pied tento vztah postaviti operator ,,pro vSechny”.
Mohlo by se zdati, Ze nds k tomu opraviiuje obecné lo-
gicka véta, jiz jsme si své doby uvedli: je-li odvoditelna
formule s volnou proménnou, na pf. ,4 (x)’, pak je také
odvoditelna formule ,(x) A (z)’. Pak by se operator dal
postaviti-pied relaci, jez je pro kaZdé uréité ,»’ doka-
zatelna. Tato dvaha selze z tohoto divodu: v definici
kaZdého urcitého ,n’ hraji podstatnou roli oba druhy
operatori — existanénich i operatort ,pro vSechny”.
Pocet téchto operatorti, jak je patrno jiZ na definici
¢isel 0, 1, 2, se od éisla k éislu méni. Neni tedy mono
povaZovati tak jednoduse ¢islo ,#’ za volnou proménnou,
protoze jeho logicky ekvivalent je sloZity vyraz, v némz
vystupuji operatory a proménné ale nikoli ¢&islo ,»’
samo.

3. Je tu jesté duvod dalsi, jejz Jenom naznaéime.
Pfedméty, tvofené nové z néjakych pfedchozich zplso-
bem, jenZ vyZaduje nas zdanlivy diikaz axiomu neko-
necna, tvofi soubor. Od tohoto souboru se postoupi zase
k vy§§8imu souboru. Pocet &lenfi tohoto souboru vyésu-
, ho typu, jak se pro struénost vyjadiime, je vyjadfen éi-

"slem 2, povySenym na exponent, rovny poctu élent sou-
boru nizsiho typu. Timto vyrokem vSak vnaSime do G-
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vahy novy moment, velmi skryty. UmozZnili jsme tak,
soubory po strance poétu élenii vibec srovnati. A piece
v nizS8im z nich jsou néjaké Cleny souboru, ve vySSim
pak jiZz sloZitéjsi piedméty, soubory téchto ¢lend. S od-
povédi na otazku, jsme-li k takovému srovnani oprav-
néni v pripadé dvou soubori typové rozdilnych, se pot-
kame pozdéji.

Zavérem lze Fici 0 axiomu nekonecna asi tolik: logic-
kou analysou tohoto axiomu byla odkryta jeho povaha,
je to myslenkovy postulat matematicky, jenz neni tau-
tologif a tim také pada mozZnost, odvoditi celou matema-
tiku pouze z logickych principh. Je to sice zvlastni sho-
da okolnosti, Ze prava povaha tohoto axiomu byla od-
kryta pravé pfi pokusu, matematiku z logiky. odvoditi,
ale tim neni nikterak zmensena zasluha nynéjsi analy-
tické techniky logické, Ze tuto pravou podstatu objevila.
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