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THEORIE TYPU j

~
.

V tomto dseku svych dvah si promluvime o jistém
velmi obecném pravidle logickém, jez mélo a ma své di-
sledky nejen pro matematiku, nybrz i pro theorii reéi.
Timto pravidlem si zjedname brzy formalni podklad pro
FeSeni nékterych antinomii, jez jsme své doby uvedli na
zadatku svych rozhovori. ReSeni jsme tam jen obsa-
hové naznadili — tu je budeme moci také formalné ob-
jasniti. Jde o typovou theorii, myslenku, kterou -pojal
prvni anglicky matematik a logik Russell a skoro sou-
¢asné s nim Konig. Typova theorie byla plivodné nale-
zena jako prostfedek, jak odstraniti néktera paradoxa
theorie mnoZin, Aby byla podstata véci jasnéjsi a neza-
visla na ryze matematickych tivahach theorie mnoZin,
uvedeme véci, které budeme potfebovati, struéné na
tomto misté.

Matematicka theorie mnozin byla od svého zaloZeni
G. Cantorem aZ do axiomatickych vySetfovani Zerme-
lovjch a jeho pokradovlteld v t. zv. naivnim stadiu
Vvého vyvoje. Cantor objevil v této theorii celou Fadu
velmi duchaplnych vét, z nichZ nékteré patfi k nej-
smélejSim vykonim matematiky viitbec. Nedovedl vSak
zabraniti vzniku nékterych nepfijemnych paradox, jez
si vynutila oéistnou praci v zakladech theorie.

Co je mnoZinou ve smyslu Cantorové? MnoZina je
soubor dobfe rozeznatelnych pfedméti, shrnutych v ce-
lek. Upozornili jsme jiZ na po¢atku, pfi zmince o para-
doxu ,hromady”, Ze takové zdanlivé pfedméty, jeZ ne-
jsou Fadné definovany, nybrZ jen intuitivné tuSeny, se
vraci-do matematiky i v jeii moderni fazi. Zdanliva de-
finice Cantorova je toho pfikladem; nevime zatim jen,
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kde se jeji nedostatky projevi. To na svém misté uka-
Zeme. S témito pfedméty, mnoZinami, je moZno prova-
déti velmi sloZité logické Gvahy. MnoZiny je moZno séi-
tati, nasobiti, je moino tvoFiti podmnozZiny dané mno-
Ziny a z téch zase mnoZiny nové a mnohé jiné operace.
MnozZiné je moZno priraditi novy druh éisel, éislo kar-
dinalni, a mnoziny podle téchto kardinalnich ¢isel srov-
navati ,,co do velikosti”. Vyznam theorie mnoZin je
v tom, Ze je podkladem pro Fadu oboru ¢isté matema-
tiky, jako na priklad theorie funkci, topologie, theorie
grup a j.

Kardinalni ¢isla, pFifazenid mnoZinim, nejsou defi-
novana tak Yako obyéejna cela &isla, alespoii ne na. prvni
pohled. Na definici kardinilnich éisel je to zajimave,
Ze se vlastné vibec nevytkne, co je kardinalni -¢islo —
vyjadri se pouze okolnost, kdy dvé mnoziny maji stejné
kardinalni éislo. Dvé mnoZiny maji stejné kardinalni
¢islo tehdy, je-li moZno elementy obou mnoZin vzijemné
jedno-jednoznaéné ptifaditi. To znameni, %e jednomu
elementy, jedné mnoZiny odpovida jeden a jen jeden ele-
ment druhé mnoZiny a také naopak. UkaZeme si znamy
pFiklad takového pFifazeni. DokaZeme tim souasné, ze
mnoZina v8ech racionilnich éisel ma stejné kardinalni
¢islo jako mnoZina viech &isel celych. '

NapiSme racionalni é&isla (celd i zlomky) do této ta-
bulky:

1-2 354 5—>......
< 7SS
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Napisme ted ¢isla tabulky v pofadi, jeZ uréuje nazna-
¢ena lomend éara. (Na kaZdé diagonalni tisecce leZi ra-
cionalni lomen4 éisla takova, Ze soucet hodnot éitatele
i jmenovatele je na ni konstantni, myslime-li si pro tu
chvili i ¢isla prvé fadky ve tvaru .

1R TR TR UREREE )
Vynechiame vzdy takové éislo, jeZz bylo jiz v pfedchaze-
jicim tseku napséno, a to po piipadném kraceni. Je
patrno, %e dostaneme vsechna racionilni é&isla pravé
jen jednou
L2 L4343 %14 .-,
Pod tato ¢isla moZno napsati posloupnost vsech celych
éisel kladnych
) 1,2, 3,4,5 6, .....

Je patrno, Ze kazZdému éislu prvni mnoziny odpovida
jednozna¢né éislo druhé mnoZiny, plati to také obra-
cené a mnoziny jsou tedy na sebe zobrazeny. Proto jsou
obé mnoziny, jak se nékdy Fika, ekvivalentni, jinak Fe-
éeno, maji stejné kardinalni éislo. Toto kardinalni ¢islo
je ze viech transfinitnich éisel nejmensi a je charakte-
ristické pro vSechny mnoZiny, jez se nazyvaji spoetné.

Své doby vypadalo toto zjisténi, Ze uvedené mnoZiny
maji stejné kardinilni éislo (jak bychom ted rekli),
velmi podivné. MnoZina celych ¢isel byla povaZovana
za mensi nez mnoZina vSech ¢isel racionalnich, protoze
néktera z racionalnich ¢isel jsou svoji hodnotu rovna
¢éislim celym a ostatnich je jeSté nad to ,,mnohem” vice.
Jesté napadnéjsi byl tento zjev u dvojnasobki celych
Gisel: ty lze jeSté jednodusSeji prifaditi k originaltim,
z nichZ vznikly. Pak maA mnoZina dvojnasobki celych
¢isel stejné kardinalni éislo jako mnoZina vSech éisel ce-

]
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lych (pod kaZdym céislem celym je jeho dvojnasobek
jako jeho obraz). A pfi tom mnozina dvojnasobku je ob-
SaZena v mnozZiné celych ¢isel jako ¢ast v celku. Tak se
na tyto ‘véci své doby nahliZelo. Zasada, Ze ¢ast je men-
Si nez celek, byla zasadou. platnou v logice starovéku i
stfedovéku. Proto povaZovali matematikové (mezi ji-
nymi i Leibniz sdm') za' nemo#Zné, zabyvati se nekonec-
nymi é&isly, jak to jmenoval, protoZe nekoneéno pry im-
plikuje spory (proti uvedené zasadé o celku a éasti).
V takovych tivahach hrila znaénou roli okolnost, Ze se
nikdo nezeptal, co je vlastné to nekoneéno, nezeptal se
po vystiZné definici, nybrZ spokojoval se neuréitymi ob-
razy a metafysickymi opisy. Jednim z prvnich prikop-
nikd novych myslenek o nekoneénu byl nas velky ma-
tematik a filosof Bernard Bolzano.

Okolnost, Ze nekoneénou mnoZinu lze samu na_ jeji
cast zobraziti, a to jedno-jednoznaécné, jak jsme vidéli
na poslednich pi¥ikladech, bylo uZito i pro definici ne-
koneénych mnozin. Takové mnoZiny, jeZ lze zobraziti na
n&jakou jejich podmnoZinu, se nékdy nazyvaji refle-
xivni, MnoZina je pak tehdy nekoneéna, je:li reflexivni.
Je okamzité patrno, Ze vlastnost reflexivnosti nemaji
koneéné mnoZiny. Mnozinu, obsahujici 5 elementit nelze
zobraziti na Zadnou z podmnozin, tak jak zobrazeni Za-
da.-Neni v3ak znidmo, existuji-li mnoZiny, jez by refle-
xivni nebyly a pH tom byly prokazatelné nekoneéné.

Reflexivnosti nekoneénych mnoZin bylo uZito i k di-
kazu, Ze existuje nekoneéna mnoZzina. Kdyby tento du-
kaz byl spravny, mélo by to disledky pro axiom neko-
neéna. Diitkaz v3ak spravny neni. Pro zajimavost vSak
nastinime jeho hlavni mySlenku (Dedekind) : mysleme
si viabec vSechny moZné predméty, at jiz vnéjsiho své-
ta, at jiZ z oblasti duSevniho Zivota. Kazdému takovému
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piedmétu musi zase odpovidati idea toho pfedmétu.
Ideje pfedmétu tvoii podmnozZinu vSech piredmétd vi-
bec, takZe je tu mnozZina reflektovina sama na sebe a
je tedy nekonecna.

Slabina uvedeného zdanlivého dikazu spociva v tom,
Ze predpoklada svét myslenkovy, svét ideji, jak se da-
kaz vyjadiuje, jako néco hotového; jako sbhirku obrazi
vSech mozZnych predméti. Tento pfedmét, nejasné ur-
ceny, pfipomini nepfijemné stranky Cantorovy defi-
nice mnoziny. Druha obtiZ spodivd v nejasném vyjad-
feni predmétu a ideje o pfedmétu. Neni pochyby, Ze
kdybychom vhodné definovali takové pojmy, mohli by-
chom diikazu dati tak pfesnou formu, Ze by. vskutku
diikazem pro nekoneénou mnozinu byl. Ale pii tom by-
chom do definici vnesli pravé to, co bychom teprve do-
kazati méli. Od podrobné kritiky upoustim pro zastara-
lost tohoto zpilsobu avahy.

Podivame-li se po viem, co jsme se dozvédéli o kardi-
nalnich é&islech, na definice celych é&isel, nebudou se nim
jiz oba druhy ¢isel, koneénych a nekoneénych, zdati jiz
tak odlisné. Co je kardinalni éislo? Je to spole¢na vlast-
nost viech mnoZin, jez se daji na sebe jedno-jednoznag-
né zobraziti. Co je na priklad ¢islo 2? Je to spoleéna
vlastnost vSech predikita ,F’, jez vyhovuji podmince,
vyiéené pravou stranou definiéni rovnice pro éislo 2.
Cislo 2 neni ne% spoleénou vlastnosti vech skupin,
z nichZ kaZdi ma jeden par pfedmétu.

Souhlas docileny tak v pojeti koneénych i nekoneé-
nych é&isel jako pojmovych konstrukei, je také p&knym
vysledkem logického rozboru pojmu éisla.

K dané mnoZiné muZeme tvofiti podmnozZiny, uka-
Zeme si ted' na piikladé, jak mohou podmnoZiny vypa-
dati. Vzpomeneme si brzo, Ze jsme tohoto postupu uZili
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jiz jednou, pii zdanlivém dikazu axiomu nekoneéna.
Necht mnoZina ma tfi elementy, oznaéime ji (a,, a,, a,).
Podmnoziny vytvoiime tak, Ze sestavime v nasem p#i-
padé 8 (= 2°) trojic, z nichz kazddi ma psanou nulu
na tom misté, kde prisludny element neni. Jinak je to
misto elementem obsazeno. JiZ tu, v pfipadé koneéné
mnoziny, je patrno, Ze podet podmnoZin je vétsi neZ po-
éet elementt pivodni mnoZiny. Zpiisob, jakym se tvofi
podmnoZiny u koneénych mnoZin, 1ze bez obtiZi pFenésti
na mnoziny nekone¢né. Také u téchto mnoZin plati, Ze
kardinalni éislo vSech podmnoZin je vétSi neZ kardi-
nalni é&islo mnoZiny plivodni. Obecny dikaz této véty
provedl Cantor (t. zv. diagonilni methodou) a od té
doby pat#i k zdkladnim poznatkim theorie mnéZin, Di-
kazu samého nepotiebujeme, zjednali jsme si jiz po-
viechnou orientaci -o zikladnich pojmech theorie mno-
Zin,-abychom mohli uvaZovati o logické struktufe ji-
stych vét, ke kterym se pravé obracime. -

Véta o kardinalnim ¢&isle mnoZiny M a kardinalnim
¢isle mnoziny vsech jejich podmnoZin N ma tento disle-
dek: vSechny myslitelné predméty viibec (nejen tedy
pfedméty matematické) je moZno podle Cantorovy
zdanlivé definice mnoZiny shrnouti v celek, vyhovuji-li
pozadavku, aby byly rozeznatelné. Dostaneme tak nej-
Z Zi tato nejvétsi moZzna mnoZina
musi miti také nejvétsi kardinalni éislo.

Tato mnozina vSak neni nejvétsi, nebo pFesnéji, ne-
m4 nejvétsi kardinalni ¢islo, protoZe o ni plati Canto-
rova véta o mnoziné podmnoZin. Podle ni je tedy mno-
%ina o kardinalnim ¢isle jesté vétSim.

Paradoxni vysledek, jejz jsme tak dostali, je moZno
kriticky rozebrati v nékolikerém sméru. P¥edevsim pfi--
hlédnutim k definici mnoZiny, jak ji stanovil Cantor.
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Upozornil jsem jiZ na poéatku naSich Gvah, Ze neupiné
stanovené zdanlivé pojmy jako shluk, hromada a pod.
byly kritisovany antickymi dialektiky, vidéli jsme také,
jak brzo vedou k rozporiim. Cantorova zdanliva defi-
nice mnoZiny se od jmenovanych zdanlivych pojmi
podstatné nelisi. To je pravé patrno pfi vzniku antino-
mie; jiZ jsme si ted uvedli. Mohlo by se Fici — patrné
neni takova mnoZina, obsahujici véechny mysSlené pred-
méty, pfipustnd — ale Cantoriv opis toho, co ma byti
mmozina, nijak neupozoriuje, Ze by takova mnoZina ne-
sméla byti utvofena. A pfece neni moiné, protoze in-
volvuje SPoOT.

Timto smérem by se dala snad nedostatecné definice
mnoziny napraviti. Cesta vSak neni schiidni a nezajis-
tuje neZ éast dobrého vysledku. Nevime, odkud se miiZe
vynoFiti nebezpeéi znovu, kdyz definice mnoziny se zda
jiZ byti zcela v poradku. Hlubsi feSeni je feSeni axioma-
tické, jez v theorii mnoZin zavedl po prvé Zermelo. Mno-
Zina je podle tohoto pojeti pfedmétem, ktery vyhovuje
podminkdm, postulatiim, jeZ se na’ ten pfedmét sou-
éasné kladou. Pii tom se vlastné pfimo nevyfkne, co
vlastné je mnoZina — pro tento zvlastni charakter se
nékdy oznacuji takové definice jako definice implicitni.
Timto FeSenim se nebudeme zabyvati, pozname v dalSim
piiklad jiné axiomatické soustavy s vlastnostmi podob-
nymi, na které si povahu implicitni definice ukaZeme.

Velmi obecny zptsob, jak odstraniti podobné rozpory
i v jinyeh, zdanlivé odlehlych pFipadech, nasel Russell ve
své typové theorii. Myslenkou této theorie se budeme
ted’ zabyvati. Abychom si ziskali Sirsi vychodisko, roz-
mnozZime pocet pFikladi jeSté o jeden a uvedeme na pa-
mét priklady starsi. Novy pfiklad vznikl z ivah o ,,nej-
vétSi mnoziné”, o niz jsme pfed nedavnem mluvili. Tato
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mnozina je také pfedmétem. Nejvétsi mnoZina by tedy
méla, obsahovati také tento pfedmét jako element. Pro-
toZze vSak neni Zadna vétsi, musila by sebe samu obsa-
hovati jako element. V kazdém piipadé ma smysl, pta-
me-li se po mnozinach, jez sebe samy obsahuji jako ele-
ment anebo ne. Jsou-li takové mnaZiny moZzné, nebo
jsou-li sporné a tedy nesmyslné, nas zatim nezajima.
Nas dosavadni postup vyuZiva pouze Cantorovy defi-
nice mnoZiny dovolenym zpiisobem. MnozZiny lze patrné
podle principu vyloucené tfeti moZnosti rozdéliti na dva
druhy: mnoZiny, jeZ samy sebe obsahuji jako element a
mnoziny, jeZ sebe samy neobsahuji. Ma tedy také smysl
mluviti o0 mnoZiné mnoZin, jeZ sebe samy jako element
neobsahuji. Budiz to mnoZina K. Pak jsou mozné dva
zavéry:

‘1. K obsahuje sebe samu jako element,

2. K neobsahuje sebe samu jako element.

Prvni piipad je nemoZny, protoZe je pfimo proti de-
finici mnoziny K. Druhy také, protoze K ma miti vSe-
chny mnozZiny, jeZ sebe samy neobsahuji jako element;
pro ni samu tedy nezbyva, nez aby sebe samu obsaho-
vala.

Toto paradoxon pochiazi od Russella a bylo jednou
z nejsilnéjsich pobidek, jiti véci na kloub a theorii mno-
Zin, jeZ pres krasné vysledky Zila v naivnim obdobi, né-
jak podstatné podloZiti. Cantor sim nenasel tehdy pro-
stredky, jak témto paradoxim éeliti.

Vzpomeiime na tomto misté paradoxa o Krétanovi a
Grelling-Nelsonovy antinomie ,heterologické”.

VSechny tyto anltinomie maji jeden spoleény rys,
ktery lze nejlépe vyjadriti formalisaci. VSimnéme si
nejprve antinomie Russelovy. Okolnost, Ze néjaky prvek
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je v mnoziné, lze form4lné pfepsati takto: M (x) éteno:
2 je elementem ,M’. Predikat ,M’ mnoZinu uréuje, v
pripadé, Ze by dva predikaty uréovaly tutéZ mmnoZinu,
musi byti ekvivalentni. Vyjadieni, jeZ bylo uvedeno,
platf samoziejmé v kazdém pripadé, t. j. at jsou prvky
mnozZiny jakékoli, v obecném pfipadé jsou tyto elemen-
ty zase mnoZinami. Disledné tedy musime vyjadriti
formou M (M) okolnost, Ze mnoZina je svym vlastnim
elementem (Ze obsahuje sebe samu jako element).

Grellmgova. antinomie o ,heterologickém’” fadi po-
jmenovani pojmi podle toho, patn-ll pod skupmu, iz
samy vyjadfuji nebo ne. Uvedli jsme své doby, Ze po-
jem, odpovidajici slovu ,,abstraktni” je abstraktni, stej-
né tak pojem ,konkrétni”. Fysikalni rychlost ,v” je
take abstraktni pojem stejné jako druha véta thermo-
dynamiky. BudteZ vSechny abstraktni pojmy shrnuty
predikatem (funkci) ,, A”. Formalni piepis pfipadl
pravé uvedenych je: A(4), A(K), A(v), A(I.v.t.).

Lhaf z Kréty: obéanz Kréty pronasi usudek o celém
kolektivu, viech Krétanech, Kdyby stal mimo a byl ob-
¢anem jiné zemé, pak by platilo: (x) [K(x) — L(x)],
znaéime-li funkei ,,K” vyrok oblana z Kréty a funkei
»L” vyrok lZivy, Z toho, co jsme si své doby uvedli v
theorii funkéniho poétu, vime, Ze napsany vztah dvou
predikati 1ze jednodusSeji oznaciti jako implikaci dvou
predikata takto: Impl (K,L). Tento posledni vyrok
vSak musi byti jednim z vyroki ,,x2”, t. j. argumentem
funkce ,K”, jestlize usudek vyslovuje Krétan. Plati
tedy v tomto pfipadé K[Impl(K,L)].*)

*) Zajimavé souvislosti a podrobné&jsi osvétleni antinomif to-
hoto druhu se daji ziskati, vezmeme-li v tivahu vztah mezi pfed-

métem a jeho pojmenovédnim. ObtiZné problémy s tim spojené by
nis tu vedly daleko.
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UvaZme jeSté nakonec, Ze antinomie o nejvétSi mno-
Ziné vede k podobnému vysledku. Aby takova mnoZina
byla vskutku nejvétsi, musila by obsahovati mnoZinu
vSech svych podmnoZin, mnoZinu vech podmnoZin této
mnoziny atd. V kazdém piipadé je jednou z podmnoZin
také mnozina sama. Potom by méla funkce M, jiZz by-
chom jako predikitem stanovili nejvétsi moznou mno-
Zinu, jako argument také M samo, takZe bychom meéli
pfipad podobny jako v antinomii Russellové.

Ve viech pnpadech jichz Jsme se tu dotkli, je to spo-
leéné, Ze funkce je sama svym vlastnim argumentem,
at jiZ pFimo, anebo v dalsi funkei, jeZ stoji na 'misté ar-
gumentu (v pfipadé Krétanovy antinomie). Jinak fe-
ceno, uvnitf zavorky pro argument se nékde vyskytne
funkéni znak, postaveny pred zivorkou pro argument.
Nejjednodussim tvarem tohoto vyrazu, ktery budeme
dale zkoumati, je vyraz ,4(A4)’ (bez Gjmy obecnosti).
Ukéazeme si ted, Ze kazdy vyraz uvedeného tvaru vede
ke sporu.

Vime z vyrokového poctu, Ze je-li ,A’ vyraz, je také
vA' vyraz, Je'h ’f(w) VyTaZ, Je Jlm také !f(x) . UZlJme
toho na sviij pripad: pfedpokladame-li na chvili, Ze vy-
raz ,A(A)’ ma smysl, musi miti smysl také vyraz
A (4)’. Tento posledni vyraz se di dokonce interpre-
tovati tak, Ze logickd funkce nemiiZze byti svym vlast-
nim argumentem, coZ je vysledek, ke kterému sméfu-
jeme. Zaved'me definici novou funkei N(4) =p,4 (4).
Protoze vime, Ze je moZzno dosaditi za proménné, volme
substituci tak, aby ,A’ bylo nahrazeno ,N’. Dostaneme
tak spornou formuli N(N) = N(N).

Uvaha posledniho odstavce pochazi v podstatd od
Behmanna, jejim ticelem je drasticky ukazati, Ze funkce
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muzZe byti svym vlastnim argumentem. Funkce je lo-
gicky vyssiho typu neZ jeji argument, jako predikat
shrnuje totiz vSechny svoje argumenty, vytvarejic z
nich t#idu, proto nemuize byti mezi nimi. Funkce ma tu
povahu pofadajici, chceme-li t¥idici, odd&luje jisté pred-
méty od jinych a shrnuje je k sobé. Russell vyjadril vel-
mi pFiléhavé zakaz porusiti typové pravidlo slovy:
»What ever involves all of the collection must not be
one of the collection”. To je podminka, jeZ zabrani, aby
se nedefinovalo ,,bludnym kruhem’.

Uvahy o theorii typt by vyplnily celou knihu, Na
tomto misté nam zcela postaci, kdyZ si uvédomime, jak
dochézi k riznym typtim v hierarchii logickych forem.
Mysleme si néjaka individua, shrnuta predikatem ,P’.
Timto predikatem ,P’ vyslovime o vSech téch indivi-
duich néjakou spoleénou vlastnost. Individua jsou zatim
zakladem pro uréeni typu, pfisoudime jim tedy proza-
tim typ O. Predikatd jako je ,P’, miZe byti vice, dalsi
tfeba ,Q,R,S, .. .". Nékteré z nich muZeme zase shrnouti
novym predikatem (vysloviti o nich spcleénou vlast-
nost), tfeba ,A’. Plati pak VA(P), A(Q), A(R),... .
Predikaty jako je ,P,Q, ... jsou viéi predmetum onichz
se vyjadiuji, stupne 1. Predlkat JA’, jenz je predikatem
o pred1katech musi byti tedy stupné 2. Tak by bylo
moZno pokracovati. Uvaha je sloZitéjsi, mame-li misto
jednoduchych pred:katu sloZité relace, funkce o vétSim
poctu argumentu Pak je nutno vyjadfiti pFesné pra-
vidla, jeZ umoZni v kaZdém pFipadé bezpeéné stanoveni
a rozeznani typu. Témito technickymi otazkami logiky
se dale zabyvati nebudeme, ponévadZ nasim cilem bylo,
upozorniti pokud mozno jednoduchymi prostfedky na
theorii typt.

Uéinnost Russellova pravidla o dodrZeni stupné vy-
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razu je takova, Ze je mozZno zameziti celé Ffadé antino-
mij, s nimiZ jsme se setkali. Na nékterych jsme jiZ uka-
zali, kde je nedostatek. Antinomie, jichZz spoleénou
vlastnosti jest, Ze porusuji typové pravidlo, zkonstruuji
jisté zdanlivé pFedméty, na jejichz tcéet pak kladou
otazky. Tyto otazky vSak nejsou otdzkami, na néZ by
byly rozumné. odpovédi, protoZe konstruované pred-
méty v antinomiich jsou sporné. .

~ Vratme se jesté k antinomii Richardové, kterou jsme
zahijili prvni kroky po naSi myslenkové oblasti. Jeji
FeSeni jsme si tehdy neudali a odkazali jsme je na poz-
d&jsi- dobu. Definice Richardova &isla, jak nazveme ono
nejmensi celé éislo, jez neni moZno defingvati vétou, ob-
sahujici méné neZ jedno sto slov, je {Fidicim principem.
Tento tFidici princip musime nechati pevny pe tu dobu,
co &islo hledame. Cisla, jeZ vyhovuji tomuto tiidicimu
principu, jsou argumenty tohoto predikatu. NemuZe te-
dy tento tiidici princip byti svym vlastnim argumen-
tem. Zeptame-li se tedy, ktera z obou argumentaci, uve-
denych u Richardovy antinomie, je faleSna, tedy zcela
jisté druha; nedba typového pravidla.

DodrZime-li typové pravidlo, neobjevi se obtiZe, jeZ
ﬁsou osvétleny uvedenymi antinomiemi. Objevi se viak

btiz jina, kterou si ukiZeme nejlépe na theorii real-
nych é&isel. Realné éislo se zavadi do analysy rtiznymi
zplisoby: Dedekindovym Fezem nebo Cantorovou funda-
mentalni posloupnosti, nehledic k methodam jinym, jez
jsou na oba zminéné zplsoby pfeveditelné.

Jde-li o sestrojeni realného ¢isla neracionalniho, pired-
pokladame theorii celych racionalnich i racionalnich
¢isel jako podklad pro dalsi hotovou. Definici racional-
nich clsel celych jsme uvedli, definice racionalnich zlom-
kit nedini formalisaci Z4dné obtiZe. Jde ted o Dedekin-
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div Fez, jimZ je stanoveno realné ¢islo iracionalni. Ira-
cionilni éislo jestanoveno vZdy tehdy, jsou-li rozdélena
vSechna racionalni éisla do dvou skupin a to tak, Ze

1. kazdé ¢islo jedné skupiny (¥ikejme ji dolni sku-
pina) je menSi nez kazdé éislo druhé skupiny (fikejme
ji horni skupina), .

2. v dolni skupiné neni éislo nejvétsi a v horni sku-
piné neni ¢isle nejmensi. .

Obé skupiny ¢isel uréuji realné éislo iracionalni,

V8echna racionalni éisla dolni skupiny je nutno
shrnouti néjakym predikatem, na priklad ,[’, takZe
plati pro ¢isla dolni skupiny (xyD(x), mluvime-li o
vSech. Podobné plati pro racionalni éisla hofeni sku-
pifly (y¥)H (y). Racionalni cisla, jez vystupuji v opera-
torech a v argumentech obou funkei, jsou definovina
pomoci predikati, jeZ stanovily cela éisla, t. j. nakonec
predikaty O(F), 1(F), 2(F), ... Funkcim ,D’ i ,H' lze
piedepsati jisté formalni podminky, aby vyjadiovaly,
Ze spolu vytvoiily Dedekindiv Fez. Pak lze formalné
vyjadriti zavislost definovaného realného éisla ,R’ na
obou funkcich ,D,H’ na pf. takto ,R(D,H)’. Je zcela
zfejmé, Ze realné ¢islo tak definované je jisté vyssiho
typu, logicky vzato, neZ racionalni éislo celé. Toto
cionalni celé ¢islo je uréité jiz v argumentech funkdi
,D’ resp. ,H’. PFichazime tak do zvlastni situace, o které
jsme jiZz jednou mluvili. Na éisla realni jsme ochotni
nahliZeti jako na homogenni t¥idu a to proto, Ze se vse-
chna Fidi tymiZ pocetnimi pravidly. Z pfedchozi avahy
vSak vychazi, Ze o homogennosti nemizZe byti ani Feéi,
naopak, kdeZto cela racionalni éisla jsou dana jesté po-
mérné jednoduchymi predikaty, racionalni jiz predi-
katy vysSiho stupné, a realna zfejmé jesté podstatné
vys8iho stupné. Situace se zostiuje, pijdeme-li dale v se-
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strojovani obvyklych piedmétd analysy, jako je tFeba
bod zhusténi bodové mnozZiny na ose realnych cisel. Ta-
kovy bod obsahuje ve svém libovolném okoli (sebemen-
§im intervalu zde) vZdy nekoneéné mnoho boda té mno-
ziny. Podobné jako je realné ¢islo stanoveno jistymi
mnozZinami &isel racionalnich, je také bod zhusténi sta-
noven mnozinou nebo mnozinami realnych éisel. Ty-
pové tedy musi byti zase jeSté vy3Si neZ ,,obycejné” re-
alné éislo, ale jen po tu chvili, co o ném jako o bodu
zhusténi uvaZujeme, jinak neni vskutku ni¢im jinym,
nez obyéejnym realnym ¢islem,

Je tu tedy jista obtiZ, jak zaFaditi pfedmét, konstru-
ovany pomoci niZsich pfedméth zase do tiidy-téchto niz-
Sich predmétii se stanoviska typového. Uvedu na tomto
misté jedno reSeni Russellovo, které ma sviij historicky
vyznam, a¢ dnes jiZ neni tak nutné, jak se své doby
zdalo. Russell odstranil obecné obtiZe, jez plynou z typo-
vého pravidla axiomem, jejz nazval ,,axiom of reduci-
bility”. V plivodnim tvaru tento axiom-neuvedeme, po-
tfeboval by jeSté mnohé doplniti o typové theorii a neni
toho také tfeba. Ale snadno pochopitelny je jeden di-
sledek stale jesté dosti obecny, ktery se hodi pravé pro
nas piipad theorie realnych ¢isel. BudiZ »’ pfedmét na-
Seho logického poctu. O tomto ,»” mohou platiti nejen
predikaty prvniho stupné 4, (x), nybrz i vyssiho stupné
— tfeba n-tého — tedy Aa.(x). Dusledek z Feceného
Russellova axiomu reducibility zni

(4n) (BA,) (2) [An(z) > 4, (2) ].

To znamena, ze ke kazdému, jakkoli vysokému stupni
predikatu existuje predikat prvniho stupné, na néjz se
predikat n-tého stupné prevede. To postaéi pro nas pii-
pad realnych ¢isel. Také tam by tedy existoval predikat
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téhoZ stupné pro é&islo stanovené Dedekindovym Fezem
jako pro éislo racionalni a koneén& i jako pro &islo, jeZ
odpovida bodu zhusténi bodové mnozZiny na ose real-
nych cisel. Tak by bylo docileno Zadouci homogennosti
disel, vyjadfené tim, Ze pro né pro vSechna plati stejna
pocetni pravidla. ’

Stoji za upozornéni, Ze axiom reducibility nezrusi vy-
hody, jeZssebou pfinasi typova theorie, t.j. jeho uZ-
tim nepfivodime znovu staré antinomie, jeZ theorie typii
méla odstraniti. Ale cena, zaplaceni prijetim nového
axiomu, mimologické povahy (netautologické), je pFi-
li§ velika. Okolo tohoto axiomu byla vedena cela Fada
duchaplnych vyzkumt, byla snaha, nahraditi jej vhod-
néj$im a méné nasilnym pravidlem. Bylo zjiSténo mimo
jiné, Ze lze zcela dobfe mysliti v. soustavach, kde tento
axiom neplati. V pozdéjsi dobé také Russell od pouZi-
vani tohoto axiomu ustoupil; typovou theorii je mozno
tak zjednodusiti, Ze neni nutny.

V myslence typové thedrie je v8ak zachycen podstat-
ny rys lidského mysleni a tento objev je ceny trvalé.
Je to pofadajici princip v naSem mysleni, jenZ nedovoli
sméSovani pfedmétd ziskanych riznymi cestami a po-
tom uméle vélenovanych do jednoho souboru. Na tom-
to misté se zminime jen poznimkou o zdanlivém di-
kazu axiomu nekoneéna, kde jsme na typovou theorii
upozornili. Z toho, co bylo aZ dosud uvedeno, je patrno,
Ze nejsme opravnéni v pf¥ipadé, tam projedniavaném, se-
staviti soubor z ¢lent typové naprosto rozdilnych bez
jakéhokoli kritického zfetele. I s¢ stanoviska typové
theorie by dikaz padl, nejen tedy z diavodi, jeZ jsme jiZ
na misté samém uvedli.
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