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AXIOM VYBERU
A THEORIE MNOZIN \

Uvedli jsme na svém misté, Ze byl uéinén smély po-
kus,  vybudovati celou matematiku jako odvétvi Cisté
logiky. Tento pokus sice ztroskotal, pfinesl vSak nic-
méné neobycejny zisk do poznatki o zhkladech mate-
matiky. Jednou z vét, jeZ nelze z logiky odvoditi, jame
se jiz zabyvali. Byl to axiom nekoneéna. Zbyva jesté
druhy axiom, bez néhoZ matematiku nelze vybudovati,
a to axiom vybéru. Neni vyloudeno, Ze je jich jesté vice,
zda se vsak, Ze tyto dva jiZ postaéi; nedavno zminéného
axiomu reducibility neni jiZ zapotfebi. Axiom vyb&ru
je netautologickym axiomem, t. j. je vétou, ktera pfi-
nasi nové pcznani a neni prazdna. Axiom zni takto:
je-li M mnoZina mnoZin, které jsou bez spoleénych
prvkﬁ a nejsou prézdné pak existuje mnoZina N, jeZ
ma s kazdou mnoZinou mnozZiny M spole¢ny jeden a jen
Jedén element,

Tento axiom lze formulovati obecnéji, na pf. pod-
minka, aby mnoZiny obsaZené v M byly bez spoleénych
prvki, neni nutné, ale pro naSe Glely zcela postaéi uve-
dené vyjadrent.

Formalisuje-li se tento axiom, di se dokazati, Ze jej
nelze pfevésti na tautologickou formuli. Z toho nasle-
duje, Ze matematika pracuje p¥i nejmenSim se dvéma
axiomy povahy specificky matematické.

Axiom vybéru-mé vyznam pro nasobeni mnoZin, pro-
to budeme musiti uvésti napfed nél§teré poimy z ope-
raci mnoZinovych. Pfed nésobenim se zminime jesté
o séitani mnoZin; s&itani nesouvisi sice pfimo s pova-
hou latky, o niZ mluvime, ale poskytuje pékny piiklad
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opatrnosti, s niZ je nutno zavadéti zikladni operace pro
mnoZiny, abychom se vyhnuli analogiim, jeZ naSim
piedstavaim vnucuji hromady, Souhrny a jiné nedosta-
teéné urcené predméty. Jde tedy o s¢itani a nasobeni
mnozin, tim také projednadme séitini a nasobeni kar-
dinalnich &isel, které se da na operace mnoZin prevestl

udeme predpokladati, Ze mnoZiny, o které jde, nejsou
koneéné,

Mame seéisti mnoZinu M a mnoZinu N. Elementy M
bud'tez ozna(':eny 2, elementy N pak y. Utvofime ted
novou, mnozinu, jez bude miti dvoji druh elementi:
1. elementy tvaru («,0), kde x probiha vSemi elementy
mnoziny M a 2. elementy tvaru (0,y), kde y probiha
vSechny elementy mnoZiny N. Nové utvorené elementy
(pary) nemaji ziejmé spoleéné jedince, takZe muZeme
prohlésiti mnozinu, jeZ obsahuje vSechny jmenované
pary jako elementy za souétovou mnoZinu M - N. Ma-li
mnozina M kardinalni éislo ¢, a mnoZina N kardinalni
¢islo ¢,, ma mnozZina para kardinalni ¢islo a, 4+ a,. To
plyne z okolnosti, Ze kardinalni &slo je spoleény predl-
kat vSech ekvivalentnich mnoZin, t. j. takovych, jez je
mozno na sebe jedno-jednoznaéné zobraziti. VSimnéme
sif zajimavé okolnosti, Ze nova soué¢tova mnozina nema
jiz elementy puvodmch mnozZin, jeZz se mély sedéisti,
nybrz elementy nové, pary, takze tu neni ani Vzda.lena
analogie se smisenim dvou ,hromad”.

Mame-li utvofiti soufin nekoneéné mnoha transfi-
nitnich éisel «;, tedy souéin =2, postupujeme takto:
kaZdému transfinitnimu éislu- kardinalnimu a; odpo-
vida néjakd mnoZina N;. Pfedpokladejme pro jednodu-
chost opét, Ze mnozZiny N: nemaji navzajem spolecnych
elementt. Utvoime ted mnoZinu, jejiz elementy budou
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tvaru
(xn wzy Ly oo Ld -

kde kazdé x: je z mnoZiny N; a nezav1sle na viech ostat-
nich x; probihd vSemi elementy mnoZiny N:. MnoZinu
vSech takovych elementd prohlasime za souéin mnoZin
Ni, tedy nN: a kardindlni ¢islo, jeZ odpovidi této mno-
ziné, bude kardinalni éislo pfisluSné soucinu =

. Definice sou¢inu mnozin, resp. kardinalnich éisel je
tak volena, aby byla v souhlase s vysledky operaci v ko-

neéném oboru. Provedeme si jako pfiklad nasobeni
dvou koneénych mnoZin
N1 - (xu) xlz)v N2 _— (xzu x221 x23) .
V nové soucinové mnoziné budou tedy elementy tvaru
d (T1i, x2;), kdei=1,2; j=1,2,3. .
Dostaneme tak elementy
(xll'wZI) ] (wlllm22) (wll’x23) (x127w21) ’ (w12'w22) ’
(a’lzywza)
Vice moZnosti zfejmé neni a elementtd je Sest. K mno-
Ziné N, patri koneéné kardinalni &islo 2, k mnoZing N,
koneéné kardinalni éislo 3, k soucdinové mnoZiné vy-
sledné patii koneéné kardinalni éislo 6.

O koneénych kardinalnich éislech zname poucku, ze
jejich soudin je tehdy a jen tehdy roven nule, je-li ale-
spofi-jeden z ¢initell roven nule. Tato véta vSak neni po-
uckou (t. j. dokazatelnou vétou) v theorii kardinalnich
¢éisel transfinitnich. Obja.snime'bliie, jak se tam véci
maji. Tato véta se presne vzato neda dokazati v tom prl-
padé, Ze jde o souéin nekonecné mnoha kardinlnich éi-

*) Tohoto zpsobu zna&eni uZivime pro nizornost, podrob-
né&jsi poudeni nalezne &tenaf v uéebnicich theorie mnoZin.
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sel (nebo mnozin), at jiZ koneénych nebo transfinit-
nich. V pfipadé koneéného poctu kardinilnich ¢&isel ja-
kychkoli se dokazati da a vysledek je obdobny, jako
u ¢isel koneénych. Pro nekoneéné mnoho kardinilnich
¢isel se véta da dokazati za predpokladu, Ze existuje
alespofi jeden element toho tvaru, ktery jsme si uvedli
pfi vykladu soudinu mnoZin. Element takovy obsahuje
z kazdé mnoZiny, jichZ souéin ma byti utvoien, jednoho-
representnta. A tu jsme pravé u axiomu vybéru. Ta-
kovy vybér tedy musi byti moZny, aby souéin byl ne-
nulovy. DA se dokonce dokazati jesté vice: véta vyja-
diujici, Ze souéin nekoneéné mnoha kardinalnich é&isel
neni roven nule, je-li kazdy &initel rizny od nu]y, je
ekvivalentni s axiomem vyberu

Rozsifime-li tedy vétu: soucin jakéhokoli poctu kar-
dinalnich. éisel je rtzny od nuly, jsou-li Cinitelé rdzni
od nuly (vedeni jsouce jakymsi principem permanence
matematickych tkoni), pak miZeme axiom vybéru
dokazati,

Axiom vybéru je velmi pozoruhodna matematicka
véta, jez si zajistila v déjinach matematiky poslednich
desitileti zvla&t& éestné misto. Je malo problémi v ma-
tematice, o nichz by se bylo s takovou prudkosti, v ma-
tematice jinak neobvyklou, diskutovalo. Axiom sam byl
po prvé vyslovne uveden Zermelem pri dukazu, Ze kaz-
dou mnozinu lze debie usporddati.

MnoZinu lze uspofddati, plati-li mezi kterymikoli je-
jimi elementy transitivni relace (pofadajici), jiz sym-
bolicky oznaéime ,,<”. Mezi dvéma libovolnymi ele-
menty usporadané mnoZiny pak plati bud a < b nebo
b < a. Transitivnost relace je vyjidfena znimym zpi-
sobem takto:

a<bblc—>a<ec.
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Tim v3ak jeSté neni vyjiddfeno dobré uspofidini
mnoziny. To je splnéno tehdy, kdyZ kaZdad podmnoZina
pivodni mnoZiny ma prvni element, Na srovnani si vez-
meme mnoZinu celych kladnych racionalnich é&isel, uspo-
Fadanych podle velikosti a mnoZinu vSech reilnych ¢&i-
sel, obsaZenych mezi body 0 a 1 na ¢iselné ose, véetné
téchto bodld (tedy uzavieny interval 0,1). At volime
Jjakoukoli podmnozinu z ‘mnoziny uspofidanych celych
kladnych é&isel, bude miti vZdy prvni element, bude @
mnoziné vytvoime podmnozinu tak, Ze odloué¢ime bod 0.
Vznikla mnoZina nebude jiZ miti prvni element, protoze
nexistuje redlné éislo, které by nasledovalo ihned po 0.
Ke kazdému sebemensimu kladnému realnému éislu lze
totiz udati jeSté mensi (na pFiklad jeho polovinu). Prvni
mnozina je dobfe uspofadina, druha nikoli, aékoli je
alespofi uspofadana. |

ProtoZe potfebujeme pro dalsi vyklad nékolik zaklad-
nich poznatki o pofadkovych éislech, vsuneme je na
tomto misté. Dvé mnozZiny, jeZz byly uspofadany, podle
predchoziho, jsou si podobny, muZeme-li je uvésti ve
vztah originidlu (prvni mnoZina) a zobrazeni (druha
mnoZina) jeho tak, Ze plati-li mezi elementy originalu
vztah & <y’, plati také takovy vztah mezi pFislusny-
mi. obrazy téchto elemientli. Znacime-li tedy elementy
druhé mnoZiny obecné &irkou, pak plati ,#’ < y”. Ri-
kame pak, Ze dvé takové uspofadané mnoziny maji stej-
ny pofadkovy typ. Pfiklad: mnoZina

{1,2,3,4,5,6, ...}
usporadana obvyklou relaci ,,vétSi neZ” a mnoZina
{2,4,6,8,10,12,...}
pat#i k stejnému pofadkovému typu. Pofidkovy typ je

- 137



predikatem, shrnujicim v jednu tfidu podobné mnoZiny.
Neni tedy na pf. mnozZina
1,23, 4,...}

a mnoZina ‘
{..5432,1}

., s . f PRV
stejného poradkového typu, prvni z nich ma pocateéni
element a nema posledni, druhd naopak. Poradkové
t®py dobfe uspofadanych mnoZin se nazyvaji poradko-
va ¢isla (ordinalni) v pripadé, Ze jde o mnoZiny neko-
netné — transfinitni pofadkova cisla. NejmenSim
transfinitnim pofadkovym ¢islem je ¢islo w. Je to ozna-
€eni pofadkového typu nekonecné posloupnosti, tedy
také na pf. mnoZiny viech éisel celych, uspofddanych
podle velikosti, Protoze takto uspofddanid mnoZina je,
jak vime, dobfe uspofadani, miiZeme nazvati tento po-
fadkovy typ pofadkovym ¢islem, Plati pro né€j rovnice

. l1+v=uw,
nikoli vSak ,
w+1=ow.
To je patrno z okolnosti, Ze dvé uspofidané mnoZiny
{1,23,45,..}
a
{2,3,4,5,6,...}
patH k témuZz poradkovému typu, kdezto

2,3 4,....;1}
majici posledni element a mnoZina nemajici jej
{1,23,...}

k témuZ poFadkovému typu nepatfi.
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Pfipojime-li k dobfe uspofidané mnoZiné
{1, 2, 38,...}

jeSté poradkové éislo w jako posledni element, dosta-
neme mnozinu, patfici k pofadkovému typu o -+ 1, od
té lze postoupiti k pofddkovému typu w + 2, 0 + 3, ...
pridavanim dalSich elementd aZ koneéné k o . 2. P¥ipo-
Jjujeme vidy za posledni pfidany element » 4 %k novy
element w + k 4+ 1. K vysSSimu pofadkovému typu a
v naSem pi#ipadé i k poradkovému ¢islu w? dojdeme na
pr. tak, Ze sestavime posloupnost-z posloupnosti takto:
prvni z nich bude miti vSechna prvoéisla, jichz je, jak
vime, nekoneéné mnoho (Euklid)

1,235 711,13, ...
druha jejich dvojnasobky

4, 6, 10, 14, 22, 26, ...
treti trojnasobky

9,15, 21, 33, 39, ...

atd, Myslime si vSechny takové posloupnosti, jichZ je
nekonecéné mnoho, napsany za sebou tak, aby predsta-
vovaly dobfe uspofadanou mnoZinu. Tato mnoZina ma
pofadkové €iso w®. Podobné je moZno postoupiti k w?,
w?, ... a lze nahlédnouti, Ze i k pofddkovému éislu w®,
w®”a dale,

Zakladatel theorie mnoZin, G. Cantor, povaZoval do-
bré uspofadani kazdé mnoZiny za moZné, ba intuitivné
za jisté. PFi ohromné slozZitosti, jaké mohou nabyti mno-
Ziny, se vSak ukazalo, Ze dobré uspofadni mnoZiny neni
nikterak jasné patrné. Proto bylo zapotfebi dikazu, Ze
tato moZnost vzdy je. Myslenku dtkazu si tu podime,
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s vyslovnou vyhradou, Ze nejde o pfesny dikaz, jenZz
je uveden v uéebnicich theorie mnozin. Cela galeZitost
s problémem dobrého uspofadani je totiz neobycejné
zajimava se stanoviska logického, Véta, kterou dokézal
Zermelo, je existenénim diikazem pro moznost dobrého
usporadani. Prakticky vSak tuto moZnost dobrého uspo-
fadani viibec neukazuje.

‘Méjme néjakou neprizdnou mnoZinu M. Z této mno-
Ziny vyjmeme jeden element, jejZz oznaéime z,. Ze zhy-
vajici podmnozZiny M, (coz je M, z niZ byl odebran z,)
1ze opét vybrati element, oznatme jej x,. Timto dalsim
odebranim vznikla podmnoZina M,, se kterou miiZeme
provésti totéz. Vybrané elementy miiZeme usporadati,
tak jak ,historicky” byly vybrany, pofadkovou relaci

Ty LTy LTy <Ty .- -

Je-li mnoZina koneéna, vycerpame elementy dfive
nebo pozdéji, a proces je samoc¢inné u konce, Neni-li ko-
ne¢na, pokracdujeme bez omezeni az k prvnimu transfi-
nitnimu pofadkovému ¢islu .

P#isluiné x oznaéime x..TimtéZ zplsobem pokraéu-
jeme dale k elementim Zo:1, Zo+2, a% koneéné T..s.
Je patrno, Ze zcela stejnym zpiisobem dojdeme aZ k ele-
mentim Zo, potom Zo», Tee® ...*) aZ jednou vy-
cerpame ptvodni M. Cely postup ma Fadu specialnich
probléml (na pfiklad otdzku znaeni a znacek Gisel
transfinitnich, jeZ vznikaji p¥i postupu k dal$im elemen-
tim vybérovym) ale myslenka jeho, kterou tem.tto
zvlatnimi Gvahami nemiiZeme zat&Zovati, je jasna.

*) Indexy tu naznalené odpovida)i prvnim pofidkovym &fs-

ltm. t. zv. druhé tfidy &iselné, na kterou ovSem postup neni
omezen,
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Vsimnéme si, kde tu vlastné pfichazi k planosti axi-
om vybéru. Je tu ve tvaru ponékud jiném, nez na ktery
jsme z predchoziho byli upozornéni. VZdy, kdyZ ze zby-
vajici podmnoZiny vyjmeme jeden element, uZivime to-
hoto axiomu, Kdezto diive bylo moZno podle axiomu
vybéru vyjmouti z kaZdého elementu transfinitni mno-
ziny, jenz sim byl mnoZinou, jednoho representanta, je
v tomto pfipadé representant vybiran z kazdé podmno-
Ziny, jeZ v procesu pfijde na fadu. Lze dokazati, Ze obé
formulace jsou rovnocenné. Historicky je tato druha
formulace, prichazejici v Zermelové dikaze, starsi.

Véta o dobrém upotaddani kazdé mnoziny je bohuZel
vétou ryze existencéni. NeukéaZe ani stin moZnosti, jak
usporadati dané mnoziny v konkrétnim pripadé, neni-li
mnozZina sama tak jednoduché struktury, Ze dobré us-
pofadani se samo nabizi. Takovych pFipadi je vSak vel-
mi malo. Staéi poukazati na jeden zvlasté napadny pii-
pad, kdy véta Zermelova neposunula problém ani o maly
kousek dopiedu: je to problém dobrého usporadani
kontinua, na priklad vSech realnych ¢isel kladnych ob-
saZenych v intervalu <0, 1)>. Intuicionisti¢ti matema-
tikové potom maji jisté pravo poukazovati na prazd-
nost véty o dobrém uspofadani, kdyz v daném pFipadé
nic nepomuze. Tak jak situace s vétou o dobrém uspo-
Fadani vypada, nelze vice Fici, neZ Ze tato véta neni ve
sporu s logickymi vétami a s axiomem nekoneéna. Ta-
kovy je rozdil existence dobrého uspofadani, zaruceny
bezespornosti od dobrého uspofadini, jez by bylo moz-
no na predlozen§ mnoZiné ukéazati konstrukei.

Povaha kaZdého mimologického axiomu je takova,
Ze nemusi byti zisadné prFijat do zakladu soustavy. Lze
se bez néj obejiti. Obejdeme-li se bez axiomu vybéru,
musime obétovati velké ¢asti theorie mnozin a tim také
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mnoho z theorie realnych funkei v analyse. Proto v mo-
dernich pracich z theorie mnoZin byva upozorfiovano,
které véty a diasledky lze ¢initi bez pouZiti axiomu vy-
béru, a které jsou zase na ném podstainé zavislé.*)

*) Viz na pf. W. Sierpiriski, Hypothése du continu (Warszz;.-
va) str. 5a 7.
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