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, AXIOMATICKE SOUSTAVY

Do znaéné miry nezavisle na obecnych logickych vy-
zkumech, jez pfinesly tolik nového do zakladnich pro-
blému matematiky, §lo vySetfovani axiomatické. O tom-
to vySetfovani moZno obecné prohlasiti, Ze vySetfovani,
ome‘zené na predméty ryze matematické mélo zase svilj

cely védni obor.

V &em spotiva podstata axiomatického vySetfovani
a jak se jevi s nynéjsiho stanovmka v néjakém oboru
matematiky ?

Zakladem soustavy je soubor vyrokd, které, jak jiZ
vime, musi spliiovati podminky bezespornosti, nezavis-
losti a 1plnosti. Pédminka bezespornosti byla jiz objas-
néna pfi vySetfovani soustavy zakladnich vét vyroko-
vého poétu, podminka nezavislosti také. Podminka pl-
nosti, jeZ se klade na soubor axiomu, se vyjadfuje oby-
cejné tak, Ze se 2ada, aby vSechny matematické véty
onoho choru byly z axiomatického zikladu odvoditelné
Prostiedky tohoto systému. Tato posledni podminka je
chyéejné znaéné nejasna a zdi se zbyteénym pleonas-
mem, Pledevsim pfedpoklada jeSté jiné, neaxiomatické
védomosti z oboru, jenz ma byti axiomaticky ustaven.
Uvedeni v axiomatickou soustavu pak by bylo jakousi
formalni, ucesanou, zavéreénou redakei. V matematické
praxi tomu tak nékdy vskutku je, prakticky ma tedy
podminka uplnosti axiomi jisty vyznam. Neni-li tomu
tak, pak je tato podminka zbytecna jiz proto, Ze z axi-
omu nelze vic ziskati, nez bylo do nich vlcZeno, protoze
soustava je pfisné deduktivni a po cesté (pfi odvozeni
poucek) nemiZe nic prirtsti.
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. Axiomy obsahuji zikladni znaky logické a matema-
tické, jez dale nedefinujeme a jeZ povaZujeme za primi-
tivni (ve smyslu neredukovatelnosti). VSechny ostatni
znaky se pak vyjadiuji pomoci téchto primitivnich zna-
ki definicemi, a to tak, jak jsme jiZ méli piileZitost po-
znati pfi logickém poctu. Definice nového znaku neni
nic jiného, neZ Gplné vyjadfeni vSech jeho sloZek a
struktury, jeZz tyto jeho slozky vaze.

V axiomech jsou vyjadfeny zakladni relace a ope-
raéni moZnosti mezi symboly pfedmétd. Tim je vyme-
zena funkce téch pfedmétii v oboru, jenZ je axiomatiso-
van. Dalsi, co musi byti pfipojeno k axiomatické sou-
stavé, jsou podminky, za kterych je moZno ze soustavy
éiniti dusledky. Obvykle to byvaji podminky té formy,
kterou jiZ zname z vyrokového poctu: jestlize A je for-
mule (tfeba axiom sim nebo skupina,jich) a A — B je
logicky odvoditelna formule, pak je také B formule,
dusledek. B je v takovém piipadé pouckou axiomati-
sované soustavy.

Zajimava na modernim pojeti axiomatiky je tato
stranka: pfedméty, jeZ jsou ve hie axiomatické sousta-
vy, jsou teprve ji samou stanoveny. Aby bylo dobfe roz-
uménc: axiomy jsou namnoze implicitnimi definicemi
pfedméti, spoluuréuji tctiz jejich vlastnosti do té miry,
Ze ze souhrnu téch vlastnosti vychazeji jisté predméty
jedno-jednoznaéné stanoveny jako jediné mozné. Tak
alespoil by to vzdy byti mélo. Nazorné bychom si mohli
véc piedstaviti na pr. tak, Ze okruh predmétii, vyme-
zeny prvnim axiomem v pofadi se druhym a kazdym
dalsim axiomem z(Zi postupné tak, Ze nezbude neZ jed-
noznaéné stanoveny druh pfedmétl, jeZ soucasné vy-
hovuji viem axiomum. Kdyby tomu tak nebylo, pfi-
poustéla by axiomatick4 soustava vice druhii pfedmétd,
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jeZ by ji vyhovovaly, a existovalo by vice modelt, tieba
velmi rozdilnych. Je proto potiebi ukoncéiti axioma-
tickou soustavu jistou podminkou, jeZz jednoznaénost
pfedméth, vyhovujicich soustavé, zaruéuje. O takoveé
podmince si promluvime pozdéji. Jako priklad sousta-
vy, jez takového doplnéni potfebuje, si uvedeme sou-
stavu elementirni aritmetiky. Je vyjadfena témito
axiomy: ¢
1. () (¥) [R(x,y) - (E)R(yp)].

Tento axiom vyjadfuje, slovné opsan, Ze pocet pied-
métl, vyhovujicich relaci nebo funkei ,R’ neni ukon-
éen. Funkei ,R’ je moZno chapati tak: piedmét 5’ na-
sleduje po pfedmétu ,’, anebo pfedmét ,»’ predchazi
predmétu ,y’.

2, () () @) [B(x,y) .R(22) > Y=
=z.R(xy) .R(zy) > x==z].
Tento axiom vyjadfuje: dva predméty .y’ a 2’, jeZ na-
sleduji po témzZ pfedmétu ,»’ jsou identické, dale, dva
predméty ,»’ a 2, jeZz predchazeji témuZz pfedmétu ,y’°,
jsou rovnéz identické.

3. (Ev) (Ey) (Ex) [R(v,y) . R(zw)].

Tento axiom vyjadfuje, Ze jest ,»° takové, ke kterému
neexistuje pfedchozi piedmét (predchidce).

Je patrno, myslime-li si pod relaci ,R’ vztah nasled-
nosti éisla pFirozené Fady éiselné k nasledujicimu a pod
elementy, jeZ jsou v relaci pravé éisla prirozené rady ¢i-
selné, Ze soustavé tato fada vyhovuje; je pravé otazka,
je-li to jen ona. VSimnéme si, jak kazdy dalSi axiom
ziiZi moznosti vzhledem k pfedmétiim, jeZ by mohly
tém podminkim vyhovovati.
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Prvni axiom poukazuje k tomu, Ze fada pfedméti ne-
muzZe byti ukonéena, Ze jich na piiklad nemize byti 8,
protoZe ke kaddému .’ a 7, pak tedy ke kazdému y’
existuje ,2’, jeZ nasleduje po .y’

Druhy axiom zabrani tomu, aby se fada pfedméth
nepocla nékde vétviti, coZ by mohlo nastati, kdyz by
byl vétsi pocet ruznych predmetu jez by po nékterém
mohly néasledovati.

Treti axiom pouka.que k tomu, Ze exlstu_]e jeden po-
éatecni pfedmét, ze tedy Fada je na jednom konci uza-
viena (na pocatku).

Historicky je uvedena soustava zajimava tim, Ze
piedstavuje zjednoduseny systém péti axiomii Peano-
vych pro &isla prirozené Fady éiselné. Tento Peaniv sy-
stém by]-snad prvnim formalisovanym axiomatickym
systémem vibec; formalisace ukéizala svoji Zivotnost
a od posledni étvrtiny minulého stoleti se rozsifila na
vétsinu matematickych obori. To bylo také pivodnim
programem italské formalistické Skoly z konce minu-
1ého stoleti a z pocatku nynéjsiho, jejiz hlavou praveé
Peano byl. -

Ve formalisované soustavé, kterou jsme pravé na-
psali, neni zapotfebi uvadéti zvlastni pravidla, jak ze
soustavy odvozovati disledky: tato pravidla jsou jiZ ob-
saZena v pravidlech formalni logiky. V socustavach ne-
formalisovanych je nutno néktera pravidla, jak uvidi-
me na soustavé geometrie zanedlouho, zvlasté vytknou-
ti, ackoliv jejich povaha je obecné logicka. To je nutné
v zajmu autonomie soustavy, v zijmu jeji sobéstacénosti.

Jaky je vztah takového axiomatického systému, jenZ
byl pravé uveden, k theorii celych ¢isel, o niZ jsme mlu-
vili dfive? Své doby jsme si objasnili, Ze dovedeme-li
definovati cela éisla a pfidame-li jeSté axiom nekoneé-
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‘na, Zze mitZeme odvoditi aritmetiku z logiky a axiomu
nekonecna. O soustavé, kterou jsme pravé napsali, 1ze
Fici, Ze vykona tutéZ sluzbu, jenZe ma vétsi pocet axio-
mi. V tom pravé se jevi vysledky logiky, Ze poudila
matematiku, co je k jeji vystavbé naprosto nezbytné a
bez ¢eho se lze obejiti. V tom sméru je tedy dnesni na-
zor na zakladni pojmy matematiky pokroéilejsi proti
dobé prvnich formalistli v axiomatice.

Na srovnani si tu uvedeme jeSté neformalisovanou
soustavu axiomu geometrie, jejiz vyhoda je v tom, Ze
formalisaci lze velmi snadno provésti, protoze je to sou-
stava neobycejné piesné vyslovena. Jde o soustavu Hil-
bertovuy, jiz uvefejnil ve své knize ,, Zaklady geometrie”
v roce 1800. Uvadim ji proto, Ze je jednou z nejza-
méjsich v matematickém svété a také proto, Ze s ni sou-
viselo mnoho praci matematikid nejruznéjsich Skol a
‘narodi.*) B '

Cela soustava axioml geometrie je rozdélena v pét
skupin, jeZ jsou uvedeny vysvétlenim:

Myslime si tfi rizné soustavy pfedméti; pfedméty
prvni soustavy jmenujeme body a oznaéime A, B, C, . ..
piledméty druhé soustavy pojmenujeme piimkami a
oznaéujeme a, b, c, . . ., pfedméty tfeti soustavy pojme-
nujeme rovinami a oznacujeme g, §, y, . . .; body se na-
zyvaji také prvky linearni geometrie, body a piimky
prvky rovinné geometrie a body piimky a roviny se
nazyvaji prvky prostorové geometrie.

Myslime si body, pFimky a roviny v uréitych vzajem-
nych vztazich a oznacujeme tyto vztahy slovy ,lezeti”,

¥) Hilbertova soustava je pfedmétem zajimavé préce. eského
matematika K. Rosslera, ,La géometrie mécanisée’”, vydané ve

Spisech piirodovédecké fakulty Karlovy university. Price uZivd
dtsledné logistické techniky.
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»mezi"”, ,rovnob&zny”, ,shodny”, ,spojity”’; presny a
pro matematické ulely vuplny popis téchio vztahi je
proveden axiomy geometrie. (Posledni &ist posledni
véty podtrZena mnou. — O. Z.)

Axiomy geometrie miiZeme rozdéliti na pét skupin;
kazda z nich vyjadfuje jisté spoleéné zakladni skutec-
nosti naSeho nazoru. Pojmenujeme tyto skupiny axi-
omu takto:

I. 1+ 8 axiomy projektivni (Hilbert voli pojme-
novani jiné, pridrZel jsem se vystizného nazvu
Poincaréova, jenZz takto pojmenoval Hilbertovu
prvni skupinu ve své knize , Derniéres pensées’).

O. 1+ 4 axiomy uspofadani,

III. 1+ 5 axiomy shodnosti.

IV. axiom rovnobéZek. J

V. 12 axiomy spojitosti.

Potud Hilbertovo vysvétleni. NeZ piistoupime k upl-
nému vyétu jednotlivych axiomi, ktery je pro dalsi ne-
zbytny, promluvime si nékolik slov o tomto vysvétleni,
jeZ je pro tehdejsi jako pro nynéjsi pojeti axiomatiky
tak charakteristické. Na tomto vysvétleni je nové a
své doby velmi pavodni pojeti soustavy axiomu. Jiz od
antickych dob byla povaha axiomfi a jejich postaveni
pro theorii poznini pfedmétem hojnych uvah. Starsi
pojeti chapalo axiomy jako nazoru pi#istupné pravdy,
jeZ dalsiho diikazu nepotiebuji. Podle tohoto pojeti ne-
lze pravdy obsaZené v axiomech redukovati na pravdy
jednodussi — pii tom axiomy obsahuji néjaké podstat-
né vyjadieni e.skuteénostech na rozdil od pouhych for-
mélnich pravidel logiky. V nazvoslovi, které jiz dobie
zname, lze tedy Fici, Ze axiomy podle tohoto pojeti maji
byti pravdivymi, ale netautologickymi vétami.
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Jakym zplisobem asi bylo mozno se dostati a% k axi-
omum ? Védni obor tfeba ro¥inné geometrie euklidov-
ské obsahuje cely souhrn pouéek tohoto oboru. Poucky
jsou vypovédmi o pfedmétech tam zkoumanych, Tyto
pouéky jsou jakymisi uzly v celé vztaliové siti poucek
tohoto oboru — a nékde ta sit pocne, anebo alespoii ma
nékde okraje, z kterych je moZno vyjiti. Starsi pojeti
axiomatiky, abychom ziistali pfi obrazu sité, vychazelo
z takového stanoviska: sit se polne plésti z nékolika
pevnych uzli (axiomul), jeZz jsou dany predem a celd
dalSi prace je véci matematické techniky (thito tech-
niku neminim nikterak znehodnocovati volenym pojme-
novanim, pravé technika matematikova to je casto, co
je na objevu nejcennéjsi a nejoriginelnéjsi). Nové po-
jeti axiomatiky je proti tomuto ,,absolutistickému”
(zadne se od jakychsi zievenych pravd, jez jsou vyiad-
Feny v axiomech) chapani moZno nazvati relativistic-
kym: nezileZ valné na tom, odkud se poéne sif plésti,
zaleZi na tom, aby se upletla celd. Proto moderni poietf
stiri rozdil mezi vétou odvozenou a vétou zdkladni, kte-
roukoli poucku je moZno vziti také za vétu zikladni,
ma-li dostateénou logickou nosnost, aby staéila na po-
deofeni zékladu. Prici na siti tedy moZno také zapo-
éiti odkudkoli z prostfedka.

Druha diileZitad véc je tato: starSi pojeti povaZovalo
axiomy za vypovédi, bez nichZ se nelze obejiti, bez nichZ
mysleni v tom uréitém oboru matematiky musi selhati.
Proto axiomy tolik zaméstnavaly filosofy, chtéli od-
kryti, v éem spociva tato domnéla nezbytnost pro ma-
tematické mysleni. Nové pojeti uvolnilo také tady znagé-
né tuhy nazor na jakési vyluéné a dominantni posta-
veni nékolika myslenkovych zikoni, jeZ byly vyjadfe-
ny v axicmech. Toto nové pojeti povazuje spiSe axiomy
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za podminky, jimiZ se teprve stanovi typ védniho obo-
ru, o ktery jde.

Poéatek k tomuto nahledu na‘axiomy byl uéinén za-
kladatelem neeuklidovské geometrie Lobacevskym —
ukazal, Ze lze nahradou za euklidovsky axiom o exi-
stenci jediné rovnobézky danym bodem k dané piimce
voliti axiom jiny a vybudovati tak geometrii beze vSech
vnitinich sporil také, Tim padla zisadné nutnost tako-
vého axiomu a nezbytnost jeho pro geometrické mys-
leni. Cesta k uvolnéni byla oteviena.

Toto relativistické stanovisko pozname dobfe v da.l-
§im na Hilbertové soustavé, aZ bude vidéti, co vSechno
je moZno z takového systému vytvoriti bud vynechénim
axiom®i anebo vynechinim a nahradou za jiné. Nepo-
vaZujeme tedy jiZz axiomy za nevyvratné pravdy —ja-
kési vnucené abstrakce z nizoru — nybrz za vypovédi,
jeZz miZeme nahraditi vypovéd'mi jinymi a tak zbudo-
vati soustavy jiné. Relativisticky nazor na axiomy by
tedy podle toho mél na mysli vZdy spise cil, ke kterému
je soustava vytvofena, neZ pevny podéatek, z néhoz se
odvozuji disledky. Prostfedky k tomu cili si pak najde
axiomaticka soustava ve vhodné volbé zikladnich vét.

Vyjmenujeme ted podrobné jednotlivé skupiny Hil-
bertovych axiomi a pak pojedname o moZnostech, jez
z té soustavy plynou.

1. Axiomy projektivni.

L1. Dva ruzné body A, B uréuji vZdy jednu pfimku a.

1,2. Dva rizné body pfimky tuto pfimku uréuji.

1,3. Na piimce jsou vZdy alespoii dva body, v roviné
jsou vzdy alespofi 3 body, jeZ nelezi na primece.

1,4. TFi body 4, B, C, jez neleZi na teze piimce, urcuji
vidy Jednu rovinu a.

I,5. Libovolné 3 body néjaké roviny, jeZ neleZi na téze
pfimce, uréuji tuto rovinu,
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L6.

Lezi-li dva body 4, B pfimky a v rovme a, pak lezi
kazdy bod a v roviné q.

1,7. Maji-li dvé roviny a, ﬂ spoleény bed A4, pa.k maji

18.

11,1.

Im2.

IL,3.

spoleény jesté nejméné jeden dalsi bod D.
Existuji nejméné 4 body, jez nelezi v téZe roviné.
I '

Axiomy sefazeni.

Jsou-li 4, B, C body roviny, a leZi-li B mezi A a C,
pak lezi B take mezi C a A,

Jsou-li A a C dva body pFimky, pak existuje vidy
nejmeéné jeden bod B, ktery lezi mezi A a C, a nej-
méné jeden bod D ta,kovy, Ze C je mezi A a D.
Mezi tfemi bedy pFimky existuje vZdy jeden a jen

‘jeden, jenZ lezi mezi obéma druhymi. -

0,4. Bud'tez 4, B, C body, jeZ nelezi v pfimce, a budiz

primka v roviné ABC, jeZ neprochazi Zadnym z bo-
du A, B, C. Prochazi-li pak piimka a bodem tsec-
ky AB pa.k prochézi jisté jesté bud bodem tsetky
BC nebo Gsedky AC.

(Tento axiom potiebuje doplniti definici, co. jest roz-
uméti vyrazem ,iseka AB” a p. Definici neuvadim.)
III. Axiomy shodnosti. A

I,1.

Jsou-li 4, B dva body na pf‘imce a, dale A’ bod
na téZe nebo na jiné piimce a’, pak miZeme na
dané strané &’ k bodu 4’ nalézti jeden a jen je-
den bod B’ tak, Ze usetka AB je shodna s tuseé-
kou A’B’, coZ znadime: '
AB=A'B'.

Kazda tsecka je shodna sama ssebou, tedy plati
vidy AB=AB i AB=BA.

. Je-li usecka AB shodni jak s Gseékou A’B’, tak

s tsetkou A”B"”, pak je také A’B’ shodna s A”B”,
t. j, plati-i
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AB=A'B" a AB=A"B",
pak je také
A'B’=A"B".

. Bud'tez AB a BC dvé useCky bez spoleénych bodl

na pr"imce a, dale A’B’ a B’C’ dvé useCky na téZe
nebo na jiné pfimce a’, rovnéz bez spolenych bo-
dd; jestlize potom platl

AB=A'B a BC=BC(C,
pak plati také

AC=A'C".

Po kratkém cobjasnéni, co bude rozuméti pod vy-
razem ,uhel”, uvaddi Hilbert dalsi axiom shod-
nosti.

. Budiz uhel X (h,k) v roviné « a pfimka @’ v ro-

viné o/, a budiZ dale urdena néktera strana pnm-
ky @’ v roviné. (Nékterou stranou primky a’ je
zi'ejmé minéna jedna z obouy piilrovin, v néz je ro-
vina pfimkou a’ rozdélena; doplnéno mnou. O. Z.)
BudiZ h’ polopaprsek pfimky a’ vychazejici z bo-
’.1 O’: pak existuje v roving o’ jeden a Jen jeden
polopaprsek k takovy, Ze tthel < (h k) je shodny
anebo rovny s thlem << (h’k’) a souéasné viech-
ny vnitini body thlu < (k',k’) leZi na dané stra-
né a’, coZ znacime
X (ki) =< (WK).
KaZdy thel je shodny sim se sebou, t.j. plati vidy

X (b)) =< (hk) a X (hk) =< (kh).
IL,5.

(Po provedené definici trojuhelnika, kterou opét
neuvddim.) Plati-li pro dva trojhhelniky ABC a
A’B’C’" kongruence



AB=A'B’, AC=A'C", <X BAC=<PBA'C,
pak je také splnéno
JABC=<A'B'C" a < ACB=<A'C'B'.

Nez uvedeme dalsi dvé skupiny axiomi, vS§imneme si
zejména dvou axiomii této skupiny III., a to axiomu
IIT,1. a ITI,4. Na téchto axiomech je dobfe patrno, jak
soustava, jeZz chce byti vybudovina nezavisle na sou-
stavé logické, musi vyslovné uvadéti i svldsint pfipad
principu identity, jenZ je v logické soustavé dokazatel-
nou vétou. Tyka se to téch mist v axiomech, kde se
mluvi o shodnosti jistého pfedmétu ssebou samym. Ta-
to poznamka by se dala rozsiFiti i na dalsi vztahy v axi-
omech této skupiny. Nedostatek fispornosti soustav za-
klddanych nezévisle na logice, je patrny jiZ také proto,
Ze tak jako tak musi pfi odvozovani se uchyliti k lo-
glckym Fetézim a nevystadi steJne sama ssebou, t. j,
se svymi prostiedky.

IV. Axiom o rovnobezkach

IV,1. BudiZ a pfimka, 4 bod mimo tuto pfimku: pak
existuje v royiné, uréené pfimkou a jakoZ i bo-
‘dem A nejvySe jedna pfimka, prochazejici A a
‘neprotinajici a.
V. Axiomy spojitosti.

V,1. Archimediiv axiom: BudiZz 4, libovolny bod na
pFimee mezi body 4, B, libovolné poloZenymi; se-
strojme pak body 4., 4,, 4,, ... tak, Ze A, je mezi
AaA, A, mezi A, a A, dile A, mezi 4,2 A,
atd. a kromé toho tseCky A4, 4,4, 4,4, ...,
jsou si rovny: pak existuje v fadé boda A4,, A4,,
4,, ..., vidy takovy bod As, Ze B je mezi A a An.

(JednodusSeji, ale méné presné Feceno, vyjadiuje tento
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axiom skutefnost, znimou z méfeni: tisec¢ku libovolné
délky je mozno méFiti libovolné zvolenou jednotkou —
po koneéném poétu kroki musi kladené méritko prresah-
nouti’ druhy koncovy bod useéky. Axiom sim je znam
nyni pod jménem Archimedovym, je vSak ve skutec-
nosti vétou mnohem starsi. Zcela jist8 byl védomé for-
mulovan jiZ Eudoxem, vynikajicim Feckym matema-
tikem (geometrem), jenZ Zil v letech 408—355 pied
Kristem.)

V,2. Axiom uplnosti: prvky geometrie (body, pfimky,
roviny) jsou soustavou predmétu, jeZ neni jiz
schopna rozsifeni pfi zachovani platnosti jmeno-
vanych axiomd, t. j.: k soustavé bodl, pfimek a
rovin neni moZno pripojiti jinou soustavu pfed-
méti tak, aby v soustavé timtc}pf-ipojenim vzniklé
byly vSechny uvedené axiomy I.—V. splnény.

Tak zni Hilbertova soustava axiomi geometrie. Po-
sledni axiom V,2.,, axiom 1plnosti, v piivodnim vydani
Hilbertovy knihy chybél. Ukazalo se potom p#i kritice
soustavy, k niZ podstatnym zplhschem pfispél na p#i-
klad Poincaré (velka stat je praveé otisténa v citované
knize ,Derniéres pensées”), Ze to nejsou jen body,
pfimky a roviny v obvyklém slova smyslu, jeZ soustavé
také vyhovovaly. Byly to také atvary jiné a bylo nutno
axiomy tak doplniti, aby pFfedméty, jez jsou soustavou
stanoveny, byly také jednoznaéné stanoveny. Toho bylo
docileno pravé axiomem V,2., ktery ma mezi vSemi
ostatnimi zcela zvlastni postaveni. Je vyrokem o vSech
ostatnich vyrocich skupin I.-—V,1. a zaruéuje tolik: na-
zirame-li na v3echny axiomy jako na soustavu prdzd-
nych forem, jakychsi kadlubi, jez maji byti Zidoucimi
pfedméty vyplnény (u nas body, pfimky a roviny a nic
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jiného), pak V,2. zplisobi, Ze tyto formy pojmou jen ony
zadané predméty. Pravé takova je situace pro uvedené
axiomy elementérni aritmetiky dfive uvedené, kterym
nevyhovuje jen Fada prirozenych éisel, nybrz i Gtvary
jiné (t. zv. cykly, jichZ blizsi vyklad by nas zavedl da-
leko, takZe o nich jednati nebudeme). Bude tedy nej-
lépe, promluvime-li si obecné o zavérovych axiomech
soustav. Axiomgtické soustavé mohou vyhovovati riz-
né modely a rizné struktury. Co je model a co je struk-
tura, privé objasnime.

V soustavé axioml (na pi. elementarni aritmetiky),
jeZ je formalisovana, jsou uréité proménné, bud’ volné
nebo vazané operitorovymi znaky. Dosadime-li za pro-
ménné néjaké konstanty, v jmenovaném piipadé tedy na
priklad ¢isla pfirozené fady ¢iselné, nebo éleny posloup-
nosti, jez ma elementy vesmés rtizné, dostivame z im-
plicitnich definici, jeZ stanovi operace s piedméty vy-
roky, a to tautologické vyroky o celych &islech. Ta celd
¢isla jsou pak modelem oné axiomatické soustavy. Po-
sloupnost o nekoneéném poé¢tu raznych ¢lend muze byti
také jejim modelem.

K objasnéni pojmu struktury je nutno zavésti pojem
isomorfie. Mé&jme dvé relace

A(a"u Loy Ly« o oy 97") a B(yly Y Ys .. yﬂ)'
Podaii-li se najiti novou relaci takovou, aby vidy ,,’
bylo touto relaci pfifazeno ,y,’, podobné ,x,” proménné
2y, atd., dale, je-li toto prifazeni jedno-jednoznacné a
koneéné, podafi-li se pomoci této relace dokazati ekvi-
valenci

A(xn Lyy Lgy « - oy Zn) NB(yl; Y Ysr - - o y”)’ )
pak Fikame, Ze jsme korelaci dosahli isomorfie relaci 4
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a B. Specialni relace, jeZ spinad pfisluind % s Y se
nazyvé korelator.

Dyé relace, jez je moZno wvésti ve vztah isomorfie,
maji stejnou strukturu. Timto zplsobem objasnila lo-
gika pojem, ktery hraje tak vyznamnou roli v moderni
védé, a to nejen ve védach exaktnich, nybrz v mnohych
oborech duchovédnych. Vzpomeime jen, kolik védec-
kych vyzkumi bylo vénovino struktyte, at jiz spo-
leénosti, ve studiich sociologickych, anebo v psycho-
logii a koneéné i v estetice. Nechci tvrditi, Ze pravé po-
psany pojem struktury je vidy vhodny pro aplikaci
mimo obor exaktnich véd, je viak nicméné velmi pies-
né vyslovenym poZadavkem, ktery musi struktura vzdy
splniti. V&imnéme si jesSté zaiimavého rysu na poimu
struktury. Nefekli jsme vlastné viibec, co to struktura
je, Fekli jsme pouze, kdy maji dvé relace steinou struk-
turu. To stadi. Struktura je podle toho spoleény predi-
kat, jejz maii vSechny isomorfni relace uréitého druhu.
Tento spoleény predikat je pak jeiich struktura. Upo-
zorfiuii tu na pFipad, ktery jsme jiZz své doby uvedli:
definici kardinalnfho ¢éisla. Tam vlastné také nebylo fe-
deno p¥imo, co je kardinilni é&islo; staédilo Fici, kdv maii
dvé mnozZiny steiné éislo kardinilni. Zplsob vyméru
obou pojmi je obdobny.

ProtoZze modely, jak jsme se dozvédéli, vanikaji do-
sazenim konstant za proménné do logickych funkei, pfe-
nasi se i na modely isomorfie, 0 niz jsme mluvili. Iso-
morfni neni na pfiklad pfirozenj rada ¢iselna a jakykoli
jeji koneény usek. Tam nenajdeme totiZz kolerator, kte-
ry by isomorfii pfivodil. Jsou vSak isomorfni iyto dva
modely: pfedméty na euklidovské kouli a predméty
neeuklidovské geometrie, jez se da interpretovati jako
geometrie na euklidovské kouli. Oba tyto modely vy-
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hovuji soustavé axiomi, kde axiom o fovnobéZkich je
nahrazen axiomem jinym. Aby nevzniklo nedorozu-
méni, upozornuji, Ze se stanoviska axiomatické sou-
stavy jsou oba druhy piedmétl, jeZ jsou vazany kore-
latorem, modely. V matematické literatuie se ¢asto pod
modelem neeuklidovské geometrie jednoho druhu roz-
uméla, pravé geometrie na euklidovské kouli, jez byla
tedy pro onu nizoru nepiistupnou geometrii jakymsi
nazornym modelem. V tomto smyslu slova model neuZi-
vame. Isomorfni je dale na pfiklad soustava vSech re-
alnych éisel na jedné strané a soustava poméra tuseéek
tohoto tvaru QX: O1, znacime-li ‘jako obvykle pismenou
O pocateéni bod realné osy, 1 bod jednotkovy a znakem
X libovolny realny bod na ose. Kazdému x v oboru ¢isel
reilnych odpovidd jeden a jen jeden pomér uvedeného
tvaru v oboru pfedmétd rovinné euklidovské geometrie.
Mimochodem fedeno, tato korelace a z ni vyplyvajici
isomorfie je tak zdvaini, Ze se néktefi matematikové
nerozpakuji tuto vétu o isomorfii prohlasiti za axiom.
V kazdém piipadé by to byl axiom zvlastni povahy,
axiom, jenZ by byl spojujicim ¢lenem mezi geometrii a
aritmetikou.

Axiomatickou soustavu je pak moZno vyplniti mo-
dely i strukturami, jez nemusi byti stejné, lépe Feceno:
modely nemusi byti isomorfni a souhrny predméti, jez
vyhovuji soustavé, nemusi miti stejnou strukturu.

Tim koneéné jsme pripraveni na typ koneénych axio-
mi, jako je axiom uplnosti V,2. Takovy zavérovy axiom
musi vybrati mezi vSemi moZnymi modely nebo mezi
véemi moznymi stmktura.mi takové které jiz nelze roz-

vybira, resp. vynutl vybrani jistych neretsmh a.nebo
nejmensich representanti pro soustavu.
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Formalisujene-li podminky pro strukturu a podmin-
ky pro model, dostaneme dvé, resp. ¢tyfi definiéni rov-
nice pro zavérovou podminku. Uvedeme tu jen obé mi-
nimalni pcaminky, maximalni jsou zcela cbdobné. Rov-
nice zni

Ming (F; M) =p;(EN)[NC M.Ism (M, N).F(N)].

Minpoa (F; M) = 5, (b N)[NCM .N = M .F(N)].
Pod funkénim znakem ,F’ rozumime znak, jenZ je ekvi-
valentni (definici) s funkei, jiZ bychom obdrzeli kon-
junkei vSech axiom®. Mysleme si na levé strané defi-
niéni rovnice konjunkeci vSech axiom, v téch prichazeji
razné funkce rozliénych proménych obort, o ktery jde.
Tyto vSechny funkce miZeme definitoricky vyjadriti
jedinou funkei F, jejiZ proménné musi byti ty, které p¥i-
chazeji ve zvlastnich funkeich jednotlivych axiomi. Vy-
razy ,N’a ,M’ jsou zkratky za Fady proménych, jez se ve
funkei F vyskytuji. Neni to tedy jedna proménna. No-
vy vztah ,C’, jehoZ je uZito mezi znaky ,M’ a ,N’, vy-
jadfuje, stru¢né Feceno, Zze v naSem piipadé je ,N’ ob-
saZeno v ,M’, je to podobny vztah, jako je vztah podmno-
Ziny k mnoziné. Prvni rovnice vyjadfuje svoji pravou
stranou, Ze neexistuje takové ,N’, jeZ by bylo obsaZeno
v ,M’, pii tom ,N’ a ,M’ by nebylo isomorfni a platilo
by ,F(N)’; t. j. neexistuje struktura, jeZ by splnovala
konjunkeci vSech axiomt, p¥i tom by nebyla isomorfni
s ,M’ a obsaZena v ,M’. Druha defini¢ni rovnice vyjad-
Fuje podobnou podminku pro model axiomatické sou-
stavy. ProtoZe jde o model a ne o strukturu, staéi, kdyz
podminka ,Jsm(M,N)’ je nahraZena podminkou ,N 3
%+ M’. Pro struktury je typickd podminka isomorfie,
kdeZto pro modely stac¢i podminka rtznosti. Podminky
pro modely resp. struktury maximalni jsou zcela ob-
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dobné, zména proti uvedenym dvéma podminkim se
tyka, jak patrno, pouze prvniho élenu v zivorce levé
strany. Formalisage podmmek jez jsme uvedli, pochazi
od Carnapa (Erkenntnis, roé. VI., str. 166 a nasl.),
problémy s ni spojené nejsou jesté uplne vyjasnény, ale
i tu, v tak obtiZné otizce, pomohla logika alespon k zie-
telnému poznéni stavu véci. Je to pFispévek k stanoveni
matematického pfedmétu, jednoznaéné stanoveni jeho
neni, jak patrno, vidy véc snadna.

Mozna, Ze étenaie napada, pro¢ takova zavérova pod-
minka nebyla uvedena u soustavy zikladnich vét vy-
rokového poétu, nebo u funkéniho poftu. Nesmime za-
pomenouti, Ze logické véty, jez tam byly formalisovany,
jsou zakladem pro cely logicky mechanismus, to nejsou .
axiomy. Tam se nestarame o napli néjakymi jedno-
znalné stanovenymi predméty, jeZ by mély vyznam pro
matematiku. To jsou tautologické transformacni pod-
minky pro vyrazy viibec. Axiomaticka soustava se na-
proti tomu zabyva stanovenim, a to co mozno nejpies-
néjsim stanovenim jistych, pfedméti ryze matematic-
kych, jde o to, aby do ni nevnikaly pfedméty, jez tam
miti nechce.

Jakym zpisobem se v axiomatické soustavé zaruéi
bezespornost axiomi? Pfed nedivnem jsme si vyjme-
novali soustavu a.xmmu geometrie,bude nejlépe, pro-
mluvime-li si, jak je to provedeno tam. V soustavé geo-
metrie to uéinil Hilbert tak, Ze opfel geometrii o ana-
lysu, chceme-li, o aritmetiku. Zobrazil synthetickou
geometrii prosté na geometrii analytickou. Analyticka
geometrie je soustava isomorfni k soustavé synthetické
geometrie, kazdému predmétu a vztahu v této geomet-
rii odpovida jista analyticka forma a analyticky vztah,
Je-li aritmetika bezesporna, je také geometrie beze-

169



sporni. Bezespornost aritmetiky se v tomto piipadé
piedpoklddd takZze tato methoda dikazu bezespornosti
neni neZ presunutim problému na Jme pole V tom je
nevyhoda axiomdtickych soustav, ]ez uzivaji mimolo-
gickych prostfedkd, t. j., jez nevyuZiji moznosti, vyvi-
jeti pojmy z logiky samé. Tu je bezespornost zarucena
bezespornosti logického systému. Méli bychom se tedy
ptati po ni. Vidéli jsme, Ze se da zaruditi v piipadé vy-
rokového podtu. Ale vidéli jsme také, Ze -vyrokovy po-
Get.zdaleka nestaci na vystavbu matematiky tak, jak ji
potfebujeme, protoZe nema dosti vyrazovych prostied-
ki. U funkénihp podtu se dA bezespornost zaruciti jen
jistym umélym obratem, jenZ neni prost kritickych vy-
tek a pfed intuicionisty by jisté neobstil. PouZijeme
preto prileZitosti, vyloziti jak by se dala 2aruciti beze-
mérné novym.

Bezespornost by bylo moZno zaJIStltl takto: vime, a
také jsme si to dokazali, Ze sporni soustava je takova,
v které je mozno dokazati keZdou vétu. Kdyby bylo
mozno sestrojiti v néjaké soustavé vétu, jez by dokéaza-
telna nebyla, také vSak ne vyvratitelnia, pak by byla
zaruéena bezespornost té soustavy jednoduSe proto, po-
névadZ v ni existuje jedna. véta, jeZz dokazatelna neni.
Aby soustava byla sporna, musela by byti jejim disled-
kem kaZdd véta, a to by splnéno nebylo. Pod dokaza-
telnou vétou rozumime jako obvykle vétu, jez je da-
sledkem zakladnich logickych vét, piipadné logickych
vét a axiomi, jeZ jsou do zikladu soustavy pfibrany,
pod vétou vyvratitelnou pak vétu, jejiz negace je v sou-
stavé dokazatelna. DuleZité je, Ze p¥i sestrojeni nedoka-
zatelné véty, jakoz i pFi vSech operacich, jichZ uzivame,
nesmime vystoupiti ze soustavy, v které jsme, jinak fe-
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éeno, nesmime mluviti jinou x"ééi, neZ fe¢i onoho sy-
stému S, v némz vétu vyslovime. , '

Protoze priklad véty nedokazatelné se tyka kaZdé
logické soustavy, v niZ je mimo to formalisovana arit-
metika, byl by naznadeny typ dilkazu postaéujici pro
ditkaz bezespornosti jak logiky tak také aritmetiky jed-
nim jedinym spoleénym “ivérem. Piiklad je tak zaji-
mavy, Ze se pokusim podati jeho hlavni myslenku po-
kud moZno srozumitelné, ponechavaje stranou velky
aparat formalni, jenz je k dikazu jinak nezbytny. (Di
kaz pochazi od Godela, uvefejnén v r. 1931 ve viden
skych , Monatshefte f. Math. und Physik” pod nazvem
,O vétach Principia Mathematica a pfibuznych soustav,
formalné nerozhodnutelnych”, dikaz zjednodusil Car-
nap v cit. dile, odst. 19., resp. 35., 36.) Priklad je zaro-
venl ukazkou t. zv, aritmetisace umélé reéi.

Logistické znaéky vSech druhq, tedy na pfiklad zna-
ky pro :»Spojeni" V}"I'Okﬁ, ja'ko nV”’ w n(" (leva za-
vorka), ,,—" (implikaéni Sipka) a j., dile proménné a
konstanty vyrokové, funkce, jejich argumenty promén-
né i zvlastni hodnoty, to vSe je moZno jedno-jedno-
znnaéné piifaditi ¢islim prirozené Fady ¢iselné. Jedno-
jednoznaéné znamena tu jako vSude v matematice, Ze
dvéma riznym znakim musi odpovidati také dvé rizna
prifazena éisla, jedné znacce jedno éislo a naopak. Za-
ruéiti takové pfifazeni, je technicky mozno vice zpi-
soby. .
Ozfejmime pfifazeni piikladem: budiz soustava, o
kterou jde, funkéni pocet. V této soustavé neni sice for-
malisovana celd aritmetika, ale to pro nas piiklad nema
vyznam. ,x” budiZ v této soustavé proménna, jiz bude
pfifazeno ¢islo 3 (néjaké prvoéislo vétsi nez 2). Znaku
,—" necht je pfifazeno é&islo 13. Cislo 7 je moZno v této

u 16



soustavé definovati, jak vime., Smluvme si pravidlo, ze
definovanym &islim v nasi soustavé prifadime &tverce
prvocisel, vétSich nez 2. Prifadime tedy éislu 7 tfeba
Ctverec 32. Potom linearni rovnice, jiz miZeme v sou-
stavé funkéniho poétu celou vyjadfiti, ,,x = 7", bude
miti k sobé pfifazenu posloupnost é&isel 3, 13, 9. Umlu-
Vu o prifazeni je moZno jesté zdokonaliti v tom sméru,
Ze rovnici pravé napsané nebude odpovidati jen po-
sloupncst tii éisel, nybr é&islo jediné (na pf. vhodné
definovany souéin jejich). Nazpét je mozno kazdou ta-
kovou posloupnost preloZiti do znaki funkéniho poétu,
anebo jedno éislo samo. podle rozkladu v jeho prvoéini-
tele tak preloziti. ‘

Jinym pfikladem by bylo dilkazové schema, odvozo-
vani disledku. Je-li néjaka véta v soustavé S dokaza-
telna, je poslednim &lenem koneéné ‘posloupnosti for-
muli. Kazdé vété i-axiomu odpovida v aritmetickém pf¥i-
Fazeni néjaka posloupnost é&isel, cely dikaz je tedy ko-
neénou posloupnosti jistych koneénych posloupnosti a
dokazané vété je piifazena pravé posledni z nich.

Posloupnosti, resp. éisla jim pFifazena, dale posloup-
nosti z posloupnosti, resp. slozitéjsi &isla jim pFifazena
je moZno zkoumati &ist® aritmeticky: hledati takové
vlastnosti jako je délitelnost, tvar rozkladu v prvoéisla,
(ma-li na pF. étverce prvoéisel a vy3Si moeniny jejich),
srovnavani podle velikosti a j. Ukazuje se pak, je-li pfi-
fazeni vhodné voleno, Ze kaZdé syntaktické viastnosti
v Feci soustavy S odpovida jistd aritmetickd vlastnost.
Naopak zase je mozno aritmetické zakonitosti pFifaze-
nych ¢isel zpdt interpretovati jako vlastnosti syntak-
tické. To nam prozatim postadi.

V soustavé 8, v niZ je také formalisovana aritmetika
(to je pfedpoklad!), jsou jisté predikaty jedné volné

162



proménné, kde volni proménna probihd elementy né-
jaké podmnoziny, obsaZené v: mnoZiné vsech prifaze-
nych éisel. Mysleme si ted' tyto predikaty, nebo jinak
tyto funkce jedné proménné, srovniny v posloupnost
tak, Ze dvéma riznym znakim odpovidaji rizné arit-
metické indexy. Nazveme vSechny predikaty, o néz jde,
spoleénou pismenou R a indexem ,#’, pFipojenym k
funkénimu znaku, je odliSime. D4 se dokazati, Ze srov-
nini vSech R.(u) s volnou proménnou ,u’ v posloup-
nost podle indext je proveditelné,

Vyjadiime jesté symbolem [F(u); 2] okolnost, Ze
za volnou proménnou funkce ,F’ bylo dosazeno ,»’. Také
tento symbol lze aritmeticky interpretovati. Po této
pFipravé pfistoupime ke konstrukci nerozhodnutelné
véty. Budeme definovati novou tiidu, stanovenou pre-
dikatem K’ takto .

K(n) =p;. Dokaz [Ra(x); n].
o je tedy ve tFidé stanovené funkénim znakem K,
neni-li dokazatelno, Ze za volnou proménnou n-tého pre-
dikatu je mozZno dosaditi éislo ,»’.

Tato nova tfida, uréena predikatem ,K’, vede k ne-
rozhodnutelné vété a patii také mezi funkce s jednou
volnou proménnou. Toto K’ se musi totiz shodovati
S jednim z predikati nasi posloupnosti R, R, R,, .. ..
BudiZ tedy ,K’ shodné s ,R:’. Pak tvrdime, Ze

[Ri(x); 1]
je nerozhodnutelna véta. Dikaz:

1. Kdyby bylo dokazatelno
t. j., Ze za volnou proménnou X’ predikatu ,R/ mozno
dosaditi ,#’, platilo by podle definiéni rovnice
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K (i) = Dokaz[Ri(x) ; i],
ale prava strana této rovnice tvrdi opak.

2. Kdyby véta byla vyvratitelna, t. j. kdyby bylo do-
kazatelno '
| (Ri(@); ],
pak by platilo L
K (i) = Dokaz[R: (x) ; 1];
nezapominejme toti%, e ,K’ je shodné s ,R/, negace
_ [Ri(x);1i]
tedy znaéi, Ze ,#’ za volnou proménnou do ,R¢ dosaditi
nelze, ¢ili Ze neplati ,K(4)’. To je vyjadfeno levou stra-
nou rovnice. Prava strana ma vsak dvojniscbnou ne-
gaci a tedy zase popira stranu levou,

Formuli
[Ri(x); i)
je tedy sestrojena nedokazatelna véta v soustavé 8, vniZ
je soucasné formalisovana aritmetika. Podle obecné
uvahy, kterou jsme provedli, byla by tak zaruéena ne-
jen bezespornost logiky, nybrZ soufasné i aritmetiky,
jeZ je soucasti celé soustavy S, v niZ byla odvozena ne-
dokazatelna véta. Vyznam takového dikazu by byl mi-
mofadny uvazime-li, kolik prace bylo vénovano diika-
ziim bezespornosti aritmetiky. V aritmetice samé je to-
tiz fada problémi, které jesté dodnes nebyly FeSeny.
Nevime tedy, co miiZe jejich FeSeni prinésti. Vzhledem
k velkému odporu, jejz kladou nékteré tyto proslulé
problémy i novodobym mohutnym prostfedkim (po-
gledni véta Fermatova, pary prvoéisel tvaru p, p + 2,
a jiné mnohé) neni daleko myslenka, pfijmouti nékte-
rou z takovych vét za axiom. Byla-li by to dokazatelni
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véta, je zaFazeni takového nového .axiomu zbytedné.
Horsi situace by vznikla, kdyby se pfi vySetfovani né-
kterého takového problému ukazal spor, tak jako se to-
mu stalo v theorii mnoZin, nez byla formalné dokona-
leji ustavena. Pfes nepatrnou pravdépoedobnost tako-
vého piekvapeni neni tato moZnost vyloucena.

Véta o bezespornosti soustavy prokazani nedokaza-
telnou formuli, by ukazovala k tomu, Ze k takovému
piekvapeni nedojde. Tim by také byla samoéinné za-
ruéena bezespornost geometrie, kde jsme na tento pro-
blém po prvé narazili. Bezespornosti aritmetiky by byla
zaruCena bezespornost analytické geometrie a tedv i
odpovidaiici isomorfni soustavy geometrie synthetické.

Véta Godelova o existenci nedokazatelné véty vSak
nema tento dosah. Je totiZ odvozena za pfedpokladu
bezespornosti soustavy S, v niZ se cely diikaz provadi.
Proto neni moZno vysledku uziti k cili, iejz jsme nazna-
¢ili. Vysledek Gddeltiv neni v3ak pfesto bez zaiimavosti,
poukazuie na jistou velmi obecnou vlastnost nékterych
logickych scustav, jeZ se daii aritmetisovati a bvlo by
jei moZno struéné vystihnouti asi tak, Ze lze formulo-
vati v sovstavé S problémv. na jichZ odpovéd vlastni
prostfedkv soustavv nestaéi.*)

Diikaz sim ma jedno choulostivé misto. THda ..K” je
definovana pomoeci viech t#id, danych predikitem o
jedné volné proménné. Logicky tvp pravé stranv defi-
niéni rovnice se ma shodovati s logickym tvpem_strany
levé. V té vSak ie pnredikit Pi a te iako arsmment
funkce ,, Dokaz”. Tu by tedv bylo poruseno tvpové pora-
vidlo, 0 némZ jsme mluvili. D4 se vSak bez aritmetisace

*) Giédelova véta upoutala na sebe velkou pozornost zejména
matematikll a logikfi americkych a navodila cely velky komplex
novych otdzek matematickych soustav. ’

165



najiti cesta, jak i tuto obtiZ odstraniti, takZe dikaz, jak
dnes vypada, vydrzi vsechny kritické napory, jeZ by-
chom s dneSnimi prostiedky mohli podniknouti. Po této
obtiZnéjsi odbocce v otdzkach bezespornosti logickych
soustav se vritime k axiomatice geometrie, abychom
ziskali nazor, co viechno je moZno z takové soustavy
ziskati.

Zivislost resp. nezavislost geometrickych axiomt na
sobé lze zkoumati éiselnym modelem, tak vhodné vo-
lenym, Ze v ném jsou viechny axiomy splnény s vyjim-
kou jednoho, o jehoi nezivislost pravé jde. Tato me-
thoda je nam jiZ znama z vykladu o nezivislosti ziklad-
nich v&t vyrokového podtu. Tady je situace slomtéJsu,
ale princip zistava tyz.

Jako ukazku si ;vplime dikaz nezavislosti axiomu
V,2.,, zavérového axiomu, nejpodivnéjsiho axiomu sou-
stavy (V dalsich vykladech je pouZito citované Hil-
bertovy knihy ,,Ziklady geometrie”, pokud jde o tech-
nické provedeni dikazi.) Abychom dokazali nezavis-
lost axiomu V,2., mysleme pouze v &iselném oboru, jenz
bude vytvofen takto: zikladem oboru 2 je éislo 1, pfi-
pustné operace, jeZ jsou viechny konecné, jsou séitani,
odéitani, nasobeni, déleni a operace |}/1 + w?| (prosta
hodnota odmocniny), kde «? je jiZ éislo, ziskané nékte-
rou z pfedchozich operaci.

Par éisel (x, y) z tohoto oboru, z néhoZ jiZ nevystou-
pime, necht odpovida bodu, pomér tFi ¢isel u: v: w od-
povida p¥imece (u, v 7= 0) ; okolnost, Ze bod z, v leZi na
pfimece, vyjadfime, jak znamo, rovnici

ur + vy +w=0.
Axipmy skupin I,1. = 3. a IV. budou tak splnény, jak
se Ize pFesvddiiti. Cisla oboru jsou realni a daji se srov-
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nati co do velikosti, takZe i axiomy skupiny II., jakoZ i
Archimediiv axiom budou v platnosti. Usedkami a thly
se zachézi stejné jako v obvyklé analytické geometrii,
linearni transformace

=z +a,

y’ =Y+ b:
vyjadfuje rovnobéiny posuv dsedek i ihla. Jde jen jeSts
o to, jesli otiCenim nevzniknou nova é&isla, jimiZ by se

rwe

obor mél rozsiFiti.

Budiz pocatek oznaéen jako. obvykle 0(0,0), dale
méjme jesté bod E (1, 0) a libovolny bod tfeba v prvnim
kvadranté roviny soufadné oznaéme A (a,b). Otoéme
celou rovinu o thel X EOA, takZe par bodovy (z,vy)
piejde v bodovy par (#,y’) a to transformaénimi vzor-
ci pro otoceni

, a . b y
r = — T = =
Vaz + b2 Vaz 1+ b3
. b . a y
I e the
Cisla |/a®+ 5%, jex prichézeji v jmenovatelich, lze na-

/

y

2
psati jednoduse ve tvaru b..|/ 1 + %, coz jest ¢islo na-

Seho oboru @, protozZe je to éislo tvaru Vl -+ w? naso-
bené zase jen é&islem z oboru Q. Nemusili jsme tedy z
oboru vystoupiti (mimochodem feéeno, je ted dobfe pa-
trpo, proé byl obor Q privé tak zvolen, podnét k ope-
raci tvaru V 1 4 w2 jde pravé z transformacénich rovnic
pro otodeni) a protoZe posunuti a otaceni souvisi s a-
xiomy shodnosti, plati také skupina III. v aritmetické
interpretaci naseho oboru.
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Jediny axiom uplnosti tu neplati. Neméame totiZ ve
svém oboru 2 vSechny body a nisledkem toho viechny
pFimky, mame jen ty elementy, jez odpovidaji aritme-
tickému oboru Q a tam jsou jisté ,,mezery”, protoZe kro-
mé ¢isel oboru Q existuje jesSté mnoho ¢&isel jingch. Zeela
jisté na piiklad v tomto obcru chybi éislo =, takZe bod
s obéma soufadnicemi rovnymi » by prosté v nasi geo-
metrii neexistoval. Tedy tato geometrie neodpovida
bémé geometrii analytické, jak je probirina na Sko-
lach. Teprve doplnénim oboru 2 na obor vsech redl-
nych Cisel se dostane geometrie, jiz mél na mysli Des-
cartes. Nezavislost axiomu V,2. je tak ukazina exis-
tenci geomterie, v niZz neni sport, ale v niz axiom V,2.
neplati. Tato geometrie se svymi prostorovymi mezera-
mi, nahliZeno se stanoviska béZné euklidovské geome-
trie, se bez posledniho axiomu celé soustavy obejde. Po-
znimka, jiZ jsme’ uéinili, mi#i dal, neZ by se na prvni
pohled zdalo. Vzpomefime si, Ze posledni skupina axio-
mil geometrie se nazyvala: axiomy spojitosti. Kazdy by
ocekaval, Ze se bude také vyslovné o spojitosti, ktera je
pro béZné predstavy geometrie tak typicka, v obou po-
slednich axiomech mluviti. Misto toho je tam mluveno
o axiomu Archimedové, ktery na prvni pohled nijak ne-
vypada, Ze by mohl miti ke spojitosti vibec vztah, a
posledni axiom Uplnosti je pojmu spoijitosti naprosto
vzdilen. Ale jen zdanlivé. Vidéli jsme piiklad geometrie,
jeZ ma své mezery v prostoru, opét Fikam, vidéno se sta-
noviska Descartovské geometrie, a teprve axiom tpl-
nosti umoZni geometrii spojitého prostoru. Axiom Y,2.
je tedy pravem zafazen pod axiomy spojitosti.

Pfedchozi vahu by bylo mozno jesté doplniti vy-
sledkem z nov&jsi doby. Vyznaény sovétsky matematik
Kolmogorov uvefejnil spolu s Pontrjaginem v Annals
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of Mathematics 1932 (2) (33) definitivni vysledek, je-
hoZ obsah struéné podime. Nazveme télesem T takovou
soustavu elementdl, pro néz jsou zavedeny dvé operace:
séitani (@ 4 b) a souéin (a.b) a to tak, Ze dvéma ele-
mentiim v daném pofadi (lif&ime tedy na. p¥. ,a 4 b’ od
;b +a, podobné ,a.b’ od ,b.a’) odpovida pFislusny
element ,soucet’ a ,soucin’ jedncznaciné a oba tyto ele-
menty patii také do soustavy T. Pak plati, Ze télesem
geometrie v uvaZovaném smyslu ,,spojité” je bud té-
leso redlnych éisel nebo obyéejnych komplexnich é&isel
Gaussovych (a 4 ib). Prvni moZnost nastane, poloZi-
me-li jako vedlej§i podminku: ke kazdé plose 2. stupné
(v roviné: kuZelosecce) existuje pfimka, jez ji nepro-
tind. Druha moZnost nastane, pfedepiSeme-li, Ze kaZda
plocha druhého stupné (v roviné: kuzZeloseéka) je pro-
tata kaZdou pfimkou ve dvou bodech (tato podminka
vede oviem také k priseéikim, jeZ nejsou realné).

Mnohem zajimavéjsi vysledek vSak dostaneme, vy-
nechame-li pfedposledni axiom V,1., t. j. axiom Archi-
mediiv. UkéaZe se, Ze je nutno souc¢asné vynechati také
axiom V,2, Hilbert k tomu 1tidelu sestrojil zvlastni cisel- .
ny obor, v némz neni splnén Archimediv axiom. Na
srovnani uvadim jen, Ze tento axiom plati také pro éisla
realna, coz je snadno patrné, interpretujeme-li si jeho
geometrické vyjadieni aritmeticky. Konstrukee oboru,
v némzZ V;1. neplati, jest tato: sestrojime cobor (1)
vSech algebraickych funkei éisla ¢, jeZ vzniknou z ¢
étyfmi zakladnimi ukony podetnimi a jeSté operaci
”/1 F 0, pFi tom w? je funkee ¢, jeZ vznikla dFive jiZ
na zakladé nékteré z jmenovanych operaci. Obor Q(t)
ma jen realné a jednoznacéné funkce veliiny ¢ (prosta
hodnota odmocniny!). Algebraické funkce ¢ jsou vSe-
chny tvaru
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F(t) =a, + a,t + a,t2 +a,t° + ... I ant,
coZz ma ten disledek, Ze kaZdé F () je rovno nule nej-
vySe po tolik hodnot ¢, kolik ukazuje stupefi funkce F
(Vime, Ze rovnice n-tého stupné ma pravé » kofent,
nékteré mohou splyvati.) Volime-li tedy ¢ dosti vysoké,
bude hodnota F(t) od jistého ¢ poéinajic, trvale klad-
na nebo trvale ziporna.

Na tyto algebraické funkce ¢ pohliZejme ted’ jako na
zvlastni druh éisel. Jsou-li @, b rizni é&isla oboru Q(?),
tedy ritzné algebraické funkce oboru (%), pak je mii-
Zeme srovnati co do velikosti tak, ze @ > b tehdy, kdyz
a —2b je pro dostateéné velké hodnoty ¢ stale kladné,
jinak je @ < b. Je tedy moZné srovnani co do velikosti,
které hraje podstatnou roli v axiomech usporadani, Na-
proti tomu, at volime jakkoli vysoké n kladné, a t éislo
z oboru Q(t), bude vzdy n < t, protoZze n —t < 0 pro
dosti velika ¢. (Cislo n je vZdy v oboru Q(t), protoZe je

1 .
tam podle definice tohoto oboru éislo r =1, tedy je

tam takeé soucet n jednotek.) Z toho plyne, Ze libovolny
nasobek jednotkové Gsecky je vidy mensi neZ é&islo t,
Archimedtiv axiom neplati.

Geometrie, jez se tak vybuduje, ma vsechny analo-
gické vlastnosti, jako pfedchozi, ma také.ve srovnani
s obvyklou analytickou geometrii ,mezery” (sama
v sobé jich nema, protoZe o mozném rozsifeni nic nevi),
ale neplati v ni axiom V,1. KaZdy bod ¢ na realné ose
je nédcesazitelny koneénym poctem jednotkovych use-
éek, nanasenych vedle sebe smérem k onomu bodu.

Dalsi podivnia geometrie, o které se jiZ jen strucnéji
zminime, je geometrie, v niZ neplati Pascalova véta.
Pascalova véta je jednou z hlavnich vét projektivni
geometrie a ma znaény vyznam i prakticky konstruk-
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tivni. Byva obyéejné vyslovena pro kuZelosetku, ale
my ji tu v jejim obecném znéni nepotfebujeme, staéi
nam jeji zvlastni pfipad. Vyznam této uZsi formulace
je ihned patrny z obrazku, jejz si snadno pofidime k je-
Jimu znéni: A, B,C je trojice bodd na jedné pfimece.
A’, B, (' je trojice bodu na jiné pfimce, jeZz prvni piim-
ku protina. PFi tom necht Zidny z uvedenych Sesti bo-
di nesplyva s priseéikem obou pfimek. Plati pak: -

CB’!| BC’'.CA’ |AC’ implikuje BA' || AB’.

Vztah rovnobéZnosti spojnic zna¢ime obvyklym znakem
1" mezi znaky pro obé usecky, o néz jde. Dilkaz to-
'hoto zvlastniho pFipadu Pascalovy véty (kdyZ kuZelo-
secka degeneruje na dvé pfimky, jeZ se protinaji) se da
provésti pomoci skupin L1. +— 3. a II., IIL., IV. Pasca-
lova véta umoziiuje geometricky ditkaz rovnice ab = ba
¢ili zaménnosti souéinu. V aritmetice bylo jiz dfive zna-
mo, Ze existuji soustavy, kde neplati pravidlo o zamén-
nosti souéinu. Jsou to na ptiklad kompla(m déisla o0 vét-
8im poétu komplexnich jednotek nez maji cisla ‘tvaru
a -+ ib. Takovymi ¢&isly jsou kvaterniony anglického
matematika Hamiltona, jeZ hraly znacnou roli v theo-
retické fysice 19. stol.; jinym prikladem jsou matice,
dfive pouze pFfedmét matematického studia a dnes ne-
postradatelny pfedmét moderni fysiky. Souéin dvou
kvaternionii neni obecné ziménny, stejné tak neni obec-
né zaménny souéin dvou matic. Okolnost, Ze souéin dvou
matic nenf zaménny, je formalnim divodem pro Heisen-
bergovu relaci neostrosti, jeZ zptsoblia tolik hluku v
poslednéjSim obdobi moderni fysiky v souvislosti s de-
terminismem. Tedy nezimériné souéiny jsou a dokonce
i v aplikacich matematiky v hojném uZivani.
Zavedeme-li soustavu ¢&iselnou, kde neplati zamén-
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nost soucinu, do geometrie, neplati v ni Pascalova véta,
neplati v ni také zpétné vzato nékteré axiomy soustavy.
V takové geometrii by se nerovnaly sobé obsahy dvou
cbdélniki, jeZ by se lisily pouze tim, Ze jeden by spoéi-
val na strané a, druhy na strané b, jinak by byly stejné.
Je tedy patrno, Ze duisledkem Pascalovy véty musi byti
néjakad zména v axiomech shodnosti. Touto zménou a
jejimi daldimi podrobnostmi se jiz zabyvati nebudeme.

Dusledky, jeZ jsme ukazali vzhledem k soustavé axi-
omu geometrie, maji tento smysl: je-li jiZ tak prostu-
dovin mechanismus matematickych pfedméti a vzta-
hii, jez je vaZi, miZeme se odvaziti zmén logickych pre-
mis v takové mife, Ze diivéjSi matematika by byla ta-
kovy krok povaZovala za pochybeny, prosté nemozny.
Co kdysi bylo revoluénim éinem, lze dnes vyloziti ,,avec
une parfaite tranquillité”, jak se vyjad¥il o Hilbertové
soustav® pravé Poincaré v citované knize,

Tim neni nikterak sniZen vyznam ¢inu, jaky podnikl
na piiklad Lobacevsky vzhledem k novym mozZnostem
geometrie. Jeho éin byla revoluce proti filoscficky ste-
rilnimu nazoru na jedinost prostoru a jeho apriorni
zakonitosti. Pravé takovy &in umoznil pokrok ve védé
a vedl k prozkoumani mechaniky mysleni, jeZ dovoluje
opravdu mluviti o neobvyklych oborech matematiky
s naprostym -klidem.



