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2. BAST
O POTENCNICH RADACH «

2,1. Pojem potentni fady. Geometrickd fada
l+z4+224+234 ... (1)

konverguje — jak je zndmo -— pro kazdé &islo z, pro které
plati |z| < 1, diverguje, je-li |z > 1. Obecné ¢&islo, které
miZe nabyvati riznych hodnot, se nazyvd v matematice
(velié¢ina) proménnd, &islo, které m4 uréitou jedinou hodnotu,
se nazyvd velifina stdld &ili konstanta. Je tedy Fade (1)
fada s proménnymi é&leny a protoZze &leny jsou tvofeny
mocninami (potencemi) proménné z, jmenuje se fada po-
tenéni. Tato fada konverguje uvniti intervalu (— 1, + 1),
diverguje vné tohoto intervalu a v jeho krajnich bodech
(x=+1).

proménné z konstantnimi koeficienty a z téchto soudind

utvorime tadu:
a

ay+ ar + agx? + ... = _Oa,,:c". 2)

Rady, o kterych bylo pojedndno v I. &sti, jejichZ &eny
nejsou proménné, nazyvdme pro odliSeni 7ady s konstantnim:
tleny. Z fady potenéni se stiv4 fada s Konstantnimi éleny,
dosadime-li za z urdité &islo.

Otézka po konvergenci potenénich fad se vyslovi takto:
pro které hodnoty proménné x fada (2) konverguje a pro
které diverguje? Souhrn vSech ¢&isel z, pro kterd fada (2)
konverguje, nazyvé se jejim konvergentnim oborem. — Rada
(1) mé tedy konvergendni obor interval (—1, 4 1).

Ka%dé hodnoté « z konvergenéniho oboru fady (2) pHslusi
jisté &islo — soudet fady pro toto z. Je.li kazdé hodnoté
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proménné z z jistého oboru pfifadéno jediné &islo, Fikdme,
ze je tim definovéna funkce proménné x; pritadéné hodnoty
nazyvdme funkénimi hodnotami. Oznaéime-li funkéni hod-
noty jedinou proménnou veli¢inou y, piSeme funkéni vztah
symbolicky:
y = [(@), (3)
t. j. ,proménnd y je funkci proménné z“. Je tedy soudet
potenéni Fady funkci proménné x v konvergenénim oboru.
Geéometrickym zndzornénim funkce v soustavé pravouhlych
soufadnic (x; y) je zpravidla kfivka.
U geometrické fady (1) dovedeme soulet fady vyjddFit

zlomkem il_a: Rovnice (3) zni o tomto konkrétnim
ptipadé
y= 1 -
y= l—=z
Pripomindm: Rovnice -
1

———=l+x+x2+ﬂ+..-
1—=z
platf jen pro z z intervalu (— 1, 4 1). Pro jind z fada na
pravé strané nekonverguje a vztah tedy pozbyvd vyznamu.
Soudet potenéni fady nelze vidycky vyjddiiti v tak
jednoduchém tvaru jako u Fady (1). Naopak, &asto je
potendni fada nejjednoduddim vyjddfenim funkce, kterd je
jejim soudtem definovdna. V tom je vyznam potenénich
fad, jak ukdzi pozdéji na riznych piikladech.
Podrobnéjii pouleni o pojmu a vlastnostech funkce, se
kterymi se budeme d&asto setkdvati, najde &tendf na pf.
v uvedenych uéebnicich diferencidlniho podtu.

. Priklady. 2,1. Nejjednodus3i druh funkei jsou t. zv. poly-
nomy — mnohoéleny v proménné z:

ay + a,x + a2? + ... + a2
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Jsou to vlastné potenéni fady, kde apy1 = api2=... = 0.
Potendni fada je rozsifeni pojmu mnohoélen ,,na nekoneény
polet Elent’ prdvé tak, jako Fada s konstantnimi éleny
byla podobnym roziifenim pojmu algebraicky soudet.

2,2, Rada

o 14+ 22428+ ...

4 0, je-li n liché

N1, je-li n sudé’

fada (1), totiZ interval (— 1, + 1). Pro&? Jeji soudet je
1

T—a?

2,3. Rada

t.j.a, = mé ty% obor konvergence jako

@D N

. x : x xz? 3

konverguje podle podilového kriteria (viz &éist 1.) pro kazdé
z. Jeji obor konvergence oznadime (— o0, 00). Jeji soudet
je, jak ukézi pozdéji, e®, kde o = 2,71828 ... .

2.4. Rada
Zn'z”—l+x+2a:2+6:v'*+

n=0

diverguje podle podilového kriteria, je-li + 0. Konvergme
tedy jedin& pro z = 0.

2,2, Konvergenin( obor potentnich fad. Uvedené piiklady
ukazuji, Ze jsou potendni fady, které konverguji pro
kadé x (pt. 2,3); takovym Fikdme fady véude konvergentni.
Jiné potenéni ra.dy konverguji jen pro z =0 (pf. 2,4);
takové se nazyvaji Fady vdude divergentni. Kopedné jsou
fady, které konverguji pro viechna ¢&isla z z jistého inter-
valu a diverguji pro viechna z vné tohoto intervalu; na pf.
geometrickd fada md konvergentni interval (—1, + 1).
Tyto tti pifklady vy&erpivaji viechny moznosti. Plati totiz:
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(V. 2,1). Potenént fada je bud vSude divergentni nebo viude
konvergentni nebo existuje kladné &islo r takové, Ze fada kon-
verguje absolutné pro viechna isla z, pro néZ plati || <r
a diverguje pro viechna z, pro né |z| > r. Jinak fedeno:
interval (— r, -+ r) je konvergenéni obor potenént fady. Krajni
body tohoto intervalu (x = 4 r) mohou, ale nemusi ndleset
konvergenénimu oboru. Cislo r se: nazjvd polomérem kon-
vergence.*)

Dikaz této véty je typicky existendni diikaz analyse a
protoZe je zcela jednoduchy, uvedu postup. Nejprve doka-
zeme, %e plati pomocnd véta:

Konverguje-ls potenént fada pro jisté éislo x, + 0 konverguje
absolutné pro katdé x, pro které platt |x| < |z,|. Diverguje-li
polenént fada pro jisté &islo x,, diverguje také pro kafdé «,
pro které platt |z| > |z,).

Uvazte, co je obsahem véty, zndzornite-li &fsla x na ose
tiselné! — Prvni &ist pomocné véty plyne snadno. Rada
Z2a,z,® konverguje, posloupnost {a,z,"} je tedy ohranidend
(odst. 1,8), t. j. \

|azy®| < K, p.v. .
Diéle plati:

z x|
|anz"| = |52, - l?l

T

n
< K

Rada X|a,| . || mé tedy konvergentni majorantu —
n

geometrickou fadu XK a:i ; tim je tvrzeni dokézéno.
1

Druhé &ist pomocné véty plyne nepiimo: kdyby fada kon-
vergovala pro nékteré z, pro néZz |z| > |z,|, konvergovala
by podle prvni &sti také pro z,, coZ je proti pfedpokladu.
Dejme tomu, Ze fada konverguje na pf. pro z;, = — 0,562,
*) Nézev polomér je pfevzat od fad s komplexnimi &leny, kde

toto é&fslo 7 je skutednd polomérem kruinice, ohranitujici konver-
genéni obor.
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diverguje pro z, = 0,573.*) Podle pomocné véty fada kon-
verguje pro z = 0,56 a diverguje pro z = 0,568. Pro « = 0,57
miZe bud konvergovati nebo divergovati; dejme tomu, Ze
diverguje. Mezi &isly

0,560; 0,561; 0,562;...; 0,570

najdeme dvé sousedni takovi, aby pro .menif z nich fada
konvergovala, pro vét3i divergovala. Budte to na pf. 0,566;
0,567. Mezi &isly
0,5660; 0,5661; 0,5662; ...; 0,5670
najdeme opét dvé sousedni téZe vlastnosti, a tak pokradui
jeme. Timto postupem urdujeme — jako limitu posloupnost-
— jisté redlné ¢islo:
r= 0,566 ...,

které md zfejmé vlastnosti poloméru konvergence. Takovym
postupem lze v kazdém pfipadé nalézti &slo » > 0 a tim je
véta 2,1 dokizdna.

Pro jednotnost pravime, Ze fada vSude konvergentni m4a
polomér konvergence r = o0, fada vSude divergentni r = 0.

O chovini fady v krajnich bodech konvergenéniho inter-
valu nelze obecné rozhodnouti. Uvidite pozdéji na ptikladech,
%e fada muZe konvergovati v jednom & v obou krajnich
bodech, ale tato konvergence nemusi byt absolutni, jako je
tomu uwvnitf konvergenéniho intervalu.

Absolutni konvergence fady wvnitf konvergendniho inter-
valu je velmi dileZitd; dovoluje ndm totiz pouZiti pro po-
tenéni fady vSech v&t o absolutnd konvergentnich fadéch,
zejména vét o ndsobeni a prerovndvani fad. (Cast 1.)

Polomér konvergence potenéni fady zdvisf na koeficientech
a5 & lze ho z nich pimo uréiti. Francouzsky matematik
Cauchy odvodil takovy vzorec pro polomér konvergence;
tento vzorec viak vyZaduje hlub¥i znalosti limitnich pojmi,
proto ho neuvddim.

*) Takové hodnoty z,, z, 1ze vidy najit u Fady, kterd neni viude
konvergentni.
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Cvitenl 2,l. DokaZte, Ze Fada

- =2
an"::v+2z‘+3r’+...
#=0
m4 polomér konvergence 7 = 1 a vySetfete jeji chovdnf proz = + 1.

2,2, Dokazte, Ze Fada

i @ =z B
P UL N N \
n=1 i
resp. fada i 12z 2 23
D e o A Bt

n=1
mé polomér konvergence r = 1 a vySetite chovani obou fad v krajnich
bodech konvergenéniho intervalu.

2,3. Jaké jsou poloméry konvergence fed:

s 2n
p T gt a2
Eo(_”m*‘_WI—e:*“"
@ on—1 5 7
1z _r_ D,z =
Z( 1 @n—1) U stm T

Névod: Pouzijte Leibnizove kriteria pro alternujici fady a sku-
n
telnosti, Ze % — 0 pro n—> o© (viz pf. 2,3).

2,4. Jaky je polomér konvergence potendni fady z pifkladu 2,17
2,5, Jaky polomé&r konvergence ma fada:

1 =z 1.3 /z\* 1.3.5({=z\% 1.3.5.7[=z\*
Ity 5+13 (—2') +1.2.3(?) T3, 3.4(?) +

Névod: Vyjaditete obecny Zlen a pouZijte podilového kriteria;
vyjde r = 1.

2.3. Rozvinuti racionalni funkce v potentnf Fadu. Mezi nejjed-
nodussi funkce patii t. zv. fumkce ractondlni: predné to
jsou celistvé raciondlni funkce, t. j. mnohoéleny v pro-
ménné z, libovolného stupnd: )

fx) =ay + ax 4 a2® + ... + a,z".
Je-li n = 0, je funkce konstanta, t. j. viem hodnotdm pro-
ménné z odpovidé stejnd funkéni hodnota a,.
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Lomend raciondlni funkee je podil dvou polynomu:

0yt a X+ ... e
el S a I

Funkéni hodnoty lomené rac. funkce jsou v inter-

l—=x
valu (— 1, 1) vyjddfeny jako souéty nekoneéné fady po-
tenéni (geometrické). Ukazi postup, jak lze funkéni hodnoty
libovolné rac. funkce vyjadriti soudty potenéni fady — ovSem
jen v jistém oboru proménné z. Takovému vyjddieni iHkéme
rozvmutl funkce v patendni Fadu.

Zvollme nejprve funkei, jejiz ¢itatel je konstanta 1,
na pf.

1 v
/@) = 1 — 2z — 3%
Polozime ,
z, = 2z + 31;2 : 4)
a funkeci p rozvineme v potenéni fadu podle proménné
-
x,:
1 .
1 =l4a+22+22+... (9)

Rozvedeme-li mocniny proménné z,, t. j. dvojélenu (4)
podle _binomické véty, dostaneme soustavu nekonelnd
mnoha konednych (a tedy absolutné konvergentnich) fad:

1=1

z, = 2z 4 372 (6)
2t = 422 + 123 + 9zt
3:1" = 823 + 36:c4

Agxt .
Soué‘éy absolutnich hodnot ¢lenfi t&chto ¥ad tvoii podle (5)
fadu, kterd také absolutné konverguje, je-li £ > 0 zvoleno
tak, aby || < 1. Podle pferovnivaci véty (&4st 1) lze tedy

71



fady (6) ,seéisti po sloupcich®, t. j. fadu (5) uspofddati
podle stoupajiciho exponentu u moenin proménné z. Vyjde:
€1
1
- - 2 4
T — 1 + 22 4 T2 4 2027 + 4624 4 ...

Tato fada konverguje pro z > 0, je-li |2, < 1, diverguje,
je-li |z,| > 1. Zjistime, pro kterd z jsou tyto nerovnosti
‘splnény. Prvni nerovnost znamen4:

y , —1< 42z 4+ 322 < 1.

v " Odedtenim od jedné dostaneme
0<1l—2x—322< 2. (7)
Znézornime graficky pribéh

K IR funkcey = 1 — 2x — 3a2 (obr. 12).
Pi{slu3nd parabola protind osu

/A .0 B\ ¥z v bodech 4, B a jeji vrchol,
: t. j. bod ktery pHslusi nejvatsf

Obr. 12. funkni hodnoté, ma soufadnice

V(—1; 4). Nerovnost (7) je spl-
néna pro viecka z, kterym odpovidaji body paraboly nad
osou z. Polomér konvergence je tedy r = 4.

Podobnym postupem lze rozvinouti v potenéni fadu ra-
ciondlnf funkei

1
f@) = ay + a,z + ... + apz? (8)
kdea, # 0. Upravime ji
1 1
fz) = a a a a
L [ NS B SN g
! @y @y @
. @, an .
a polotime z, = — —z—...——2a" Neni-li splnén
] Gy
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predpoklad a, % 0, provédi se rozvinuti v sloZit&jéi potenéni
fadu, kterd nepostupuje v mocninich proménné z, ale v moc-
nindch dvojélenu, na pf. z — 1.

Poviimnéte si v uvedeném piikladé, Ze polomér konver-
gence potendni fady je mensi z absolutnich hodnot obou
kofenii rovnice

1 —2z—322=0,
totiz 4. To je zvl4itni prlpa,d obecného pravidla pro odhad
polomeru konvergence pfi rozvmutl funkce (8): Md-li
rovnice :
g+ azx+ ...+ a2 =0

rediné kofeny, nemdZe polomér konvergence potenéni fady pfi
rozvinuti funkce (8) pfesdhnouti nejmendi z a,bsolutnich hodnot
téchto kofend.

K rozvinuti lomené raciondlni funkce je mo¥no dojiti
i jinou cestou — délenim mnohodlenem — jak ukd?i pozdé&ji.

1
I+ iz + 22— }2°
Urdete prvni 4 ¢leny a polomér konvergence!

Cvitenl 2,6. Rozviiite funkci v potenén{ Ffadu!

2,7. Rozvirite funkci v potenéni fadu! Najdéte okoli

z +
bodu O, ve kterém t"ada konverguje

2,4. Slutovani a nasobeni patenénich Fad. Na potenéni Fady se
samodinné pfenddi véta o sludovdni nekoneénych fad.

(V. 2,2) Potenént fady lze sebisti (odeéisti) ,,Elen po Elenu’’;
vyjslednd Fada je opét potenini; jeji polomér konvergence me-
Klesne pod men¥i z. polomé’rﬁ kon'vergeme obou fad. Rovnici:

Za»z"ianz"—Z(anib)

n=0
Tato véta ndm dovoluje tvofiti z rozvoji dvou funkef
rozvoj funkce soudtové.

Priklad 2,5. Plati rovnice:
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2 1 1

1—a:2=1+:|;+1—a:'

Z rozvoji
1
=l—z4+22—22+—...
l-fl—z }|a:|<l
e =ltetR bRt

dostaneme seétenim:
2
—_— 2 4 DY
I—2 20 42242t 4 ..)
(srovnej s prkladem 2,2.)

Cvilenl 2,8. Z rovnice
’ 1 1 1

6 — bz + x? T z—8 z—2
1

odvodte rozvoj funkce Obor konvergence!

6 — bz f =*
29, Stejﬁé. tloha pro funkei
1 1 1 1 1 1 1
8 — 50 — 2z + a3 =__6_'a:—l+T5'x+ 2+1_0'a:—3'

Rozklady lomenych funkei ve cvigenich 2,8, 2,9 lze pro-
vésti na pf. metodou neurtitych koeficienti. Spravnost roz-
kladd si &tendf snadno sdm oveH.

Nésobeni potendni Fady konstantnim koeficientem se
provadi &len po ¢&lenu jako u fad s konstantnimi ¢éleny. Pro
nésobeni dvou potenénich fad je dulezité, Ze tyto Fady
konverguji ve svych konvergen&nich oborech absolutng.
Soudinovou Fadu lze tedy srovnati podle mocnin z (8dst 1)
a vysledek je opét potenéni fada. Plati tedy:

(V. 2,3)) Souéinovd fada dvou potenénich fad je potenéni
fada; jejt polomér konvergence neklesne pod mensi z poloméri

konvergence obou fad.
\
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Priklad 2,6. ProtoZe polynom je potenéni fada (srovnej
pE. 2,1), dovedeme podle véty 2,3 a postupu odst. 2,3 roz-
vinouti obecnou raciondlni funkei v potenéni fadu. Rozvoj
funkce .

24 3z
fo) = 155

dostaneme ndsobenim fad (jako mnohoélen mnohoélenem)
2+3x;—1—=1—|—z2+a:4+...,
1 —a?
t. j.
24 3x
1 —2a2
Nésobime-li obecnd fady

=2+ 3z + 22+ 32 + ... pro |z| < 1.

@
ZG,,:::" =ay+ az + azx® + ...,
n=0

zob,,x" = by + bz + bx? + ...,
n=

A Y

vyjde soudinovd fada potendni:

D Cal™ = cg + €T + Ca® + ... .

n=0
Jeji koeficienty c, jsou ddny rovnicemi:

Co = Qgby
¢, = agb; + ‘azb,
3 = Goby + a,b, + azby 9

€y = aoby + a3b; + azby + azhy
Takovym postupem lze zndsobiti postupné libovolny podet
potenénich fad. Zvlastni pfipad nasobeni potenénich Fad
je umochovéni potenéni fady celym kladnym exponentem.
Mocnina potenéni fady je podle pfedchoztho opét potenént
fada. '
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Cviteni 2,10, Utzijte vysledku cviten 2,8 a odvodte rozvoj funkce
2z —5
— bz + o
Jaky md fada obor konvergence?
2,11, Pro funkei ze cvideni 2,3

fz) =&

%zt
A

. z?
fe) =1 =5 + T

plat{ vztah:
/ f(22) = fi{a) — 1.

Vypodtéte prvni 4 &leny rozvoje pro f(z) — 1 a porovnejte s odpo-
vidajicimi &leny rozvoje f(2z).

' 2,12, Pro funkeci z pfikladu 2,3

/m=1+%+%+§+m
plati vztah
=) = f(2z).

Dokajte tento vztah porovnanim piisluinych potenénich fad (viz
¢ast 1). Jaké jsou poloméry konvergence obou fad?

2,5. Rozvinuti funkce v potenéni fadu. — Véta o identité.
V odst. 2,1 jsem uvedl, Ze potené¢ni fada svymi soulty ve
svém konvergendnim oboru definuje funkei.iV odst. 2,3,
2,4 jsem ukdzal, jak naopak dand funkce (lomend racio-
nélnf) se miZe rozvinouti v potenéni fadu. Mimo racionalni
funkce je v matematice mnoho jinych dtleZitych funkeci,
na pk.: iraciondlni funkce (f(z) = Vl + z), funkce logarit-
mickd, exponencidlni, goniometrické funkce a j. Pfirozens
se tdZzeme, 1ze-li také tyto funkce rozvinouti v potenéni fady.

Vyhody takovych rozvoji jsou ziejmé: u funkce racio-
ndlni dovedeme poéitat jeji funké&ni hodnoty pfimo, dosaze-
nim za x do pfisludného zlomku. U jinych slozit8jsich funkef
nédm poskytne potendni fada rozvoje funkéni hodnoty jako
soudty fady a tak mbZeme poditat (numericky)’ na pF.
odmocniny, logaritmy, hodnoty goniometrickych funkef
8 libovolnou pfesnosti (viz édst 1.). Mimo to je moiné — jak
ddle podrobnéji vyloZim — potitati s funkei rozvinutou
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v fadu jako s mnohoélenem. To m4 velky vyznam zvld&té
v infinitesimdlnim poétu p¥i derivovani a integrovéhi funkeci.

Hlavni otdzky, tykajici se moZnosti rozvinuti funkce
v potenéni Fadu jsou tyto:

1. Které funkce lze rozvinout v fadu, resp. za jakych
podminek lze danou funkei rozvinout v fadu.

2. V jakém oboru tento rozvoj plati, t. j. jaky j ]e konver-
genéni obor potenéni i"a,dy

3. Kolik riiznych rozvoji mé dand funkce.

Odpovéd na prvni dvé otdzky najde &tendf pozdéji.
Odpovéd na tfeti otdzku ddvd

(V. 24) Maji-li funkce, definované dvéma potenénimi fa-
dami Lan,x", Xb,a" v jistém (sebemendim) okolt bodu 0%) stejné
funkéni hodnoty, jsou obé potenint Fady identické, t. j. platt

a, =b,, p vn

Diisledek:

Lze-li funkci rozvinouts v potenini fadu, je to moZné jen
jednim zpiisobem.

Dtkaz neuvddim, ponévadZ vyZaduje znalosti pojmu
spojitosti funkce a odkazuji na knihu Jarnikovu.

Véta 2,4 md mimo svilj existenéni vyznam dileZité
diisledky pro poéitani s fadami.

Prtklad 2,7. Za predpokladu, Ze je mozZno rozvinouti
iraciondlni funkei l/l + « v potendni fadu, miZeme formdainé
vypotisti koeficienty této Fady. BudiZ:

Vl 4+ x=ay + ax + axr? + a;xd 4 ...
Umocnime obé strany rovnice:
1 4+ 2 = a? + 2a0,x + (a,® + 2a,a5)2® +
+ (2485 + 2aga5)x®> + ...
Rady na obou stranich se shoduji v soudtech pro viechny

*) Timto vyrokem je'minéno: ve viech bodech okoli.
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hodnoty proménné z z konvergenéniho intervalu fady na
pravé strhné. Podle véty 2,4 maji tedy stejné koeficienty,
t. j. plati
, a2 =1, 2aa, =1, a2 4+ 2aa, = 0,

2a0; + 20,0, =0, .... (10)

Odtud plyne:
a, = + 1.

Dvojznaénost koeficientu a, je dusledek skutednosti, Ze
,»druhd odmocnina je dvojznaénd‘‘. Omezme se na jednu
fadu, t. j. zvolme g, = 1; pak plyne daile z rovmic (10):

ay=13% a,=—1%, a3=1,....
Stejnym zptisobem lze vypodisti libovoiné a,. Snadno se
ukdze (indukci), Ze &isla a, stfidaji znaménka a jejich prosté
hodnoty konverguji k nule. Rada Xa,z" tedy konverguje
podle Leibnizova kriteria pro x = 1; jeji obor konvergen-
ce je jisté nejméné interval (— 1, 1). Tim je dokédzina
existence rozvoje pro Vl + x:

JTHo=40 4tz —322 + 22 — 1352t + .., |2 < L.
Cvitenl 2,12. Rozvoj pro lomenou rac. funkei, na pf.
1
1—2x — 3z
Ize nalézti také z podminky: »
(1 —2r—32%) (ag + az +axe? + ...) =L

Provedte a porovnejte s vysledkem v odst. 2,3.
y
. 1
2,13. Rozvifite v potenéni Fadu funkei —-—- & porovnejte
s fadou cvi&eni 2,5. 11—z

2,14. Které funkce rozvinutelné v fadu vyhovuji vztahu
" Pl) = f(22).

Névod: Pfi porovnéni obou fad zistane koeficient @, neurden;
zvolte jej a; = 1. Pak budou viechny dalsi koeficienty jednoznaind
urteny. Indukef lze uréit obecny a,.

=ay+ ax + a2 + ...
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Podobné, jako jsme provadéli v odst. 2,3 déleni polynomem,
lze provésti déleni potepéni fadou, kterd m4d koeficient
ay + 0. Upravime si:

1 1 1
ao+a1:c+az;,;2+..._;01__ﬂ —Ezz— -
0 ao
1 1

Lze ukdzati na zédkladé spojitosti,*) Ze v jistém okoli O,

bodu 0 je |z,| < 1; vyraz

1 , . .
1 se d4 rozvinouti v geo-
—z
1

metrickou fadu. Za x, se dosadi zpét prislusnd fada a podle
pferovnévaci véty se vysledek srovnd podle mocnin z. Tim

je dokdzdno, Zze se di4 vyjadiit potenéni Fadou

Zayat
2buan, kterd konverguje v jistém okoli poddtku. Koeficienty
fady Xb,z™ politime podle véty 2,4 ze vztahu:
Z’a,.a:" .i'l;,,x" = 1.
Vychdzi tedy:
aghy =1
ah, + ab, =0
aghy + a,b; + aby =0

Odtud lze vypoéist b,, by, by, ....
Vyslovime tyto vysledky ve vété:
1
(V. 25.) Je-li ay + 0, lze funkci f(x) = ———— rozvinouts

Z ayz"
n=0

7 *) Viz na pf. V. Jarntk: Uvod do podtu diferencidlniho, Praha,
1946.
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v potenént fadu Zbnx*, kterd konverguje v jistém okoli po-
édthu. Jejt koeficienty b, polltdme. podle véty 2,4 ze vztahu

!
« 2anxt Dbaat = 1,

Cvitenl 2,15. Rozvirite v potenénf fadu:
-
1+z+ 2"+ ...
2,16. Rozviiite v pot. fadu pfevracenou hodnotu funkce defino-
véané fadou prikladu 2,3.

2,17. Urtete potétek rozvoje pro Vl_—_x délenfm fadou ze cviteni
2,13 a porovnejte vysledek s fadou pifikladu 2,7.

2,6. Derivovani a integrovani potenni Fady. Do teorie poten-
¢nich fad zasahuji dvé zdkladni operace infinitesimdlniho
podtu: derivovéni a integrovéni funkei. Ukolem tohoto od-
dilu neni podati vyklad pojmu derivace a integrdlu, ale
shrnouti stru¢né vysledky, kterych bude v dalsim pouZito.

Derivact funkce f(z) v bodé z, se nazyva limita:
[ + k) — f(=z,)

D.f(@) = f(zy) = lim A2 =150
h—0

Jeji geometricky vyznam je: f'(z,) je smérmice teény
ke kiivee y = f(z) v bodé (z,; f(x,)). Existuje-li derivace
f(z,) v kaZdém bodé 2, jistého oboru, pfedstavuji jeji hod-
noty funké&ni hodnoty jisté funkce f'(z), derivované v tomto
oboru. Je pak moZno utvofit derivaci derivaénf{ funkce,
které Fikdme druhd derivace; jejf hodnoty definuji — exis-
tuji-li ve viech bodech oboru — funkci f’(z). Takovym

postupem dostdvame t. zv. derivace vyddich Fddi:

1" (@); "(z); [(=z); [O(); ...

Zékladni obecnd pravidla pro poditdni derivaci funkef
jsou pravidla pro derivovéni soudtu, souéinu a podilu dvou
funkef a déle pravidlo pro derivovini funkce sloZené. Psdno
v obvyklé zkrdcené formé, kde u = f(z), v = g(x):
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(w+v) = + 7,
(wv) = uv’ + u'v, (ku) = ku’, k... konstanta,

(u)' w'v — uv'

- v v
pro funkci sloZenou z = F(y), y = f(x):
D.F(f(z)) = DyF(y) . Dof(z).
Dile pouZijeme vzorct pro derivace t. zv. elemenidrnich
funkct: mocniny, exponencidlni funkce, logaritmické funkce
funkef goniometrickych a cyklometrickych.

D,z = na™—1, n redlné, D, sin x = cos z,

D,e? = e7, D;cos z = —sinz,
. . 1
D,a* = a®log; a, D;arcsinz = T
.
Dz loge,z = ;—, Dz arc tg r = 1—+—z2'

Logaritmy v téchto vzorcich jsou Napierovy pfirozené se
zékladem e = 2,718..., proménné z u goniometrickych
funkei je Ghel v mife obloukové (360°... 2=, 180°... nt atd.).

Kombinaci ptedchozich pravidel dostdvime vysledek:
polynom proménné x derivujeme ,,Elen po Elenu'* podle vzorce:

Dilay + a,x + agz? + ... + a,2") = a, + 2a,x +
+ ... 4+ nazvL.
Toto pravidlo lze roz3ifit z polynomu na potendni Fadu,*)
jak je vysloveno ve vété:

(V. 2,6). Derivace funkce dané potenéni fadou je potenéni
fada, kterd vznikd derivovdnim dané fady ,.Elen po &lenu'.
Nova Fada md stejny obor konvergence jako dand. Vzorcem:

0 -]
D,Z Apat = Z na,zt 1L,
n=0 n=0

*) Dukaz viz v knize Knoppova.




Véta 2,6 ndm dovoluje vedle &etnych jinych aplikaci
nalézti rychle rozvoje riznych funkei.

Priklad 2,8. Derivovanim Fady

1 .
:=1+$+x2+1'3+...

dostaneme

D,( 1 )=1+2z+3x2+...
l—2

Podle pravidel pro derivovani je
1 1 1
D. l—z) T2 1—2z+2*
Plati tedy: )

x
1—2x 4 =2

Polomér konvergence této fady podle véty 2,6 je r = 1.
(Srovnej se cvitenim 2,1.)

=z 4+ 224+ 322 4 ....

Gviteni 2,18. DokaZte, %e pro funkci definovanou fadou z piikla-

du 2,3 plati:
f'(=®) = flz) (1D

2,19. DokaZte, e pro kaidou funkei, rozvinutelnou v fadu a
vyhovujiei funkéni rovnici (11) plati rozvoj:

z 2 2P
F(E)=ao(l+i —2-i+?!-+...).
2,20. Dokatte, Ze derivace funkce ze cvideni 2,2
z o B ozt
fo) = 2Tt =T

je 7 — 1
flz) = ﬂ z
. Druh4 zdkladni operace infinitesimalniho podtu je integro-

vani. Geometricky vyjadiuje tntegrdl

b
{ f(z)dz
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obsah &isti roviny, omezené obloukem kiivky y = /(z),
osou z a pofadnicemi bodd, jejichZ useéky jsou a, b.

Ponechédme-li dolnf mez a pevnou a ménime horni mez b
(v jistém oboru), je integrdl — existuje-li — zfejmé funkef
ve své horni meze. PiSeme:

F(z) = f f(z)dz.*)

Ukazuje se, %e za jistych piedpokladi, které v dalifm
budou splnény (spojitost funkce f(z)) plati rovnice:
F'(z) = H(=),
t. j. integrovéani je operace protichiidnd k derivovéni. Pro
integrovani plati obecnd gramdla
b

f (f(z) + g(z))dz = f f{(z)dz + f q(z)dz,

f kf(z)dx =k f f(z)dz, & je konstanta.
a a
Integrély nejjednodusiich funkei jsou dény vzorei:

d antl I . d
f:v"‘ x:m,n#—l,reéné, fsm:r: r = —cosz,
f%da::logex, fcosa:da::sinz,
[ezdz = e, IL= arcsin z,
l/l——:::2
fl_f]:;_2 = arctg r.*¥)

*) Neni li dolnf mez urdena, nazyvé se integrél neurfity. Je to
vlastnd mnoZina funkef, které se od sebe lisl o konstantni velidiny.
Tuto neuréenou konstantu naezyvéme integralni konstanta a pileme:

Fiz) = [{z)dz + k.
**) Integraéni konstanty jsou vynechdny.
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Ve viech uvedenych vzoreich platf o logaritmech a o argu-
mentech gomometnckych funkci stejnd pozndmka jako pfi
derivovani.

Integraly sloZit&jsich funkeci u.rémeme pouiivajice dvou
hlavnich metod: t. zv. metody substituéni a integrace ,,per
partes'”.

Hodnotu omezeného mtergé]u z neurditého mtegré,lu
dostaneme dosazenim obou mezf a odeftenim, na pf.

b
n+1 o +1 +1
ondr = | 2 _ brtl  an ‘
nt+1), nwn+l a+l
a
Spojenim pfedchozich pravidel dostaneme pravidlo pro

integrovdni mnohollenu ,.tlen po &lenu*:
f(a,,+a1z+a2a:2+ voo F anzt)dz = ac + %xz—{- a—;a,-" +

ant+1 + k.

an
+...+n+1

Toto pravidlo lze roziffiti na potenéni fadu, jak je vyslo-
veno ve vétd:

(V. 2,7.) Integrdl funkce dané potenéni fadou je potenéni
fada, kierd vznikd integrovdnim dané fady ,,flen po élemu.
Novd fada md stejny obor konvergem:e jako dand. Vzorcem:

Z apztdr = Z

Integraéni konstanta je pro novou fadu absolutnim clenem.
Priklad 2,9. Integrovinim Fady
1
=1— 2__
15z~ l—z 42 D4 ...

dostaneme (aZ na integraéni konstantu):

2 4
e =z 2 & =t
l+=x 1 2 3 4

a:"+1 + k.
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Integril na levé strané je log, (1 + z); plati tedy:
antl

log, (1+x)=z(—1)"n+l.

n=0
Cvitenl 2,21, DokaZte, ¥e plati (aZ na integrainf konstantu)

[Ha)dz = f(z)
pro funkei, definovanou fadou 3 p#ikladu 2,3.

2,22. Najdste rozvoj pro funkei arctg ; pouijte rovnice

z
fﬁ————arct z
Ita 8

0

a rozvinte

g prig potendni Fadu.

2,23. Provedte podobnou tlohu pro arcsin z.

Integrovani je operace zpravidla sloZitéj§f a obtiZné&jsi
k provedeni nez derivovani; u funkef rozvinutelnych v po-
tenénf fady je integrace Fady .,¢len po &lenu‘’ nejjednodussf

a dasto jedind cesta, jak nalézti integrdl dané funkce.
(Srovnej pozndmku v odst. 2,5.)

2,7. Rada Taylorova. Derivujeme-li postupné funkei f(z)
danou potenéni fadou:

f@)=ay+ a2 + a2 + a;2* + ... (12)
dostaneme
f(x) = a; + 2a,x + 3a,2% + ...
f'(x)=1.2a,+2.3axz+ 3.4a,22 + ...
f@)=1.2.3.a,+2.3.4a2 + ...

obecné:
[®(x) = klag +2.3.4,,...(+ Dags 12+ ...
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Dosadfme-li do této rovnice z = 0, vyjde:
15(0) = klay,

t. j. .
19(0) '
\ak= k! 3 k=1,2,3,....
Tyto rovnice doplnime rovnici
@ = f(0),

kterd plyne z vyjddfeni (12).

Funkce, jejiZ funkéni hodnoty jsou dény soulty potendni
fady, konvergentni v jistém okoli O, bodu =z = 0, se nazyvé
analytickd (t. j. rozvinutelnd) v tomto okoli. Vyse odvozené
vysledky shrneme ve v&td '

(V. 2,8.) Analytickd funkce v okoli O, ma v tomto okoli
derivace viech fddi*) a je vyjddiena potenéni fadou:

fior = 10+ L9 g 4 1O o 1O

konvergentnt v O,. Tato fada se nazjvd Taylwova (Mac-
Laurinova).

Oznaéenim f'(0), f’(0) atd. rozumime hodnoty funkei
f'(@), f'(x), ... v bodé z = 0.

Cvitenl 2,24, V jakém oboru jsou analytické
a) funkce z ptikladu 2,3;
b) log (1 + =z);

c)

e

l—z

Funkce, kterd je analytickd, mé derivace vSech Fadd, ale
obrécené tato podminka neni postadujici pro rozvinutelnost
funkce. Dokonce neni pro rozvinutelnost funkce postaéu-
jici ani podminka, Ze funkce mé derivace vech fidi v jistém
okoli bodu z —= 0 a Ze fada

3

*) Existence derivaci viech fAdi nernusf nastet pro libovolng&
zvplenou funkei.
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foy + E N g T ey

v tomto okoli konverguje. Soudty této Fady nemusi totiz
byt — jak ukdzal Cauchy na ptikladé funkce e—=" — funkéni
hodnoty funkce f(x).

Postalujici podminka pro rozvinutelnost funkce je po-
%adavek, aby jisty vyraz, zdvisly na derivaci f™(z), t. zv.
zbytek, konvergoval s rostoucim n k nule.*) Pfislusnd véta
je podrobné uvedena a dokdzdna v citovanych uéebnicich
diferencidlniho podtu.

Vétsina zdkladnich funkef, které se v matematice vysky-
tuji, jsou rozvinutelné; dokdZeme to na pf. tak, ze funkeci odvo-
dime rdznymi podetnimi vykony, integrovinim nebo deri-
vovénim z funkei analytickych a tim dostaneme podle
znamych vét i jeji rozvoj. Oviem numerické vypolty
koeficient rozvoje byvaji pfi tomto postupu — zvlasté
jde-li o déleni potenéni fadou nebo dosazovani potenéni
fady do jiné — velmi sloZité.

Tu lze v8ak vyhodné uplatnit vétu 2,8 o Taylorové radé.
Vime-li totiZ, Ze jistd funkce je analytickd, je jeji rozvoj
podle véty 2,4 uréen jednoznaéné&. Koeficienty tohoto roz-
voje miifeme tedy poéitati podle véty 2,8. Piiklad tohoto
postupu dava funkce arcsin z (viz odst. 2,12).

Nakonec jesté pozndmku k vysvétleni ndzvu ,,funkce roz-
vinutelnd v okoli bodu z = 0. Upozornil jsem v odst. 2,3
u raciondlnich funkef, Ze neni-li splnén pfedpoklad a, + O,
je moZno takovou funkei rozvinouti v sloZitéjsi fadu. Na pf.

1
u funkce = polozime-li z = z, + 1, je

1 1
el l—z + 22—+ ..,z <1
Vratime-li se k proménné z, platf:

*) Tim je téZ odpovédéno na prvni dvd otdzky v odst. 2,5.



Ll ) 1P —a—1p + —..,

x
coZ je potenéni fada, postupujiei v mocnindch promé&nného
dvojélenu z — 1. Tato fada konverguje, je-li [z—1| <1,
t. j. v intervalu (0,2). O funkci %f’iké.me‘, Ze je rozvinutelnd
v okoli bodu 1. Jedna a tatdZ funkce je oviem rozvinutelnd
(analytickd) v okoli nekoneéné mnoha bod a rozvoje lze

pievadéti jeden v druhy t. zv. transformovinim potenéni
fady.

1 0
Na pf. rozvoj funkee =7 okoli bodu z = 2 dostaneme

takto: PoloZime z = 2z, 4 2;
1 1 1

T ritlmatal—att—)

%:%—}(x—2)2+]§-(z—2)3+....

V daldim si budeme v3imati vyhradné rozvinutelnosti
v okoli bodu =z = 0. Proto, bude-li fedeno ,,funkce analy-
tickda®, rozumi se tim funkce analytick4 v okoli bodu z = 0.

2,8. Binomicka Fada. Zvl4stnim pfipadem binomické pouéky
je vzorec

(1+z)‘=(3) +(f)z+(‘§)zﬁ+...+(;)z,

ktery platf pro kaizdé pfirozené &islo «. Newton zobecnil
tento vzorec pro libovolné redlné &islo « t. zv. binomickou

fadou. Kombinaéni &fslo (;L) je déno vyrazem
ay _a.(x—1).(x—2).....(x—n+ 1)
(n)‘ 1.2.3.....n - (13)

Rovnice (13) mé4 vyznam pro libovolné redlné &islo « a
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libovolné pfirozené &fslo n. Pokldddme ji za definici roz-
Sifeného kombinaéniho é&isla. Definujeme k vili jednotnosti

(g) =1 pro libovolné reilné x a utvofime form4lné po-

tendni fadu:
("6) +(‘;‘)x+(g)z2+(g)x’+... (14)
Je-li « pfirozené ¢islo, je pro n > « (;) =0, Fada (14)

se stdvd kone¢nou a ddvd podle binomické poudky (1 + z)*.
Podil 2 sousednich &lent fady (14) je

( o )In+1;("‘)xn=fx___nx
n+1 n n+1

14 = |z|; konverguje tedy fada (14) podle

Plati: hm

ﬂ—Pm

n—+1

podilového kriteria, je-li |2| < 1 a definuje v intervalu
(— 1; 4 1) pro libovolné redlné « k jisté funkei f,(x).

Vypotteme derivaci funkce f,(z) podle véty 2,6:
f'a(@) = & - fa(®). (15)

I pro roziifend kombinadni é&isla (;) plati, jak lze snadno

dokézati,*) soudtovy vzorec:
x—1 a—1 o
() +6T)=65)
PouZijeme-li ho, dokéZeme ndsobenim snadno vztah*):
(I + 2) . fami(@) = fal2). (16)

Zndsobime rovnici (15) dvojélenem (1 4 z) a uZijeme rov-
nice (16); vyjde:

(1 + 2) . fa(z) = s fal2),

' *) Provedte podrobné!
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b fule) _ o
falz) 1+ =
Podle pravidel o derivovani slozené funkce je levd strana
této rovnice derivaci funkce log f.(), prava strana derivaci
funkce log (1 + z)*. Plati tedy:
D, loge fs(x) = Dz loge (1 4+ x)%,
loge falz) = log, (1 + x)* + log. k,*)

fal@) = k. (1 + 2)=. (17)

Pro x =0 je podle rovnice (14) levd strana rovnice (17)

rovna 1, pravé strana je k; je tedy £ = 1.
Vysledek vyslovime vétou:

(V. 29.) Funkce (1 + x)*, x redlné, md Tayloriw rozvoj:

(1 4 2)* = (3) + (‘1") z+ (g)c2+
polomér konvergence je r > 1.

Cviteni 2,25, Provedte tento rozvoj prox = — 1, 4+ } a porovnejte
8 geometrickou Fadou a s Fadami piikladu 2,7 a cvi¢eni 2,13.

Binomické fady se uivd k numerickému vypoétu od-
mocnin. Podminka |z <1 neni na zdvadu obecnosti
zékladu, nebot ji lze vhodnou tpravou splniti. Hlavné —
chceme-li dosdhnout rychlé konvergence — musi byt |z|
pokud moZno mald a ¢islo x zdporné; nebot pfi kladném =
stiidaji gleny (;':) z" znaménka, fada alternuje a konverguje
pomaleji; pfi zdporném 2 jsou &leny (od uréitého poédinaje)
viechny téhoZ znaménka.

Ptiklad 2,10. Pro vypodet l/§ si upravime binomickou

fadu: _ )
V2=%.0—g9F

Dostaneme:

*) Tento tvar miZeme dati integradni konstants,
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polfigl L, L3 1135 1
5 2°50 "2.4°502 '2.4.6 500 ' )

Rada konverguje velmi rychle. Prvnich 6 &ent ném dé
presné 10 desetinnych mist. Provedte vypodet!

33
Cviteni 2,26. Vyhledejte sami vyhodny rozvoj pro |/3, |/5, |2, |/3
a pod. a provedte vypodet.
Na p¥.:
3_
V=10 + 1)
Vi3 =% (1 —5istap

2,9. Logaritmickd Fada. Pro funkei, definovanou fadou
ze cvideni 2,2

z 2 a2 ozt
byl dokdzdn ve cvideni 2,18 vztah:
1
@)= 1o
&1 f(@) = D log (1 + 2),%

() = log (1 + 2) + log £,
f(z) = log k. (1 + 2);
JeZtoprox =0 je f(0) =0, jelogk =0,k = 1.
Tim je ziskdn rozvoj pro log (1 + x).
(V. 2,10.) Tayloriv rozvoj funkce log (1 + x) je
I B L
Sty — gt
Polomér konvergence této fady je r = 1.

Logatitmickd fada konverguje v krajnim bodu z =1
svého konvergenéniho intervalu a diverguje v bodé z = — 1,

x
log(l+z)——-T—

*) Logaritmus ptirozeny; index e vynechdvam.
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jak je zndmo z &isti 1. Soudet této fady v bodé z =1 Ize
uréiti na zdkladé Abelovy véty:

(V. 2,1L.) Necht potenéni fada Za,x® md polomér konver.-
gence r a definuje ve svém konvergenénim intervalu funkci

f(z) = Zax™.

Konverguje- L ¢4 fada Zarm resp. Zan(— ), pak jejt soudet
je hm f(x) resp. lim f(zx).

I—>—r

Ditkaz najde &tend¥ v knize Knoppové.

ProtoZe tedy logaritmickd Fada konverguje v pravém
krajnim bodé z = 1, je soudet fady:

R e
roven llm log (1 + z), t. j. log 2; tento vysledek byl uveden
jiz v ééstl 1.

Loga.ntmlcké fady nelze pouZit k numerickému poéitdn
logaritmd pro jeji pomalou konvergenci. Vhodnou trans-
formaci se v3ak jeji konvergence znaéné zrychli. Po¢indme
si takto: seteme fady

22 2

. . .
log(l +2) = T__2_+§—-Z+...,
g ozt
—lg(l—a) =T+ 5+ 5 +F + 0
Vyijde /
log L F 2 18
og T — _2(:v+ + + -) (18)

Tato fada konverguje rychleji, nebof neni alternujicf a
exponenty stoupaji po dvou. Rada (18) konvergu_]e sice
jen pro z takovi, Ze |x| < 1, ale dovoluje nim poditati
piirozené logaritmy viech kladnych &sel, nebot podminka
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|z| < 1 je vidy splnéna, je- 11 11— 0. Na pt. log 2 do-
staneme pro z = };
1 1 1
10g2=2(_3—+ﬁ+—5—_§6+“'). (19)

Provedeme-li odhad zbytku po =-tém d&lenu, ukazuje se,
Ze prvnich 8 ¢lend fady dévd log 2 pFesné na 7 desetinnych
mist:

log 2 = 0,6931471 ...

1
Dosadime-li v fadé (18) £ = z————-, vyjde rekurentni
vzorec: 2N +1
1 1
1 1)=1logN + 2
og (N +1)=1logN + [2N+1+3(2N+1)3+

1
e

podle ného miZeme poéitati postupné logaritmy ¢&isel
3,4,5, ..., zname-li log 2.

Od ptirozenych logaritmii Napierovych (zdklad e) pie-
jdeme snadno k dekadickym logaritmim Briggsovym
(zéklad 10). Oznaéme B resp. » dekadicky resp. pfirozeny
logaritmus téhoZ &isla. Plati:

108 =e¢".

Logaritmujeme tuto rovnici pfirozenymi logaritmy:

) p.log. 10 =» .log. e = v,

t. j. 1

ﬂ = lo—ge—l(-) . Y.
, _ 1 . . .
Cislo M = fog. 10 se nazyvd modulem Briggsovych loga-
ritmd a vypoéteme je z log 2 a log 5:
M = 0,4342945 ....
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Cvilenl 2,27. Vypobttdte prirozené logaritmy log, 3, log, 5 na 5
desetinnych mist 8 pouZitim rekurentniho vzorce!
2,28. Vypottéte log, § na 4 desetinné mista s pouZitim Fady (18).

2,29. Vypoététe dekadické logaritmy log,, 2, log,, 3 na 5 desetin-
nych mfst. S jakou pfesnostf je k tomu tfeba znédti modul M?

2,10. Exponencidlni funkce. Exponencidlni funkef v SirSim-
slova smyslu rozumime funkeci, kde proménnd se vyskytuje
v exponentu, v uZiim slova smyslu funkci e?, kde e = 2,718...
Tato funkce mé pro své jednoduché vlastnosti zvldstnf
vyznam v infinitesimdlnim poétu. Uvedl jsem v odst. 2,6,
Ze pro derivaci této funkce plati:

D,e% = o=,

Jedind analytickd funkce, kterd je rovna své derivaci, je
podle cvideni 2,19 funkce, dand aZ na multiplikativni kon-
stantu*) fadou:

Al L x 22 O

n=0
s polomérem konvergence r = oo (viz piiklad 2,3).
Dokdieme, Ze plati

(v. 2,¢.) Funkce e je analytickd; jeji Tayloriv rozvoj je
ddn fadou
z x?
=1+ 1 + 37 + ...

8 polomérem konvergence r = co. ‘
Dikaz: Podle pravidla pro ndsobeni absolutné konvi-
gentnich fad vyjde pro funkci definovanou rovnici (20):
fzy) . Hag) = f(z) + 75), (21)
kde x,, z, jsou libovolnd redlnd &isla.

*) Pravime, %e dv& funkce, jejichi podfl je konstantni, se Li5f
o multiplikativndé konstentu (na pf. f(z) = z, f,(z) = 2z); je-li jejich
rozdil stély, liSf se o aditivn{ konstantu (na pf. f(z) = =z, f(z) =
=z + 2).
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Tato rovnice se d4 indukei snadno zobecnit:
H@y) (@) - .. fl@n) = f@ + Ta + ... + %) (22)
Dosadime-li do (22) ¢, = z, = ... = z, = 1, vychdzf:
f(n) = [f()]"
ProtoZe f(1) = e, jak bylo dokizdno v odst. 1,13, plati

f(#) = ¢ (23)
pro ka%dé &islo z celé, kladné: Pfimym dosazenim z = 0 do
(20) dostaneme f(0) = 1; zvolime-li v (21) x = x; = — =, je:

1

)= —=¢€"7 24
1@ = (24)
Rovnice (23) tedy plati pro libovolné celé Cislo x.
Diile dosadime do (22): z, = x, = = Zy, = —71?; pak je:
1\ 1\ ‘
_ == = — = n.
|i()] == /(n) &n;
znovu dosadime do (22) )y =2y = ... =2 = pock vyjde

-6 -+

Plati tedy rovnice (23) pro kazdé kladné raciondlni &islo =z
a v disledku (24) pro kazdé raciondlni z. Limitnim postupem
se cyile ukéze, %e rovnice (23) plati pro kaidé redlné z.

Y odst. 1,13 bylo dokizdno, Ze pro &islo e plati vztah:

. 1\» @ 1
e=Ilim{|1 + — =z —.
n—>0 n n=0n!

Tento vztah lze zobecniti; plat{ totiZ rovnice:
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Cvileni 2,30. Rozvifite v fadu exponencidlni funkei y = 2%.
Navod: logaritmovéanim dostaneme
log,y =z .log, 2
&ili:
y= % - loge 2
a pouZijeme rozvoje pro e,

Ptiklad 2,11. Na konci odstavce uvedu piiklad rozvoje
dilezité funkce odvozené od funkce exponencidlni. Tato
odvozend funkce — resp. fada — je vychodiskem pro dalsx
diilezité rozvoje. Jde o funkci

\
z

R
Plati: © !
x 1
eT_—1=1'(ﬂ+ TR )
Radou v z4vorkdch je mozno ,,d&liti podle véty 5; vysle-
dek jepotendni i'ada'

z
ez___'—]-. + B xr + B Iz + B z3 +
Koeficienty B,, B,, Bz, ... jsou raciondlnf é&isla, nazyvand
po svém objeviteli Bernoulli-ova. Jejich hodnoty jsou
Bo=I;Bl.=_%;Bz='¢';',Ba=0;Bc=_‘316; B; = 0;

By =44, .
Cviteni 2,31. Dokaite, je nahradime-li B, vyrazem B, plati
symbolickd rovnice
) (B+1))—B" =0

Névod: Znésobte pFisluiné fady a pouzijte vty o identité.
8 pouzitim symbolické rovnice vypod&téte hodnoty Bernoulliovych
¢isel By u B,.

2,11, 0 funkcich Inversnich. Budi y = f(x) funkce defino-
vand v jistém &iselném oboru £;; jeji funkéni hodnoty ¥
tvoif jiny obor &iselny £,. Je-li funkéni vztah takovy, Ze
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ka¥dé &islo z oboru 2, odpovidd jen jedinému &islu z oboru
2., pak lze toto &islo x poklddati za funkénf hodnotu dotyg-
ného y a tim je definovdna nové funkce

z = p(y),

t. zv. funkee inversni k dané. Tato inversnf funkce je charak-
terisovdna tim, Ze plati rovnice

@(f(x)) = z resp. [ip(y)) =y (25)
identicky pro vsecka z z 2 resp. y z £,

Na pF. k funkei y = 2 je inversnf funkce 2 = Vy. Obory
0., 2, mohou byt na pf. mnozstvi viech kladnych ¢isel.
K funkei y = sin z, definované v intervalu (— }x, 4+ =)
je inversni funkce =z = arcsin y, definovand v intervalu
(—1, 4+ 1). Obor £, nelze v tomto piipadé roziffiti. Pro&?

S hlediska potenénich fad nds zajimaji inversni funkce
k funkecim analytickym. Za jistych pfedpoklad jsou to
opét funkee analytické. Uvedu nejprve jednoduchy

pfiklad 2,12. Rozvineme analytickou funkei

y=|T+=z—1 (26)

podle pfikladu 2,7:
y=4tr—1224+ fer®— + ... (27)
Inversni funkei dostaneme feSenim rovnice (26) podle x:
=2y — 42 . (28)

Tato rovnice pfedstavuje zdroven rozvoj inversni funkce
v potenéni fadu v proménné y. Podle rovnic (25) miZeme
dosaditi do rozvoje (27) za z z rovnice (28); po uspofddéni
podle mocnin y dostaneme ve shod® s vétou 2,4 identitu
¥ =fy. Provedte podrobné: vypoltéte koeficienty pii v,
% P

Takovymto dosazovédnim potenénf fady je moZno uréiti
v kaZdém pitipadé koeficienty rozvoje inversni funkce, je-li
zndm rozvoj funkce dané. Je-li totiz ddna funkce analytick4:

Yy=ay+az+ ax*+ ...
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a je-li funkce k ni inversni opét analytickd:
x=0b,+ by + bgy®+ ...

kde dosadit za # do rozvoje dané funkce, uspofidat Fadu
podle mocnin y a poloZit viechny koeficienty této Fady
rovny nule s vyjimkou koeficientu pfi y, ktery je roven 1.
Timto pouzitim véty 2,4 uréime postupne b,,, bl, by ...
Zdiraznuji znowvu, Ze predchoz1 postup je moiny jen za
predpokladu, Ze inversni funkce je analytickd. —— Na exis-
tenéni otdzku, kdy je inversni funkce k analytické funkei
opét funkce analytickd, odpovid:i véta:
(V. 2,13.) Budiz
y_ala:—{—azxz—}—asr’—i- o F 0,
analytickd funkce. Pak existuje jistj interval proménné y
(— &, + &) takovy, e v ném existuje inversni funkce k dané,
je analytickd a md rozvoj ve tvaru:
1
z=">by+ by*+ byy®+ .. b_a—
1
Privé popsany postup pro vypodet koeficientd rozvoje
inversni funkece je pfili§ pracny a proto se ho uziva ziidka.
Obyéejné volime tuto cestu: protoZe existence rozvoje in-
versni funkce je za danych pfedpokladii zarutena podle
véty 2,13, stadi vypoéitat koeficienty Taylorovy rady podle
véty 2,8. Pii tom uzivime vztahu mezi derivaci dané funkce
y = f(x) a inversni funkce, z = @(y), ktery se odvozuje
v infinitesimilnim pod&tu; plati totiz:
]
D.f(#) = ——.
</ Dyply)
Podrobnéj$i vysvétleni poddvi
priklad 2,13. Derivace viech ¥4dd funkce y = e — 1 jsou

D, e? — 1) = e~
ProtoZe funkce y — ¢* — 1 spliuje pFedpoklady véty 2,13,
m4 inversni funkci analytickou; jeji derivace je
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Dyp(y) =el, = l—i—y
Druha derivace je:

D) = — oo
tieti:

1
D,® =2. :
v p(y) T+ ¢

obecné n-td:

1
D, —_(— 11 —1) —
py) = (— U o= D)l o
Hodnota této derivace v bodé y = 0 je:
D,Mgp(y) = (— 1)*~! (n — 1)!
Dosadime-li do Taylorovy fady, dostaneme fadu logarit-
mickou. .

Cvitenl 2,32. Najd&te rozvoj inversni funkece k funkei -

y=(4+z)*—1.

2,12. Funkce goniometrické a cyklometrické. Na piikladé roz-
vinuti goniometrickych funkei v fady uk4zi jinou metodu,
jak lze takové rozvinuti provésti. V odst. 2,7 bylo feéeno,
ze Taylorova fada predstavuje rozvoj dané furkce, jestliZe
jisty vyraz, t. zv. zbytek, konverguje s rostoucim » k nule.*)
Tento zbytek je din na pf. vyrazem

@@,
n!

n =

Uréime vyraz R, pro funkei y = f(z) = cos z. Derivace

jsou:

D, cosx——sm:v D,® cos x = — cos z, D, ® cos = sin z;
D,® cos z = cos z;

ddle se zfejmé opakujf, plati tedy

*) Viz citované udebnice diferencidlniho podtu.
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D Mcosz =D 9cosx =D, cosz =...=cosz*

DMWcosz =D, D cosz =D, Mcosz =... = —sinz
D,®cosz=D;Pcosz =D, 1D¢cosxr=...=—cosz
D®Mcosx =D, Mcosz =D, Weosz = ... = sin z.

Je tedy zfejmé& pro kazdé n a x:
|D™ cos 2| < 1,
t.§.
lim B, = 0 pro ka?dé z.
f—o

n .
Podil f_zi totiz konverguje k nule s rostoucim =, jak je patrno

@ 43

z konvergence fady Z

V bods z=0 ma_u denva,ce kosinu (nultou potinaje)
postupné hodnoty 1,0, —1, 0|L,0,—1, 0| .. Véta 2,8
ddvé rozvoj

2?2 ozt 2t
cos r = l_é—!+ﬂ'_fi_! +

coZ je viude konvergentni fada ze cvideni 2,3.

caey

Cvitenf 2,33. Ukaite podobnd, %e rozvoj sinu je druhéd fada
ze cvitenl 2,3. '

Méme tedy celkem vysledek:

(V. 2,14.) Goniometrické funkce sin z, cos x jsou analytwké
“jejich Taylorovy fady jsou:

2 x4t

cosr=1— 2'—{——.—&—}—...,
T 3 b a7 (29)
sinz = 11 §+5_ﬁ

Poloméry konvergence obou fad jsour = co.

*) D(? cos z piii misto cos z.
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Rada pro cosz obsahuje jen mocniny proménné z se
sudym exponentem, fada pro sin  jen s lichym exponentem.
Nahradime-li v obou faddch proménnou z veli¢inou — z,
dostancme zicjmé zndmé vztahy:

cos (—zx) =cosz
gin (—z) = —sin z.

Plati-li pro funkei f(— x) vztah f(x = f(x) pro vechna z
v oboru, kde je definovadna, nazyvi se sudd; plati-li vztah
f(— z) = — J(z), nazyv4 se lichd. Je tedy cos z sudd funkce,
sin z lichd. Je-li sudd resp. lichd funkce rozvinutelnd, jsou
jeji rozvoje podobné jako u cos z resp. sin z; t. j. vyskytuji
se v nich jen mocniny x s exponenty téZe parity. DokaZte!

Rovmnice (29) se hodi pfi malém 2z (pozor: z je ihel v mife
obloukové!) pro vypofet hodnot goniometrickych funkei,
nebot rychle konverguji. Nevyhodoun je, Ze alternuji. —
Rozvoj funkce tg z, sec x lze ziskati z fad (29); vyhodnéjsi
metoda neZ prosté déleni je zaloZena na sloZité¢jsich Faddch.
Funkce cotgz, cosecx nejsou analytické (v okoh bodu
z = 0). Pro&? ‘

Cvitenl 2,34. Urtete pro z = 1 hodnoty cosz, sinz z fad (29)
a odtud dhel z v mife stupiiové (z < 60°).

2,35, S pouzitim Fad (29) dokaite souttovy vzorec
sin (z, + x,) = sinx, cosz, + cos z, sin z,.

2,36. DZlenim potenZni fadou najd&te rozvoj pro secz (prvni
&tyii tleny); pfihlizejte pfi tom k faktu, Ze sec z je funkce sudd.

Podle véty 2,13 je arcsina funkce analytickd v okoli
bodu 0. Koeficienty rozvoje uréime podobné takto:
Plati:

Dz arcsin z = ————.

Rozvineme pravou stranu podle binomické fady (x = — §):
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1
Dza.rcsinz.——l—}-— 2+‘)_ x4+

&

1.3.5
5 3 8%t 30
Polomér konvergence této fady je » == 1.
Integrujeme-li rovnici (30), vyjde:
1 =0 1:3 x® 1.3.5 a7
T 3tsa s toae 7t

Jeito arcsin 0 = 0, je integrani konstanta k =- 0. Jelts
jednodussi je odvozeni rozvoje pro arctgz. Tato funkee,
jakoZto inversni k analytické funkei

tgx = + a;2® + azx® +
(tg = je funkce lichd!), je také analyticka. Plati:

arcsinx = k +

1
] —a? L gt 8 .
T = l—a2 4 2f —a8 |
integraci (k = 0 z téhoZ diivodu jako u arcsin x) vyjde:

z 3 28 7
T_§+g—7+.... (31)

D, arctgr =

arctg x =

Také tato fada mé polomér konvergence r = 1.
Oba vysledky shrneme ve vété:

(V. 2,15) Rozvoje cyklometrickyjch funkci arcsin z, arctg

jsou: rr

—
I bt
MM
On

+

arcsin r =

+

Mlb—'
ol e
ol 8§,

+ ...

(=7}

<Y,

23
23

(3]

4.
arctgx:ﬁ—x—a-{—x—ﬁ—z—,—{—....
1 3 5 7
0bé fady majt polomér konvergence r = 1.

Rada pro a,rctga: konverguje podle Leibnizova kriteria,
pro alternujici fady i pro z = 1; jeji soudet je podle Abelovy
véty 2,11 arctgl = }n. Dostaneme tedy vzorec:

iﬂ=l—%+-§—++_..'
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nazyvany formule Leibnizova. K vypoétu é&isla m se tato
formule nehodi pro pomalou konvergenci fady. TotéZ plati
i o fadé, kterou dostaneme z rozvoje funkce arcsin z pro
xz = 1. Také tato fada konverguje — jak lze dokézati —
a jejf soudet je arcsin 1 = 4. Plati tedy:

T 1 1 1.3 1 1.3.5 1
2 33t sa s taae T

K numerickému vypodtu (’Sisla. 7 uzivame tohoto postupu:

Do fady (31) dosadime z = + & vypodteme piisluiny
dhel x = arctg 4. Piisludnd fada dosti dobfe konverguje;
prvnich 6 &lent d4 dhel &« piesnd na 8 desetmnych mist.
Dile zavedeme ihel § = 4x — }=; tento thel je velmi maly;
podle zndmého vzorce vypolteme

tg B = tg (4x — i) = yi5
Plati tedy:
1 1 1

ﬂ=arctg§@-=-2ﬁ—§.2—@+,

tato fada konverguje velmi dobfe. Cislo m je pak déno
rovnici
T = 4(40 — ).

Cvitenl 2,37. Provedte naznafenym zpisobem vypotet &fsla =
na 7 desetinnych mist.

2,38. DokaZte, %e funkce cotgx — -::— je analytick4.

Névod: dosadte cotgz = :Tc:_: a nahradte sin z, cos z Fadami

2,39. Doka?te, %e funkce log, 9_1;_9: je analytické.
Névod: poutijte vztahu:

I B, sl:z = f(cotgz—%) dz. (32)
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Pozndmka: ProtoZe plati rovnice

log,sin z = log, = + log. S"; 1:’

Ize z rozvoje funkce (32) odvoditi rozvoj, dileZity pro nu-
mericky vypotet logesin z.
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