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2. PROSTOROVY DUKAZ PLANIME-
TRICKYCH VET

2,1. vita Desarguesova.?) Tato v&ta pravi: Jsou-li dva troj-
ihelnfky v takové poloze, Ze spojnice dvojic sdruZenych
vrcholét prochdzeji jedinym bodem, protinaji se dvojice
sdruZenych stran v bodech, které leZ{ na jedné pi¥imce, a na-
opak. V8ta mé zvldStn{ theoretickou dileZitost v soustave
axiom@ pfi biddédni o zdkladeth geometrie a jest zdkladni
v&tou synthetické geometrie rovinné.4) Jeji planimetricky
dikaz vyZaduje pomocnych v&t o pFidkidch trojihelnika
a délicich pomérech, kdeZto prostorovy ditkaz je velmi jedno-
duchy.

PovaZujme na obr. 3 spojnice AA4’, BB’, CC’, dvojic sdru-
%enych vrchold trojihelniki ABC a A'B’C’; které prochdzeji
bodem O, za primét, at rovnobéiny nebo stfedovy, t¥ hran
trojhranu s vrcholem O, trojthelniky pak ABC a A4'B’'C’ po-
vaZujme za primét Fezli dvou rovin s trojhranem. Pak musi
prisediky sdruZenych stran fezd, t. j. body I = (BC, B'C"),
Il = (CA,C’'A")alll = (AB, A'B’)lezeti v jediné pfimce o,
nebof ta je priimétem prhsednice obou rovin seénych. Pro
né8 planimetricky dtvar jest pfHimka o osou perspektivnosti
a bod O stfedem perspektivnosti danych trojihelniki, které
jsou v perspektivn{ poloze.

Z téZe prostorové interpretace plyne i obrdcend véta.

Kdyby byl bod na p#. III ub&inym bodem, &ili kdyby
sdruZené piimky AB.a A’B’ byly spolu rovnobéZné, byla by
i osa o s témito pfimkami rovnobéinéd, jak plyne opét
z prostorové vlastnosti priiseénice rovin (ABC) a (4'B'C’).
Zvlastni piipad nestane, jestlize jsou dvé a dvé sdruZené

3) Viz pozn. 4 na str. 25 M. rov. k.

4) Viz D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin.
1913, kap. V.



‘strany trojuhelniki rovnob&iné; osa o se stane tb&inou
piimkou, takfe musi byti spolu roviob&Zné i strany tieti
dvojice. Trojihelniky jsou pak homothetické. Jiny zvld&tnl
pfipad dostaneme, bude-li stfed perspektivnosti v nekoned-
nu; trojihelniky budou ve vztahu perspektivni afinity.
Koneéné bude-li soudasné také osa o v nekonednu, budou
trojuhelniky perspektivné shodné. Vztah trojuhelnikd v per-
spektivni poloze vyznatené na obr. 3, kdyZ stied O i osa o
jsou v konednu, nazyvi se perspektivnt kolineace.

Pozndmka. Na obr. 3 jevi se opét zvld&tni uspofddéni sku-
piny 10 bod# a 10 piimek. Snadno lze seznati, Ze kterykoliv
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Obr. 3. Vata Desarguesova — obraz rovinnych fezii na trojhranu.
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bod obrazu lze povaiovati za stfed perspektivnosti dvou
trojihelnikil, pfi em? patii k némi jedind pimka jako osa
perspektivnosti; na pf.: stied I, trojihelniky BB'III a
CC'I1, 0sa OAA’ a pod. Dospivéme ke konfiguraci (10,, 10,),
kterd se nazyva konfigurace Desarguesova. Znaé&i se nékdy
kritece symbolem (10,), nebot kazdym bodem prochdzeji
3 pHmky a kazdé pfimka obsahuje 3 body konfigurace.

Uloha 4. Dokate prostorovd v&tu: Maji-li ti trojihelniky v roving
spoleény stied perspektivnosti, pak vzniklé t¥i osy perspektivnosti t¥i
dvojic trojihelnikt se protinaji v jednom bhod8. Vzniké konfigurace
(20,, 15,), zvané Hessova.b)

Uloha 5. Podobnd doka¥te tuto vétu: Jeou-li v roviné t¥i tropihel
niky 4,B,C,, A;3B,C,, A,B;C, tak poloZeny, %e prisluiné t¥i strany
A,B,, A,B,, A3B; atd. se vidy protinaji v jednom bods, tedy celkem
ve tfech bodech, které jsou na jedné piimece, pak lezf pisluiné t¥i
sttedy perspektivnosti také na jedné pfimce. Konfigurace (15, 20,).

Uloha 6. Dokaite vétu: Jsou-li dva trojuhelnfky (obrazce) homo-
thetické k tfetimu, jsou i spolu homothetické; tii stfedy homothetie
t# dvojic trojihelntki le#i v jedné pHmee. [ZvlsStni pHipad predohs-
zejfef vaty.]

Uloha 7. Zvolte t¥i rovnobdzné usetky, povaZujte je za homothe-
tické pramdry t¥{ kruznic (vidy podle dvou stfedli — vnaéjstho a vnit-
niho) & dokaite pak prostorov® vétu Mongeovu.?) [T¥i dané vselky
povatujte za prl'l.mét poboénych hran trOJbokého hranolu, ne kterém
jsou trojiihelnikové fezy.]

2,2, Vita Pascalova. KuZelosedka je, jak zndmo, urééna péti
svymi body. Vztah mezi Sesti body kuZelosedky vyjadfuje
véta Pascalova: V Sestiihelniku do kuZelosetky vepsaném
protinaji se tfi dvojice prot&jdich stran v bodech leZicich na
jedné piimce, t. zv. pfimce Pascalové. Je to zdkladni véta
projektivni geometrie pro kuZeloseéky; planimetricky se do-
kazuje uZitim véty Menelaovy?) a prostorové mozno ji dok4-

5) Podle geometra Hesse (zemiel 1874). Viz té% Lit. V, odst. 64.
%) Viz GV, str. 116.

- 7) Pritka A ABC, kterd neprochéz{ z4dnym jeho vrcholem, pro-
tind jeho strany v bodech A4’, B’, C’ tak, %e vidycky plati (4BC’) .
.(BCA") .(CAB)Y = 1.
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zati z vlastnosti povrchovych ptimek rotaéniho jednodilné-
ho hyperboloidu.®)

Za tim tlelem pfipomenme si nejprve hlavni vlastnosti
povrchovych p¥{mek rotadniho jednodilného hyperboloidu.
Tato plocha vznik4 bud rotaci tvofici hyperboly % kolem jeji
vedlej§i osy anebo otdéenim piimky p kolem osy o, kterd je
s pfimkou p mimobé&Znd. MiZe téZ vzniknouti rotaci pfim-
ky ' kter4 je s pfimkou p soumérné sdruZena podle libovolné
roviny ¢, proloZené osou o. Pi{mka p vytvof{ otd&enim jednu
soustavu povrchovych pfimek plochy a pfimka g druhou
soustavu. KaZd4 pFimka p prvé soustavy protind kaZidou
piimku ¢ druhé soustavy, protoZe lze vidycky sestrojiti
osou o rovinu soumérnosti ¢ zvolenych piimek p a g, které se
prévé v ¢ protinaji. Rovina uréend pifimkami p, ¢ je teénou
rovinou hyperboloidu v bod8, ktery je v priiseéku piimek
p, 4. Piimky téZe soustavy jsou vSak vzdjemn& mimobé&Zné:
kdyby se totiZ protinaly, muselo by se to stiti na ose rotace
o, ale pak by nebyly ani pfimky p a osa 0 mimobé&Zné. Vede-
me-li osou o rovinu o rovnobéznou se zvolenou pifmkou prvé
soustavy 1p, jest pfimka !¢ druhé soustavy, kterd je s 1p sou-
mérné sdruZend podle roviny o, s touto pfimkou rovnob&-
nd: existuji tedy na. ploe dvojice piimek rovnobéinych,
vidy jedna p¥imka dvojice z prvé soustavy a druhd piimka
z druhé soustavy; rovina uréend pi{mkami 1p,lq dotykd se
hyperboloidu v ib&%ném bodé t&chto pfimek. Rotaci této
roviny kolem osy o dostaneme viecky moZné takové tedné
roviny hyperboloidu a ty obaluji asymptotickou plochu
kuZelovou, kterd je vytvofena také otdéenim asymptot tvo-
Hei hyperboly & kolem osy o.

Zvolme nyni primétnu kolmou na rovnob&Zzné povrchové
piimky 1p, l¢ a mysleme si libovolnou rovinu 1p, protinajic
hyperboloid v kuZelosetce k. Orthogondlnimi priméty pH-
mek 1p, 1g jsou body 1p,, 1q, (obr. 4) a primétem kuZelosedky k

8) Peleiiv dikaz; viz 8l4nek J. Klimy v Rozhledech mat. pﬂrodov o
rod. IT (1923), str. 38.
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jest kuZelosedka %, prochﬁzejici body 1p,,1g,. Priiméty viech
pHmek prvé souﬁta,vy jdou bodem 1¢,, a prﬁméty vSech p¥i-
mek druhé soustavy bodem 1p,. Tak dvé pHmky 2p, 3p prvé
soustavy a dvé pi{mky %q, 3¢ druhé soustavy maji na obr. své
primé&ty 2p,, 3p, prochézejici !¢, a priméty 2g,, 3q, prochize-

v,

9

Obr. 4, Vita Pascalova — obraz rovinného fezu e pHmelk rotatnfho
jednodilného hyperboloidu.

jici 1p,. PHmky ?p o %q, jakoZto dv& miznobéiky, urdujf ro-
vinu 2g a podobné pfimky 3p a 3¢ stanovi rovinu ’g. Oznadf-
me-li primé&ty prﬁseéikl"l piimek 2p a 3p s rovinou !p kuZelo-
setky k &islicemi 3, 4, jsou tyto body v priseéicich 2p1 a pl
8 ky; podobné také prﬁméty prisedikd piimek “q a q 8 rovi-
nou g, body 2 a 6, le#i na ¥q,, 3¢, a k,. A nynf je spojnice 23
primétem priiseénice rovin g, 1g, spojnice 56 priimé&tem pri-
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se¥nice rovin 3p,1p a déle spojnice prisedikd 117, I . dvojic
piimek 2p, 3¢, resp. %p, %, je priisednici p rovin 2%g, 3. Tyto
tfi priiseénice rovin *p (: =1, 2, 3) se protinaji v bodé, jehoz
primétem jest bod II. Lezi tedy body I, II,III na jedné
piimce p,, kterd je Pascalovou pfimkou pro &estiihelnfk
123456, jehoi vrcholy 1,4 jsou v bodech !p,, resp. 1g,, aktery
je vepsin kuZelosedce k,. Jeji body I,1I,1II urdujeme
vhodné podle tohoto schematu

12.45=1 l
23 . 56 &= II p
34.61 = III|

A ka¥dou kuZelosetku k,, prochédzejici body 1, 4, miiteme
povaZovati za primét kuzelosedky %, kterd naleZi zvolenému
hyperboloidu, nebot promitaci vélcové plocha obsahujici k,
m4 s hyperboloidem spole&né dvé jeho pfimky !p a lq, takze
zbyvajici &¢dsti pronikové kiivky obou ploch je kuZeloseé-
ka k.

Zvlastni piipad Pascalova Bestithelnika nastane, jestlite
degeneruje kuZeloselka k, ve dvé pimky %, 2k (obr. 5).
Zvolime-li na % tfi libovolné body oznadené 1, 5, 3 a na 2k
body 4, 2,6, protinaji se pislusné dvojice piimek podle
Pascalova schematu ve tfech bodech I, I1, 111 na pHmce p.
Dospéjeme k zvldstni vété Pascalové, kterou znal jiz ale-
xandrijsky geometr Pappus (okolo r. 300 po Kr.). V projek-
tivni geometrii nazyvd se pfimka p osou projektivnich bodo-
vych fad na piimkach %, 2k nebo téZ jejich direkéni osou
a slouZi k sestrojovani sdruZenych bodi téchto Fad.?)

Pozndmka. Na obr. 5 jest sestrojeno celkem devét pFimek
a ka%d4 pfimka obsahuje t¥i body; je zde také 9 bodi a ka%-
dym bodem prochédzeji 3 piimky. Vznikd zde konfigurace,
zvand Pascalova, jiZ ndleZi znak (9,). Kterdkoliv piHmka

?) Viz Lit. ITI, str. 12.
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obrazce je Pascalovou pHmkou pro urditou dvojici pHmek,
které predstavuji degenerovanou kuZelosedku,

Uloha 8. Dokaste pi-ostorové vétu obsaZenou v obr. 6. Jak nutno
voliti zde rovinu 1p? [Rovina !¢ je tetnou rovinou hyperboloidu.)

Uloha 9. Jakou zvléstni vétu poskytne obr. 5, budou-li jednalk spoj-
nice 12 a 45 a jednek spojnice 23 & 56 spolu rovnob&Zné?

Obr. 5. Zvléatnf ptipad Pascalova Sestiihelnika.

2,3. vita Brianchonova. Z Pascalovy véty lze poldrnost{ od-
voditi planimetricky vétu Brianchonovu:1?) V Sestithelniku
opsaném kuZelosedce (kruZnici) prochézeji spojnice tif dvojic
prot&jsich vrcholi jedinym bodem, ktery se nazyvd bod
Brianchoniv. I tuto vétu dokdZeme prostorovou interpretaci
prisludného obrazce, a to pro kruZnici.

10) Viz Lit. IIIL, str. 21 a 35.
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Mysleme si danou kruZnici % (obr. 6) jako prvni obrys
rotaéniho jednodflného hyperboloidu, jehoZ osa je kolmé
k primétné. Pak miiZeme tedny kruZnice %, oznafené na obr.
dslicemi 1, ..., 6, povaZovati za priméty Sesti povrchovych
pfimek nadi plochy. Pimky plochy 1,3, § necht naleZeji

Obr. 6, V&ta Brianchonova — obrys a obrazy pfimek rotaénfho
jednodflného hyperboloidu.

jedné soustavd povrchovych piimek a pimky 2, 4, 6 druhé
soustavé, takZe jsou mimobé&’né vlechny liché mezi sebou
a také viechny sudé mezi sebou, kdeZto ka%d4 lich4 protind
viechny sudé. Pi{mky I a £ urduji tedy rovinu lp, 2 a § ro-
vinu 2g, 3 a 6 rovinu 3. Prisenice rovin g, 20 mé pak prii-
mét v piimce I, jeZ spojuje prised{ky dvojic piimek 1,2 a
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4, 5. Podobng prﬁseémce rovin 2p, 3 m4 prim&t v:pfimce
II= (2.3;56.6) a prﬁseémce treti dvojice rovin 3@ 1@
v piimce I1I = (3. 4; 6 . I). A prim&t prisedfku t¥ rovin fp,
(# =1,2,3), jest bod B, priisetik priimétd onéch-ti priseé-
nic I, II , I11, a to bod Brianchoniiv. Schema, uréujic{ pfim-
ky I, ..., III a bod B, jest toté% jako schema pro Pascalovu
pfimku v odst. 2,2.

Obr. 7. Zvlastnl piipad vty Brianchonovy.

Véta plati oviem pro kufelosetky viibec, coZ plyne ze st¥e-
dového primétu obrazce 6.

X zvléstnimu pipadu véty Brianchonovy dospéjeme, zvo-
lime.li degenerovanou kuZelosedku, t. j. kuZeloselku, kterd
se rozpadd v dvojici boddt U, ¥ (obr. 7):11) Vedeme-li bodem
U tfi libovolné paprsky a oznadime-li je é&islicemi 1;3,4
& bodem V podobné tfi paprsky 2, 4, 6, pak prochézejf t¥i

11) Kuzelosetka je vytvofene svymi tenami jako jejich obalka,

& rozpadA-li se v dvojici bodu, tVOi'i teény dva paprskové sve.zky se
sttedy U, V.

Sv. 47-2 117



spojnice. I, II, IIl présed{kd pisludnych dvojic paprskd
1 a% 6, sestrOJenych podle naSeho schematu, jedinym bo-
dem B,

Pozndmka. Vita vyjadfujici vlastnost obr. 7 je dudlnil?)
k zvlditni v&t& predohdzejicitho odstavce a souhrn deviti
piimek a deviti bodd tvoi{ zde opé&t konfiguraci (9;), dudlni
ke konfiguraci Pascalové: Kterykoliv bod je Brianchonovym
bodem pro uréitou bodovou dvojici, a to vidy jedinou, kterd
pfedstavuje degenerovanou kuZelosedku.

Uloha 10. Dokaite prostorové zvlistni vétu Brianchonovu obraz-

ce 7. [Povaiujte hody U, V za orthogondlnf priméty dvou rovnobéz-
nych piimek hyperboloidu do roviny k nim kolmé atd.]

12) Princip duslity platf v projektivni geometrii pro rovinné
utvary tak, e si bod a pfimka pFisludeji dudlnd. Z platné véty jedné
dostaneme dudlnf{ vétu rovndZ platnou, nahradime-li ve vétd prvé
prvky e litvary v nf ee vyskytujicf prvky a ﬁtva.ry duAlnimi. Blizd
poulenf viz ne p¥. Lit. V, str. 515 a n.
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