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6. STEREOGRAFICKA PROJEKCE

N

Jind transformace rovinnych dtvart v prostorové iitvary,
které lze také pouiti k feSeni planimetrickych tloh, je t. zv.
stgreografickd projekce.

PFi nf ptifadujeme k dtvarim roviny z dtvary kulové
pPlochy x tim zptsobem, %e na plochu » promitdme ttvary
lezici v = z bodu, zvoleného na plofe x v jednom krajnfm
bods jejiho priiméru, ktery je kolmy k x.

Zvolime-li plochu kulovou x jako na obr. 40 tak, aby se ro-

Obr, 40, Dv$ vlastnosti stereografické projekce (dikaz).
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viny = dotykala v bodé @, pak promitdme dtvary roviny z na
plochu x z bodu F, ktery je diametrdlné protilehly k bodu G.
‘Bod M roviny = se promitne na » do bodu M, ktery je dru-
hym spolednym bodem promitaciho paprsku FM s plochou .
Ptifadéni bodl roviny & a- bodid kulové plochy je vzdjemné
jednoznaéné s vyjimkou bodu F na % a tbéZnych bogl
roviny 7. Pro¢?

Stereografické projekce obydejné pouZivime k zobrazeni
utvard plochy » v roviné 7 anebo v rovindch s 7 rovnobéz-
nych, kdy dochézime v téchto rovindch k obrazim vzdjemné
homothetickym podle stfedu F, takZie promitdme opadné
utvary kulové plochy do roviny 7, a mluvime pak o stereo-
graflckem primétu kulové plochy do roviny. Takové zobra-
zeni je dasté v kartografii.3®)

6,1. Vlastnosti stereografické projekce. Vsimneme $1 dvou
hlavnich vlastnosti této transformace, a to Ze pii ni pfeché-
zeji kruZnice roviny sz v kruZnice kulové plochy x i naopak
a %e se ji zachovavaji whly transformovanych kfivek a tedy
také vzdjemny dotyk kruznic. Obé tyto vlastnosti dokdZeme
ze stfedového osvétleni kulové plochy,??) jako diisledek zna-
mé pouéky Quetelet-Dandelinovy.

a) Na obr. 40 sestrojime piidorys i nirys naSich ttvard.
Na kulové plose x, kterd se dotykd z v bodé G, zvolme libo-
volny bod M a jim prochazejici a na plose x lefici kruznici &,
jejiZ rovina je kolmd k druhé primétné. Déle sestrojime
stereograficky primét M bodu M z bodu F do primétny =,
t. j. prvni stopnik paprsku FM, a pak odvodime stereogra-
ficky préimét k-krunice k. Povafujme k za mez vlastniho
stinu plochy x pf¥i stfedovém osvétleni z bodu S a sestrojme
tedy bod S jako vrchol kuZelové plochy, kterd se dotyks

38) Viz na pf. udebnici Dg VI—VII.
3%) Diikaz podle K. Pelce z pojednani Véstniku Kral. teské spoleé-
nosti nauk, Praha 1898.
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plochy x podel kruZnice k. Vrené stiny bodd F, G na =,
body F‘,@ jsou ohniska kuzelosetky, v naSem piipadé
elipsy &', meze vrieného stinu plochy x na 7. Jednim bodem

elipsy k' je bod M’, jakoZto vrieny stin bodu M nan. Tetna t’
elipsy &', pililici pfislusny thel pravodi¢d bodu M’, je prvni
stopou te&né roviny kulové plochy v bodé dotyku M, takZe
spojnice Glli? » jakogto pidorys poloméru kulové plochy
jdouctho bodem M, je kolm4 na pimku #'. Spojnice F' M’ je
v3ak prvni stopou roviny (SFJW ) a prochdzi tedy stereogra-
fickym primétem M bodu M, nebot M je prvnim stopnikem
phmky FM.1 jest bod M prisedikem spojnice G, M se 8poj-
nici ' M’, a proto bodem soumérné sdruZenym s ohmskem G,
elipsy %' podle jeji teény t’. Viechny body kruznice k promi-
taji se stereograflcky do bodii, které vyplnuji kruZnici £,
jakoZto geom. misto bodii soumérné sdruZenych s ohmskem
@G elipsy k&’ podle jejich teéen; stied F’ kruZnice k je v druhém
ohnisku této elipsy.

Také naopak: Promitneme-li libovolnou kruZnici £ danou
v 7 stereograficky z bodu F na plochu x», dostaneme kruZnici
k, co% potvrdime tak, %e si myslime promitnuty t¥i body vz
lezici na kruZnici k£ do bod# plochy ». T&mito body na » jest
urdena rovina a jeji Fez s plochou x je kruinice k, prifadéna
stereograficky ke kruZnici k. Plati tedy: Stereografickym pri-
métem kruznic k plochy kulové, pokud kruinice neprochazi
sttedem projekce, jest kruZnice k. Vzdjemné piifazeni kruZnic
kb jest jednoznalné. Stiedem kruZnice k je stereograficky
primét vrcholu kuelové plochy, kterd se dotjkd plochy kulové
podél krufnice k, neboli stereograficky primét pélu roviny
kruznice k. Polomér krufnice k, jak také plyne z nadeho di-
kazu, rovnd se délce hlavnt osy kuZelosedky, kterd je stfedovym
prim&tem krufnice k z vrcholu jejt dotykové kuielové plochy.

JestliZe kruZnice na kulové ploSe prochdzi stfedem pro-
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jekee, pak jest jejim stereografickym primétem p#imka;
vidyt také se stdvd prisluind kuZelosetka parabolou.

b) Rovnost uhla kiivek pfifadénych stereografickou pro-
jekel dok4Zeme z vlastnosti itvarii na naSem obraze takto:
ProtoZe jsou délky teden vedenych z bodu M’ ke kulové
ploe sobé rovny, plati rovnosti: M'M = M'G = M'M.
MizZeme tedy povaZovati bod M za obraz bodu M vznikly
sklopenim tedné roviny bodu M do x kolem jejiprvnistopy ¢'.
JestliZe pak sestrojime v této roving v bodé M jedté jinou
libovolnou teénu Y plochy x, jest jejim sklopenym obrazem
ptimka !, spojnice @M, p¥i ¢emZ je bod @ na ¢’ prvnim stop-
nikem tedny . Ale p¥imka 1 je také stereografickym pri-
métem teény 1, jako byla piimka M M’ stereografickym prii-
métem teény MM’. ‘

Proto dhel, ktery sviraji teény kulové plochy v libovolném
jejtm bod¥, a dhel sevfeny stereografickym primétem téchio
teden jsou stené velké a tim ¢ dhly pfifadénych kfivek.

6,2. Stereografické Fefeni dlohy Apolloniovy. Jde-li o FeSeni
obecné Apolloniovy tlohy v roviné z pro dané kru¥nice %k,
1t =1, 2,3, miZeme pievésti tyto kruZnice stereografickou
projekei v kruZnice % na zvolenou kulovou plochu ». Rozie-
#fme-li dlohu Apolloniovu na plose » pro kruZnice *, dosta-
neme stereografickym promitnutim vysledkd do = vysledné
kruZnice pro dané kruZnice .

a) Konstrukei 1ze pak uspotddati takto: Dv&ma kru¥nicemi
kulové plochy, na pk. 1%, 2k, prolozime dvé kuZelové plochy
druhého stupné s vrcholy V,,, V';,. Kaidd tednd rovina ta-
kové plochy protind kulovou plochu v kruZnici, kters se do-
tykd obou kruZnic 1k, 2k. Sestrojime-li tedy jesté daldi dvé
kuZelové plochy, proloZené dalsfi dvojici kruZnic 3k, 3k,
8 vrcholy V4, V'y5, pak maji na pi. kuZelové plochy s vrcholy
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Vg, Via spolednou kruZnici 'k, takze lze k nim sestrojiti dvé
spoleéné tetné roviny, které jiz stanovi na kulové ploge dvé

kruZnice, dotykajici se vech t# kruZnic ik,

Spoledné teéné roviny dvopc kuzelovych ploch Vigs Viss
Vier Viigi Viigy Vig & V'ia, V'14 poskytnou osm rovin, uréuji-
cich na kulové ploSe osm kruZnic, které fedf Apolloniovu
tlohu na kulové plofe. Z nich lze potom odvoditi stereo-
grafickym promitnutim asm kruZnic v roviné 7, které se do-
tykaji danych kruZnic k.

b) Vhodnou volbou kulové plochy » moino dospéti v =z
k planimetrickym konstrukefm, které ¥esi Apolloniovu
ulobu pro kruZnice ik zplisobem Gergonnovym, Gaultiero-
vym i Fouchéovym,'®) jak ukdzal vztahy prostorovymi jiz
byvaly profesor karlinské redlky F. Machovec.4l)

UkdZeme tak aspoi odvozeni konstrukce Gaultierovy pro
kruZnice % (obr. 41), k nim% lze sestrojiti redlnou kruZniei
orthotomickou k&, (viz M. rov. k., str. 36, obr. 18).

KruZnici %° povaZzujme za rovnik kulové plochy » v =
a promitn&me dané kruZnice ‘¢ na x» do kruZnic * z bodu
plochy x, ktery jest v jejim pélu P. Pfi této stereografické
projekei jsou rovmy kruZnic % kolmé k 7, protoZe k, protins
kruZnice ‘k v pravém whlu. Proto jsou poldry p stiedu P,
kruZnice k° vzhledem ke kruZnicim ¢ pidorysy rovin kruz-
nic % a vrcholy kuZelovych ploch proloZenych dvojicemi
téchto kruZnic jsou body V,,, ... atd., které lezi po tfech na
&tyfech pifmkéch o vroving z; pfimky o jsou toti# osami po-
dobnosti kruznic ik, jak lze snadno odvoditi z prostorovych
vztahii, platnych pro kuZelové plochy, které maji vzdy jednu
kruZnici 'k spolednou. (Srovnej téZ s obr. 11.) Je-li pak na
obr. bod @ priisedikem jedné piimky o = V,,V,3Vy, s rovinou
kru¥nice 1%, tedy v prisedik o s 1p, pak tedny z @ ke kruZnici

40) Viz M. rov. k., kap. 8, odst. B, D, E.

41) F. Machovec: O tiloze Apollonické v deskriptivni geometrii.
P4té vyrotni zprava redlky karlinské 1879.
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ik vedené dotykaji se jf v bodech I, 2, jejichz pidorysy sply-
vaji v bod& T'. A body 1, 2, pfitazené stereografickou projekei
k boddm 1 2 na spojnici PT a na kruZnici 1%, jsou dotyko-
vyml body dvou vyslednych kruZnic, které se dotyka,J{ kruz-
nice 1% prdvé v t&chto bodech. Tak lze sestrojiti i dotykové
body vyslednych kruZnic s kruznicemi 2k, 3.

Obr. 41. Stereogmfick& ditkaz Gaultierova feSeni Apolloniovy tlohy.

Sestrojeni bodd I, 2 shoduje se tplné s konstrukei Gaul-
tierovou, protoZe spojnice PT jest polirou bodu ¢ vzhledem
ke kruZnici %k, nebof stereografickym primétem teden
kru¥nice %, vedenych k ni z bodu @, jsou piimky @1,
resp. Q2.

Ze srovnéni nageho obrazu s obr. 11 pozndvime, Ze ortho-
gondlnim primétem v 7 kruZnic plochy x, které se dotykaji
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kruZnic ‘%, jsou elipsy, které se dotykaji t piimek ‘p a kruz-
nice k° dvojndsobné. Pro nds pfipad kruZnic ‘% ukazuje ste-
reografickd projekce v roviné sz tésnou souvislost tlohy
Apolloniovy, felené pro tyto kruZnice, s tilohou o kuZelose-
kéch, které se dvojndsobné dotykaji kruznice k°.

Pozndmka. MySlenka stereografické projekce kulové plo-
chy vznikla z astronomickych potfeb, vyhodné zobraziti
nebeskou kouli s jejimi kruznicemi. Objevuje se jiZ u Feckého
astronoma Hipparcha (2. stol. pf. Kr.). K sestrojeni map
nebe i zemd pouZil jejich vlastnosti v 2. stol. po Kr. Ptole-
maios v Alexandrii. Ndzev pochézi od francouzskych geo-
metra ze 17. stol. a védecké zpracovéni vlastnosti od slav-
ného M. Chaslesa (1793—1880). Soustavné pak se zabyval
stereografickou projekci W. Fiedler na curyfské technice.

Zobecnéni stereografické projekce dostaneme, nahradi-
me-li kulovou plochu na pf. plochou rotaéniho elipsoidu. Je
obsaZeno v teto vété: Elipsy na plode rotaéniho elipsoidu pro-
mitaji se z vrcholu plochy na rovinu kolmou k rotaéni ose do
kru#nic.4?) Tato véta plati také pro ostatni nepfimkové ro-
ta¢ni plochy 2. st., tedy i pro plochu rotaéntho dvojdilného
hyperboloidu a paraboloidu. I vlastnost plochy rotaéniho
paraboloidu, které jsme v kap. 4 vyu?ili pro planimetrické
konstrukee, jest jen zvlditnim piipadem projekce, pfi niZ
je stfedem promitdni 4béZny vrchol paraboloidu.

Uloha 57. Re3te zvlastni tlohu Apolloniovu (kBB) stereografickoti
projekei a ukaZte, Ze konstrukce je totoZna se zndmou planimetrickou

konstrukei. [PouZijte kulové plochy sestrojené nad rovnikem, ktery
prochazi danymi body a ktery protind danou kruZnici pravouhle.]
Uloha 58. Odvodte planimetrickou konstrukei pro feenf tilohy
(kpB) ze stereografické projekce.
Uloha 59. Jakou vlastnost m4é stereograficky pramét hlavnich

kruznic kulové plochy do roviny jejiho rovniku v n? Sestrojte v n
svazek kruznie, které jsou stereografickym pramétem hlavnich kruz-

42) Dikaz viz v odst. 220 Lit. II1, dil II; jiny ditkaz v Rozhledech
matem. piirodov. XII (1933), str. R 76 v &lanku J. Rohdéka: Elipsy
na neptimkové plode rotaéni 2. st.
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nio kulové plochy. Uréete pak kruZnice této plochy, které maji stereo-
graficky pramét v kruZnioich protinajicich onen svazek pravoihle.
Uloha 80. V 7 jsou dény t¥i kruZnice ‘k, ¢ = 1, 2, 3, které se na-
vzdjem protinajf pga.voﬁh]e. Sestrojte kruZnici, kterd je kru¥nicemi‘k
pilena, pouil]te ji za rovnik kulové plochy » a odvodte stereograﬁcky
kruZnice *k na x. V jaké aférické trojuhelniky rozdéli % plochu »?
Reite pro kruznice % tlohu Apol]omovu prostoronml vztahy.
Uloha 61. Uvnité dané kruznice k jsou dény t¥i bedy; jimi vedte

elipsu dvojnésobné se dotykajici k s pomoci stereografické projekce.
(8rovnej obr. 8.)

Uloka 62. Pro danou kruinici & a tfi jejf seény sestrojte elipsu,
kterd se dotyké téchto seden a kruZnice k dvojnédsobnd uiitim stereo-
grafické projekce. (Srovnej s obr. 11.)
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