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PRVNI CAST

1,1. Spotetnost. Pfirozenymi &sly rozumime &sla 1,2, 3,
4, ... atd. do nekone&na. UZ{vd se jich k poéitdni koneénych
mnoZin. Co to znamen4 na pf., Ze mnoZina M m4 7 prvki?
Znamend to, Ze je moZno prvky mnoZiny M oéislovat pfiroze-
nymi ¢isly od jedné aZ do sedmi (v&etné); pfi tom kazdému
prvku mnoZiny M jsme pfifadili pfesué jedno z éfscl 1, 2, 3, 4,
6, 6, 7; riizné prvky majf riiznd
pfirozend Cisla a viecka &isla 1,2,3, °® °
4, 5, 6, 7 jsme pfi dslovdni uplat- °
nili. Na pf. mnoZina teéek v obr. 1
md 7 prvkd; lze ji totis odfslovatna @ ® o
pf. takto:

Obr. 1.

2 3

¢ 3 & & e
.7 anebo Py

tfeba ° o

[ ) )

$ 5 6 7 6 5

Obr. 2. Obr. 3.

Obecnd fekneme, e mnofina M mé m prvkd, kdy? jeji prvky
lze oéislovat piirozenymi &fsly od 1 do m (véetng). Takové
mnoziny M jsou pravé mnoziny koneéné. Tedy: mnoZina M je
koneénd, kdy% je moZno jejf prvky oéislovat pfirozenymi
&isly od 1 aZ do jistého m (v8etnd); to &slo m se nazyvd podet
prvki mnoziny M. Kaidd konednd mnoZina mé zcela urdity
podet prvkid; neni mozZno, abychom p#i jednom odfslovani
upotfebili &isel 1,2, 3, 4,5, 6,7 a pii jiném oislovdni jedné
a téZe mnoziny M upotiebili jenom &isel 1, 2, 3, 4, 5; &tdme-li
dvakrit po sob& konetnou mnoZinu M, po kazdé tfeba jinak,
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musime obakrdt napodist stejny podet prvki. To je pfesnd
formulovéno a dokdzdno v dodatku.

I n&které nekoneéné mnoZiny mozno poéitat pomoci pfiro-
zenych &fsel. Vezméte na p¥. samu mnoZinu vSech pfiroze-
nych &sel, kterou vidy budu oznadovat N. Pak k odfslovini
prvki mnoZiny N (coZ jsou zde ndhodou pfirozens &isla sama)
arcif nestaéi pfirozend ¢&fsla od 1 aZ do jakéhosi m (véetné);
téch by bylo p#ilis mélo. Abychom oéislovali prvky mnoZiny
N, vezmeme na pomoc pfirozend &isla vdechna. A pak se
oviem odfslovdni hravé povede. Jednidku 1 oéislujeme jed-
nidkou 1, dvojku 2 oéislujeme dvojkou 2, &slo 365 odslu-
jeme &islem 365 a viibec kaZdé éfslo m odislujeme tymz
tslem m. Timto nasnad® jsoucim zpisobem jsme odislovali
celou mnoZinu N; ka?dému prvku mnoZiny N jsme pFifedili
pFesné jedno z &sel 1, 2,3, ... do nekonetna; razné prvky
maji riiznd pfirozend dfsla a viechna &sla 1, 2, 3 do nekoned-
na jsou vyderpéna.

Tento piklad byl pfli§ trividlni. Ted tedy néjaky t&zsi
piiklad. Oznaéime si N? mnoZinu, do které patif prav® viecky
uspofddané dvojice {m; n}, kde m a n jsou ptirozend &sla, na
pi. dvojice {1; 1}, {7; 5}, {2; 1866}, {dva miliony; 366} atp.
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Pfi tom slovo ,,uspofddané* znamend, ze dvojici {7; 5} a dvo-
jici {6; 7} povaZujeme za rizné, tedy pFi dvojici {m; n} zdleii
na tom, Ze m piSeme napfed a n potom; {n; m} je obecnd jind
dvojice. Nyni si napifme tabulku prvki mnoZiny N2. V prv-
nim f4dku budou viecky dvojice {1; n}, v druhém budou dvo-
jice {2; n} atd. (obr. 4).

V ne&f tabulce jsou sepsany pr4vé viechny prvky mnoZiny
N2 a 24dny neni v tabulce dvakrdt. Pro jednoduchost si ta-
bulku oznaéme schematem tedek

[ ] [ [ ] [ ] ® ®
® [ ] [ J [ J [ J [ J
. I ° ° . e do nekoneéna
[ J [ ] [ ] ® o [ J
[ J [ J [ J [ ] [ [ ]
do nekoneéna
Obr. 5.

Ted si ukd%eme, %e mnoZinu N? je moZno odislovat privé
viemi pFirozenymi &isly. Cislujeme jako na obrdzku 6.

Popis. Od kazdého prvku v prvnim fddku jsme si tedy
vedli paprsek nalevo doli (odchylky o 45 stupiiéi od vodorov-
nych Fidki). Zadali jsme nahote vlevo a ili po paprsku, do-
kud to &lo. A% jsme vyderpali véecky tetky na jednom paprs-
ku, pfikrodili jsme k nejbliz§imu paprsku napravo. Tfm zph-
sobem pokradujice do nekonedna jsme o&islovali viecky tefky
v schematu a spotfebovali jsme postupnd vSecka pfirozend
tisla.



Vezmeme-li nyn{ zase na misto schematu s teZkami pii-
vodnf tabulku mnoziny N?, dostdvime odfslovéni mnoimy

N2 pomoc{ vech ptirozenych é&isel.

Mnoiina N? dd se tedy olislovat pomoct (vdech ) pfirozenjch

&isel.

Vsimnéme si jeitd jedné vEci. Bud M n&jaké mnolina,
zeela libovolnd (nemusi to byt mnoZina N2), jenom to o nf
budeme piredpoklidat, Ze jejl prvky moZno psdt do sche-

matu tvaru:
L [ L )
[ ] * [ ]
o [ ] [ ]
[ ] L ] L J
® L ] [ ]

do nekonena
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Pak podle obrdzku (7) je zase moZno mnotinu M ofislovat
pomoct vdech pFirozengjch &isel; je to totiZ dplné totéZ jako
tomu bylo u mnoziny N2,

Poulku 1. Daji-li se proky néjaké mnofiny psdt ve schematu
tvaru jako v obr. 7, pak je moZno tu mnofinu oéislovat pomoct
(vdech) pFirozenych &isel.

Tato poudka vede k zajimavym diisledkim. Oznaéme N?
mnotinu viech uspofddanych trojic {m; n; p}, kde m,n a p
jsou pfirozend &fsla; takové trojice jsou na pf. {I;2; 3},
{8; milion; 365}, {3; 2; 1} a podobné. Na pofddku é&lend tro-
jice zase zdlez{. Takovou trojici, tfeba {5; 365; 122} miZeme
si myslit rozloZenu na prvnf élen 5 a dvojici {365; 122}. A na.
opak ten prvnf &len 5 a dvojice obou dalsich élent {365; 122}
ge sloZi pravé v tu trojici {5; 365; 122}. Misto trojic {m; n; p}
moZno si tedy myslet dvojice {z; y}, jichz prvni &leny jsou
prvni &leny nadich trojic, t. j. £ = m a druhé &leny jsou dvo-
jice utvofené z obou dalsich é&lent, t. j. y = {n; p}. Tedy
v-{z; y} je z pFirozené &slo a y je prvek mnoZiny N2. Ale jak
uZ vime, moZno prvky mnoZiny N2 oiislovat; ten prvek,
ktery md &slo m, oznaéme y,.. Tedy ,, ¥, ¥s, - .. do neko-
neéna jsou pravd prvky mnoZiny N2, katdy jednou. Pak mno-
Zinu N? moZno psdt v tabulce

fio (1o s (0 : Ol f1d: OO 2 0 o

Rl lon] i o] if2u] i o
ﬁ#iﬁd:{&#;@};pﬂi ° ° o do nekonecna

g L L] L] [ ] [ ] ] ®
o e [ [ ] ) ® ) ®
do nekoneéna
Obr. 8.
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co% je pravé schema jako v obr. 7. Tedy podle poutky 1
umime 1 mnoinu N3 oéislovat pomoct (vdech) pfirozenijch Hsel.

Uplné stejné uvazujeme d4l. N* bude mnoZina viech uspo-
Fidanych &tvefic {m; n; p; ¢}, kde m; »; p & q jsou piirozens
¢sla. Ctvefici {m; n; p; ¢} moino si myslit sloZenu z &sla m
a trojice {n; p; q}, tedy misto naSich &tvefic moZno si myslit
uspofddané dvojice {z; z}, kde x je pfirozené &slo a z je uspo-
Fadand trojice pfirozenych &isel, tedy z je prvek mnoZiny N3.
Vime uZ, Ze prvky z mnoZiny N3 moZno odfslovat pfirozenymi
Haly: z,, 2y, z3, ... do nekoneéna. Dostaneme pak mnoZinu N*¢
v podobé tabulky

ﬁ'z'j i iz} flzf ﬂzJ i [1zf [1,4 ;. »
Lz a2z} f22]: ° ° . .
B2} Bzl 324 (32 324 ¢ o o donekonedna

[ ] [ ] [ J o [} [ ) [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ® '. [ J [ ] [ ]
do nekonecna
Obr. 9.

A to je zase schema jako v obr. 7 a tedy podle poucky 1 umime
t mnoZinu N4 oéislovat pomoct (véech) pfirozenych &sel.
Stejnd bychom mohli uspofddané pétice {m; n; p; q; r}, kde
m; n; p; q & r jsou piirozend &sla, rozloZit na &sla m a &tve-
fice {n; p; ¢;r} a vid8li bychom, Ze ¢ mnofinu N3 umime
oltslovat pomoct (vlech) pfirozenych &isel; pfi tom NB je
oviem mnoZina viech nadich pétic. To si &tendf udéld sém za
cvideni a foté% si udéls tfeba jests pro N® a N7. Kroky, kte-
rymi jsme od N2 pie&li k N?, od N3k N¢, od N4 k NS atd. jsou
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poféd dplné stejné. Vidime tedy, %e bychom mohli pak postu-
povat jakkoliv daleko a stdle by ndm vychdzelo, e mnoZinu
NE umime oltslovat pomoct (vlech) pfirozenych Ssel, at je k
rovno 2, nebo 3, nebo 4 atd., at je & sebe v&tél. Pfi tom N¥ je
oviem mnoZina viech uspofddanych k-tic pfirozenych é&isel,
t. j. skupin % pfirozenych &isel, kde zdleZi na pofadku.

Ted se na moment vratme ke konednym mnoZindm. Méjme
pét véei, na p¥. piimo é&isla 1, 2, 3, 4, 5. Utvofme ted viecky
uspofddané dvojice {m; n}, kde m je jedno z &sel 1, 2, 3,4, 5
a n je jedno z &sel 1, 2, 3, 4, 5. Tedy dvojice si miZeme se-
stavit do tabulky:

{1; 1} {1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {1;5},
{2; 1}, {2; 2}, {2; 3}, {2; 4}, {2; 5},
{3; 1}, {3; 2}, {3; 3}, {3;4}, {3;5}, (*5)
{4; 1}, {4;2}, {4; 3}, {4;4}, {4;5),
{6; 1}, {6; 2}, {6;3}, {5; 4}, {5;5},

kterd mé pét ¥4dkl a 5 sloupoil. Viech nasich dvojic je zase
konetnd mnoho a jejich podet je 52. Obecné médme-li £ prvki,
tfeba nechf jsou to &sla 1, 2, 3, ..., k sama, pak viech uspo-
fddanych dvojie, jichZ &leny jsou nase ¢isla 1,2, 3, ..., k, jest
zase konednd mnoho a jejich podet oznadujeme k2. A ten podet
k2 se nikdy nerovnd k, je vidy v&téf s jedinou vyjimkou, totiz
12 = 1. Definuji: podet prvki mnoziny M je k2, kdy% je
moZno prvky mmnofiny M odfslovat (véemi) uspofddanymi
dvojicemi {m; n}, kde m je jednoz &fsel 1, 2, ..., k a n je jedno
z &gel 1,2, ..., k.

Rovnice 5° = 25 znamend: Je jedno a totéZ, mé-li mnoZina
25 prvlki, nebo 52 prvki, t. j. je jedno, zda ¥islujeme mnoZinu
pfirozenymi &sly 1,2,3,4,... aZ do 25 anebo dvojicemi
{m; n}, kde m a n jsou &sla 1, 2, 3, 4, 5. Vskutku 52 = 25,
nebof moZno v tabulce (*;) nahradit nale dvojice tak, aby
vznikla tabulke, '
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1; 25 3; 4 6
6; 7; 8; 9;10;
11; 12; 13; 14; 15;
18; 17; 18; 19; 20,
21; 22; 23; 24; 25,
a pFi dslovén{ misto dvojic vzit stejnolehld &fsla, na pF. misto
{2; 3} vzit 8, misto {4; 2} vzit 17 a pod. Anebo zase misto
&sel 1 aZ 25 lze pti Sislovdnd uZiti pFislusné dvojice.

Snazme sc délat analogii pro nekone#né piipady. Rikali
jsme, e mnoZina M m4 m prvki, kdy% prvky mnoZiny M bylo
moZno odfslovat &isly 1,2,3,...,m. Tim zpisobem jsme
mohli pod{tat koneéné mnoZiny. Abychom mohli obdobnd
potitat i nekonefné mnoZiny (zatim aspoii nékteré), zave-
deme si novy symbol §,.*) Budeme fikat, Ze mnoZina M, tento-
krédte nekoneénd, m4 8, prvki, kdyZ se ndim povede otislovat
prvky mnoZiny M pomoci viech pfirozenych &isel. Pak té%
budeme &, nazyvat polet proki mnofiny M. ¥, je jakési nové
&slo (e to ovicm nekonedné).

Hofej&i vysledky miZeme vyslovit tedy takto:

KaZ#dd z mnoZin N, N2, N3 atd. md N, prokid.

Ted ale definujme mocniny &sla 8, obdobn k tomu, jak
jsme definovali mocniny kone¥ného &sla. '

Definujeme: Potet prvkii mnoZiny M je 8,2, kdyZ je mo%no
prvky mnoZiny M oélslovat mnoZinou N2, t. j. viemi uspo-
Fidanymi dvojicemi {m; n}, kde m a n jsou piirozend é&isla.
Tedy na pf. mnoZina N2 sama m4d 8,2 prvkid. My ale vime, Ze
N2 m4 &, prvki a tedy

R’ =%

Tato rovnice znamend: Je jedno a totéZ, ma-li mnoZina ¥,
prvki anebo 8,2 prvkd, t. j. je jedno, zda #slujeme mnoinu
phirozenymi &isly, nebo uspofddanymi dvojicemi pkirozenych

*) Cteme jej alef nula.
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&sel. A to je vskutku pravda. Nebot predeviim moZno nafe
dvojice y = {m; n} odislovat ptirozenymi &isly: ¥, ¥s ¥, --.
a misto dvojice ¥, uzit k ¢islovani pifsludného &sla k. Ancbo
zase misto &isla k lze pfi &islovdni uzit piisluiné dvojice y;.
Nebot &ésla k& a piisludné dvojice y, si pfesné odpovidajf jak
jsme ui dokAzali. [Na pf. dvojice v tabulce v obr.4 se
stejnolehlymi &isly v tabulee v obr. G.]

A to je pozoruhodné! Pro jedniZku je jeité 12 = 1; pro
dvojku se viak uZ 22 1i§i od 2 a &im jdeme vyse, tim vice se k2
od k lisf. Posloupnost

12, 22, 33, 42, atd.
sice se v prvnim ¢lenu shoduje s posloupnost{
1,2, 3,4, atd.,

ale ve druhém é&lenu se uZ od ni rozejde a ten rozchod se
zvétiuje, ¢m véti éleny bereme, a to velmi a velmi znaéné,
&im dél vice. Ted by se zddlo, kdyZ pfejdeme od koneénych
&sel 1, 2, 3, ... k nekonednym, z nichZ prvni X, jsme si jiZ za-
vedli, Ze rozchod druhé mocniny oproti &islu samému jestd
jen vzroste. Pravy opak je viak pravdou. Pro prvnf nekoneé-
né &slo N, je druhd mocnina §,2 zase rovna samému &islu ¥,
jako tomu bylo u jednigky. V daldim uvidime, Ze na poéitdni
vech nekoneénych mnoZin nevystaéfme s jedinym &islem 8.
To jde jen u pomérné ,,malych‘ nekoneénych mnoZin. Proto
budeme musit k poéitdni nekoneénych mnoZin zavést mimo
N, jedtd jind nekonednd &sla. A uvidime, Ze pro kazdé takové
nekoneéné éslo a bude a2 = a. Z toho je vidét, Ze k rozlisenf
riznych nekoneéen je naprosto ilusornf zavidét symboly oo,
0%, co? a podobné. Symbol o sdm nevystihl by ten fakt, Ze
je nekoneénych é&isel mnoho; a 02, w0?® atd., nenf zase nic
jiného, nez oo samo. Proto nutno na celou vée jft z jiného
konce.

MnoZiny konelné dohromady s takovymi nekoncénymi
mnozinami, které maji 8, prvkd, jsou t. zv. mnoZiny spodelné.
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Dohodneme se, Ze mezi kone&né a tedy i spodetné mnoZiny
budeme é&itati t. zv. mnoZinu prézdnou, jiz oznadime @. Mno-
zina @ je definovéna tim, Ze nemé viibec Zddnych prvki; je
jen jedna prdzdnd mnoZina. Poget prvk mnoZiny @ oznatu-
jeme 0. Na pf. mnoZina ruskych car, kteff vlddli v roce 1923,
je prdzdna.

MnoZina, kterd neni spodetnd, nazyva se nespodetnd. Dosud
jsme poznali samé mnoZiny spoletné. Zakladatelé theorie
mno#in se jistou dobu domnivali, %e jinych mnoZin nenf.
Brzo véak poznali sviij omyl. A my si v dal§im odstavei uké-
Zeme, Ze skutené jsou nespoletné mnoZiny a to dokonce
i mezi mnoZinami, o nichZ dtendf jiz slySel.

1,2. Nespotetné mnoZiny. V sexté se v aritmetice probiraji po-
sloupnosti kone&né i nekoneéné. Jak se dostane takové po-
sloupnost:

@,, 4y, g, ... do nekoneéna?

Ka%dému pfirozenému &slu & pfiradim jakousi urditou véc
a;; @ je t. zv. k-ty ¢len posloupnosti; a; nemusf byt é&slo,
miiZe to byt véec jakéhokoli druhu; a také nemusi byt ta ay
raezi sebou riznd. Tak na pf. méme posloupnost:

9, Jaroslav Vrchlicky, 365, Jaroslav Vrchlicky, Jaroslav
Vrchlicky atd. Viecky dalsf &leny necht jsou Jaroslav Vrch-
licky. Jest tedy @, = 9, @, = 365 a pro viechna ostatni & jest
a;, = Jaroslav Vrchlicky.

A ted k véci! Oznadme na okamZik M mnoZinu viech po-
sloupnosti, jejichz éleny jsou vidy rovny budto jednidee 1
anebo dvojce 2. Tedy na pf. posloupnosti

1,1,1,1,1, ... (samé jednitky 1),
anebo
1,2,1,2,1,2, ... (stH{davé 1 a 2)
jsou prvky mnoZiny M. MnoZina M ndm bude prvnim pikla-
dem mnoZiny nespotetné. Ze M je skutetns nespodetnd, doké-
Zeme tak, Ze budeme pfedpoklddat, Ze je spodetnd a z toho
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predpokladu odvodime ndjaké nesprévné tvrzeni, nebo roz-
por, protimluv. Pak ale mus{ byti nds pfedpoklad nesprévny,
tedy M nebude moci byti spoetnd, bude tedy nespotetns.
Takové diikazy jsou v matematice velmi obvyklé; jsou to t.
zv. dikazy nepfimé.

Mysleme si tedy (nesprdvnd), e M je spodetné mnoZina.
Pak M mé budto koneény podet prvkd tFebasn anebo mé X,
prvki. Prvky mnofiny M, t. j. posloupnosti

@, Gy, 0y, ... do nekoneldna,

kde a;, je bud 1 nebo 2, se dajf tedy odislovat pomoci pfiroze-
nych &isel, a to budto pomoci &isel 1, 2, ..., n anebo pomoc{
viech pfirozenych &isel. Ty posloupnosti si napiSme do sloup-
oe podle pofadovych &fsel.

a,V, a;(V, a4, ... do nekonedna
je prvni z nich,

a,®, a,®, a,®, ... do nekonena
bude druhé z nich, a podobné dal#f budou

a,®, a,(®, ay®, ... do nekoneins,
a9, a, 9, g, ¥, ... do nekonetna,
atd.

Té&ch f4dki jo n v pHpads, Ze M mé n prvki. V tom pipads
doplnime podet Fidkid na &, tim, Ze jako dalif fddky piSeme
vidy tfeba )

1, 1,1, ... do nekoneéna.

Mé-li M &, prvki, je ¥4dkd uZ samo sebou nekonené mnoho.
Ka%dy fddek je jeden prvek mnoZiny M a vecky prvky mno-
Ziny M jsou tak vylerpdny. A ted kyteny rozpor dostaneme
tak, Ze si sestrojime prvek mnoZiny M, kiery pfece jen v Zdd-
rém fddku napsdn neni.

(Prvky mnoZiny M jsou posloupnosti, tedy celé Fédky.)
Je-li a;® = 1, pak necht b;®) = 2 a je-li af®) = 2, pak necht
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b = 1. Tedy bi® je vidy zase jedno z &isel 1 a 2, ale jiné
neZ a/®. A ted uvaiujme posloupnost

b,M, b,@, b, b, ... do nekonedna.

k-ty &len nadf posloupnosti je tedy b;™®. Cleny b,® na’f po
sloupnosti jsou &sla 1 a 2 a tedy nade posloupnost je prvkem
mnoZiny M. Ale nafe posloupnost nenf napséna v Zddném
fadku:

a,M, a,M, a, V), ..,

a,l(z). a,n(z), aa(z), e

Skutednd neni napsina v prvnim fddku: nebof prvni &len
prvnibo Fddku je ¢,V), kdezto prvni ¢len naii posloupnosti je
jiny, totiZ b,(). Nenf napsdna v druhém fddku: nebot druhy
¢len druhého fadku je a,®), kdefto druhy é&len nadi posloup-
nosti je jiny, totiZ by(®. A obecnd nenf napséna v k-tém Fidku,
nebof k-ty &len k-tého Fadku je a,®, kdefto k-ty &len nadf
posloupnosti je jiny, totiz b_*). Skuteins tedy nade posloup-
nosti nepf napsdna v 24dném f4dku a to jsme chtéli za Gde-
lem dosaZenf rozporu dokdzat. Tedy né$ piedpoklad, Ze by M
byla spoéetné mnoZina, je nesprivny, tedy: MnoZina viech
posloupnostt, jichZ &leny jsou. 1 nebo 2, je nespoletnd.

Methodd, Lkterou jsme ziskali posloupnost b, b®,
by®, ... do nekoneé&na, budeme ¥ikat methoda diagondly. Je
to methoda stejné vtipnd, jako jednoduché. Mame-li sestrojit
posloupnost, kterd nenf napsdna ani v prvém, ani v druhém,
ani v 24dném jiném fddku, délime to takto: Prvni élen vo-
lime jiny, neZ je prvni ¢len prvniho ¥ddku; pak ta posloup-
nost bude jind neZ ta v prvnim Ffddku. Druhy é&len volime
jiny, neZ je druhy &len druhého fddku. Atd. Obecné k-ty &len
volime jiny neZ je k-ty &len k-tého Fddku; pak ta posloupnost
bude oviem jind, neZ ta v k-tém fidku. Nebude tedy rovna
24dnému Fadku. (Pfi tom jsme se oviem musili starat o to,
aby sestrojovand posloupnost ziistala v mnozind M.)

18



Methoda diagondly ndm dovolf dokdzat nespodetnost jisté
znémé a dileZité mnoZiny. Jde o mnoZinu viech redinych
&sel; budeme ji vidy znatit R. Pfedev8im ciframi budu roz-
umét &ésla 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Viimnéme si redlného
&fsla na pf¥. — 365,2222... (samé dvojky); to &islo je urdeno
tfemi vécmi; pfedeviim znaménkem minus —, za druhé ja-
kymsi éislem 365, které stoji pfed desetinnou &drkou a které
je budto nula anebo pfirozené &slo (v nadem pfipadé 365) a za
tketi jakousi posloupnostf cifer, kters stojf za desetinnou ted-
kou, v najem piipadé posloupnostf 2, 2, 2, 2, ... (samé dvoj-
ky). Podobné &fslo + 0,324000... (samé nuly) je urdeno zna-
ménkem -, &slem O pied desetinnou &rkou a posloupnostf
cifer 3, 2, 4, 0, 0 (samé nuly) za desetinnou &irkou.

Shriime: Redlné &slo je uréeno tfemi vécmi: za prvé zna-
ménkem + nebo —, za druhé &islem pted desetinnou &érkou,
které je rovno budto nule anebo je to piirozené &slo, a za
tfeti posloupnosti cifer za desetinnou &drkou. Jestlize za dese-
tinnou &arkou jsou od jistého mista samé nuly, pak je zvykem
ty nuly vynechdvat. Na pf. + 0,324000... (samé nuly do ne-
koneéna) 1ze psét téZ 4 0,324 anebo + 0,32400 a pod. Podob-
'nd —368,000... (samé nuly) je totéZ jako — 368 atd. Dile po-
vaZujeme za totéZz +0,000... (samé nuly), t. j. 40 a
—0,000... (samé nuly), t. j. —0. Tedy + 0 = —O0. Misto 40
¢i —O piSme prosté 0. A je3t& jedna véc. Je-li pfed desetinnou
¢édrkou &islo a a za desetinnou &irkou samé devitky, pak je to
toté%, jakoby pfed desetinnou &irkou bylo &sloa + 1 a za
of samé nuly. Na pf. +15,999... (samé devitky) se rovnd
416,000 (samé nuly) & pod. —37,999... =—38.000...=38.

Podobnd nechf za desetinnou &irkou na k-tém mist® je
cifra ¢ riznéd od 9 a na viech daldich mistech samé devitky,
pek smime nahradit ¢ cifrou ¢ + 1 a na dalsfch mistech psst
samé nuly. Na pk.

+ 15,996594999. .. (samé devitky)

+15,996595000. . . (samé nuly)

se rovnd
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aili
+ 15,996595;
podobné
—368,9875 = —368,9875000... (samé nuly)
e rovnd
—368,9874999... (samé devitky).

Symbolim jako —368,9874999... H{kdme (desetinné) roz-
voje piisludného ¢isla. Vidime tedy, Ze nékterd redlnd &fsla
majf dva riizné rozvoje.

Vzhledem k tomu, Ze je tu privé popsanéd dvojzna&nost,
musifme byt pti aplikaci methody diagondly pon&kud opatr-
néjsi neZ diive. Jde o to dokézati, Ze

R je mnofina nespoletnd.

Postupujeme jako dfive. Mysleme si (nesprdvng), Ze R je
spotetnd mnoZina. Pak R mé budto konedny podet prvki,
ttebas », anebo m4 ¥, prvki. Prvky mnoZiny R se daji tedy
odfslovat pomoci pfirozenych &isel, a to budto pomoci &fsel
1,2, ..., n, anebo pomoci viech pfirozenych é&fsel. Prvky mno-
%iny R napi§me pod sebe a znaménka vynechdvejme; v k-tém
tddku bude redlné &fslo majici pofadové &slo k.

V prvnim #4dku bude &slo

a), ¢,Me,MeyD) .. do nekonedna;
pfi tom é&islo a» pfed desetinnou &irkou je pFirozené &islo
nebo nula a ¢,(V, ¢,(M), ¢;M atd. jsou cifry. Podobnd v druhém
féddku je &islo

a(®, ¢, ey (Dey( ... do nekonelna,
a dal¥f fidky jsou

a®, ¢, dcy(® .., do nekonedna, atd.

Téch tddkt je n v pHipads, Ze M mé » prvkid. V tom piipadsd
doplnime poget f4dkid na ¥, tim, %e v dalsich fddcich piSeme
vidy tieba éislo

0,0000... (samé nuly).
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M4é-li R ¥, prvkd, je F4dkd u¥ samo sebou nekone&nd mno-
ho. KaZdy Fidek je jeden prvek mnoZiny R a vecky proky
mnoZiny R jsou tak vylerpdny.

A ted ten kyZeny rozpor dostaneme tak, Ze sestrojime
prvek mnoZiny R (t. j. redlné &slo), ktery pFece jen v Zddném
fddku napsin nené. Je-li cifra ¢/® rovna jedné, t.j.: =1,
pak necht d/® = 2; v opaéném piipadg, ¢. j. neni-li ¢/®
rovna jedné, necht zase d;® = 1. Tedy d;® je vidy zase
cifra, ale jind neZ ¢/®. A ted si viimn&me ¥sla

+0,d,0d,@d,®d @ ...;
na k-tém mist® za desetinnou &irkou je cifra &,®. A ted bud-
me opatrni! Cifry d;® jsou jednitky a dvojky. Proto to nae
&slo se dé psét jen tim jednim zpiisobem. (Nebot dva zpiiso-
by psani byly mo#né jen tam, kde od jistého mista byly za
desetinnou é&irkou samé devitky anebo nuly.) Mé-li se tedy
nade &slo rovnat né&jakému &slu, musf se s nim shodovat ve
viech cifrich za desetinnou &irkou. Tedy se nafe ¢islo ne-
shoduje s ¢slem
a(l),cl(l-)ca(l)cs(l) .

napsanym v prvaim fddku: nebof prvni misto za desetinnou
drkou v prvnim Fddku je ¢,(1), kdezto u nadeho &sla je jiné,
totiZ d,()). Neshoduje se ani s ¢fslem

a(® ,61(2)(7,(2)03(2) s
napsanym v druhém Fddku: nebof druhé misto za desetinnoun
dirkou v druhém Fadku je c,®), kdeZto u nadeho &isla je jiné,
totiZ d (2.

A obecnd se neshoduje s ¢slem

a® 0, e, Mo, ®
napsanym v k-tém ¥ddku: nebotf k-té misto za desetinnou
darkou v k-tém Fédku je ¢, kdeZto u nadeho &sla je jiné,
totiz d,®.
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Skute&né tedy nalezené &fslo neni napsdno v Zédném Fdd-
ku, a to jsme chtdli za ddelem dosaZeni rozporu dokizat.
Tedy n4§ predpoklad, %e by R byla spotetnd, je nesprdvny,
tedy R je nespoéetnd, coz bylo dokazati.

1,3. Kardindinf &isla. V prvni kapitole jsme si vSimli, Ze
52 = 25 a %e 8,2 = R,. Prvnf rovnice znamenala, Ze je jedno,
mé-li mno#ina 25 prvkid nebo 52, t. j., Ze je jedno, &slujeme-li
néco pfirozenymi &sly 1, 2, 3, ... aZ 25 anebo uspofddanymi
dvojicemi {m; n}, kde m a n je vidy 1 nebo 2 nebo 3 nebo 4
nebo 5. To proto, %e téch &sel 1, 2, ... aZ 25 a nasich dvojic
je stejny podet, t. j., Ze nafe dvojice se daji otislovat pomoci
tisel 1,2,3,...,25. ‘

Upln3 stejnd rovnice ¥y? = ¥, znamenala, Ze je jedno, mé:li
mnoZina ¥, prvkid nebo ®2, t. j., Ze je jedno &slovat pfiroze-
nym1 éisly 1,2,3,...do nekoneéna. nebo uspofddanymi dvo-
jicemi {m; n}, kde m a n jsou pFirozen4 &isla. To proto, ¥ettéch
dsel 1,2, ... do nekonedna a nasich dvojic je stejny podet,
t. j., Ze na.ée dvojice se daji o¥slovat pomocf &isel 1,2, 3, ...
do nekoneéna.

Ted si obecnd mysleme dvé mnoZiny A a B a necht prvky
mnoZiny B se daji odislovat pomoei prvké mnoZiny A. (P¥i
tom nafe mnoZiny mohou byt nekonedné, dokonce i nespo-
tetné.) Je-li C dal¥f mnoZina, pak je Gplnd jedno; uZijeme.li
k slovdni mnoZiny C prvkii mnoZiny A nebo prvkd mno-
#iny B. Zajisté. Mysleme si totiZ, Ze prvky mnoZiny A jsou
jakési ndlepky a prvky mnoZiny B jakési stitky. (To oviem
jen kvili ndzornosti.) Odislovdni mnoZiny B pomoci mno-
ziny A se provede tim, %e kaZdou nédlepku nalepime na p¥i-
sludny &titek. Odfslovdnf mnoZiny C pomocf mnoZiny B pro-
vedeme tim, %e kaZdy §titek (prvek mno%iny B) nalepime na
piisluinou véc z mnoZiny C. Ale na tom 8titku je nalepena
ndlepka, tak’e jsme prvky mnoziny C zérovei oéislovali n4-
lepkami, t. j. prvky mnoZiny A. Ty &titky jsou tam jen pro
parddu. Tedy jsme k &slovini mnoZiny C misto mnoZiny B
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mohli rovnou uZft mnoZiny A. A oviem misto odfslovéni po-
mocf ndlepek jsme stejnd mohli uZit 8titkd, protote o kadém
étitku vime, kterd nélepka na néj patifi. Tedy zase misto mno-
#iny A bylo k slovdni moZno uZit mnoZiny B. Je to vplné
jedno. Tedy:

Dd-li se mnoZina B oéislovat mnoZinou A, je vplné jedno zda
ufijeme k &islovdnt mnofiny A nebo mnoZiny B.

Jestlie dvé mnoZiny A a B jsou takové, Ze je iplnd jedno,
Hsluje-li se mnoZinou A nebo mnoZinou B, mohou-li se p#i
dslovdni vzdjemné zastupovat, ikdme, Ze jsou spolu ekvi-
valenini (rovnocenné). Tedy:

Dd-li se mnofina B oéislovat mnofinou A, pak mnoZiny Aa B
jsou ekvivalentni. Jestlize naopak mnoZiny A a B jsou ekviva-
lentni, pak se mnoZina B dé o¥slovat mnoZinou A. Nebot
mnoZina B se samozfejmé dé odfslovat sama sebou, t. j. mno-
Zinou B. Jelikoz ale je jedno, ¢islujeme-li mnoZinou A nebo B,
mii¥eme mnoZinu B odfslovat také mnoZinou A. Hofejii vy-
sledky shrneme:

Dvé mnoZiny jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdy¥
jedna z nich se d4 odislovat pomocf druhé.

Oznadme N(n) mnoZinu pfirozenych &isel 1,2, ... aZ do
n véetné. Na pf. N(5) m4d prvky 1, 2, 3, 4, 5. Déle je-li B mno-
fina (tfeba i nekoneénd), pak |B| bude podet prvkii mnoZiny
B. Na pf. jsme méli

18] =0, IN(B)| =5, [N] =%, IN?| =x*

Kdy? se dala mnoZina B oéfslovat mnoZinou N, ¥{kali jsme,
e B md |N| (totiZ 8,) prvkil. Obecnd B m4 |A| prvki, kdy? se
dd B otislovat mnoZinou A.

Rovwnice |A| = |B| znamend oviem, Ze jo jedno, zda feknu,
%e n&jakd mnoZina m4é |A| prvki & |B| prvki.

Tedy to znamend, Ze je stejné &islovat mnoZinou A & mno-
%inou B. Tedy: Ze mnoZiny A a B majf stejny podet prvki,
t. j. Ze |A| = |B|, znamen4, Ze mnofiny A & B jsou ekviva-
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lentni, &ili, %e jedna z nich' (kterdkoliv) se d4é otislovat po-
moci druhé.

Podle prvni kapitoly tedy
N2 = [NJ, [N?[ = [N, [N¢ = [NJ

a obecn®

IN¥ = |NI.
Oznad&ime-li obecnd ¥,* podet prvki mnoziny N, moZno peéti
No? = Np» ¥o® = Ry, N = ¥ a obecnd N* = ¥,.

Ctend¥ si sdém uvddomi, e definice mocniny R,?, ¥ atd.
skutednd odpovid4 piislufné definici mocnin »3, n¢ atd. pro
plirozené n.

Symbol |A| oznadujici polet prvki mnoZiny A je jakési
,s8islo*¢ kone&né nebo nekoneéné podle toho, je-li A mnoZina
koneénd & nekonednd. Konelnd z t&ch &sel json 0, 1,2, ...,
zkritka nula a &sla pfirozend. Nebot koneénd mnoZina je
budto prizdné a pak podet prvki je 0 anebo mé «» prvki, kde
» jo pfirozené &islo. Tém &slim |A| Hkédme kardindlnt ésla.
V mluvnici se Fik4 ,,zékladni &ili ,,kardindlni* &slovky slo-
vim jeden, dva, tfi atd., kterd oznaduji polet na rozdﬂ od
tislovek prvni, druhy, ti-eti atd., t. zv. ,,fadovych* &ili ,,ordi-
ndlnich*, které oznaduji potadové &islo. V theorii mnoZin se
zavidéji té% t. zv. &sla ordindln{, jich% pravy rozdil oproti
kardindlnim vysvitne a% u nekone¢nych mnoZin. To viak
pfesahuje rimec knfrky.

- Kardindlni &sla |@], |N(1)], [N(2)] atd. a |N| je zvykem
oznadovat 0,1, 2, atd. a ¥,. V pfedeSlém odstavei jsme po-
znali, e mnoZina R viech redlnych &sel se nedd odfslovat
#4dnou z mnozin N(1), N(2) atd., ani mnofinou N (t{m méné
oviem mnoZinou @). Tedy se nerovnd anil, ani 2, ani 3 atd.
ani ¥, (tim méné ovem nule). Tim jsme dospéli k novému
kardindlnimu &slu |R|, které je zvykem oznadit ¥.*) Pifeme

*) Cteme alef.
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tedy ® = |R|. Cisla %, & & nikterak jedt& nejsou viechna ne-
koneénd kardindlni éisla.

Sna?me se nyni porovnévat kardindlni &isla podle veli-
kosti. Napfed si ozfejmime, 0¥ jde, na koneénych éfslech. Co
to znamend 5 < 7 (8ti: 5 je mensf neZ 7)? Znamend to toto:
M&jme sedm koleéek 0O 00000 a pét kfizkd +++++.
Pak miiZeme &slovat koledka pomoci kifzkd, ale vidy ndm
pfi tom néktersd kole&ka zbudou, aé jsme kifiky spotfebovali

viecky:
O O O O O O O
+ + + + +

nebo tfeba

C 0O O O CO0
+ + + + +

'Néjakd koletka vZdy zbudou. A to sliivko vidy je velmi dd-
le#ité! Vidime to na nekonednych mnozindch. Cislujme totiz
mnoZzinu N touZ mnozinou N, na pf. &sla v zdvorkdch
Uslujme &fsly bez zdvorek. MoZno to udélat rozmanitymi
zpisoby. V nésledujicfch obrézcich jsou é&isla v zdvorkich
oéfslovédna pod nimi stojicimi &sly bez zdvorek. Jedno &fslo-
vén{ je takové:

1) @ @) @ atd
1 2 3 4 atd.
Cislo (n) bylo vidy odfslovéno dislem n.

Nezbylo nic, 24dné &islo v zdvoroce a £4dné &¢islo bez zdvor-
ky. Ale mifeme ¢slovat jinak:
1 @ @) @ atd
1 2 3 atd
&slo (n + 1) bylo odislovéno &islem 7. Cisla bez zdvorek jsme

vypotiebovali viecka a pfes to jedna zdvorka zbyls, totiz (1).
Dokonce i nekonedné mnoho zévorek miZe zbyt:

AN
|
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1 (2) -3 @ (5) (6) atd.
1 2 3 atd.

Cislo (2n) bylo otfslovano &islem n. Cisla bez zdvorek byla
spotfebovdna viechna a pfes to zbyly vSechny liché zdvorky;
jen sudé byly odislovény.

Vzhledem k poslednim dvéma pfikladim bychom byli na-
klonéni Fici, Ze &sel v zdvorkdch je vie neZ &isel bez zdvorek.
Ale chyba livky- Vidyt pfece obojich &isel bylo ¥,. A bylo
by trapné fikat, Ze N, je v&t3{ neZ 8. Z této trapné situace nds
vyvede ono dileZité sliivko vZdy. Nam se sice podafilo, kdyZ
jsme se o to snaZili, éfslovani zafidit tak, aby zbyly n&jaké z4-
vorky a aby pfi tom byla spotfebovdna viecka éisla bez z4-
vorek. Ale nestalo se to vidy. V prvnim pifkladé totiZ 24dnd
zdvorka nezbyla.

A ted tedy uZ miZeme definovat, co to znamend, Ze néjaké
kardindlni ¢&islo a je men3i neZ jiné kardindlni &islo b, coZ
piseme symbolicky a < b. Definujeme takto: Zvolime si mno-
%inu A, kterd m4é a prvki, a mnozinu B s b prvky. Povede-li se
ném oéfslovat mnoZinu B mnoZinou A &4ste¢né a dovedeme-li
mimo to dokdzat, Ze Gplné oéislovani nenf moiné, pak a je
men&i ne? b, t. ] a < b.a < b znamen4, Ze budto a < b ane-
bo a =0, t. j., Ze umime B odislovat pomoc1 A af u 84stednd
nebo Gplné. a S b se &te: a je nane]vys b,anebo b je aspofi a.
Ve druhé &4sti uvidime, Ze rovnice a = b se miize dokdzat
tak, %e se dokd%e a < b a b < a. Je to velmi pohodlny zpi-
sob, jehoZ budeme hojné uZ{vat.

Pfiklady. 1. 0 <1, 0<2, ..., 0 <Ny, 0 < ¥, zkrdtka
0 < a, je-li jen a % 0.

Nebot kdy% &islujeme jakoukoliv neprdzdnou mnoZinu
mnoZinou prizdnou, pak nemime, ¥m bychom &islovali, a
tedy ta neprdzdné mnoZina vidy zbude dokonce celi.

2. 1 <Ny 2 <N, ..., zkritka n < N, je-li n pfirozené.

Nebot &isla 1, 2, 3,4, ... do nekoneéna lze &isly 1,2, ...
aZ do » vdetnd olislovat vidy jen ¢dstedns.
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3.% <X

C4stetnd je moZno totiZ redlns &isla odfslovat &sly pFiroze-
nymi. Cislo +1 otislujeme &islem 1, &islo 4 2 &slem 2, zkrat-
ka ¥slo +n &slem n. Ale vidy n&jak4 redlns &isla zbudou.
(Kdyby totiZ bylo moZno oéislovat viechna redlns &isle pfi-
rozenymi &fsly, pak by mnoZina R méla 8, prvki, coZ vime, %e

nemd.)

4. Je-li n pfirozené, pak » < X.
Vskutku é&fsly 1,2,3,...,n» moZno olislovat redlnd &sla
+1, +2, +n. Ale pfi éislovdni mnoZiny R &sly 1,2,...,7
vidy néco zbude. (Kdyby ne, pak by R méla » prvkd, ale

vime, 7e nem4.)

Kardindini &fsla miZeme seditat a ndsobit tak jako piro-

zend &isla.Co to znamend
getitat? Jsou-li A a B
dvé mnoZiny, pak A+ B
bude ném 2znamenat

mnozinu, kterou dosta-

neme, kdyZz déme obd
mnoZiny A a B dohro-
mady. Tedy A 4 B je
mnozina t&ch véci, které
patif do A anebo do B.

Véci, které patf i do
Aido B, také k mnoZi-
nd A + B &itdme, oviem
jen jednou. (Obr. 10.)

Méme-li nyni 5 véci a
mimo to 7 vécl, ale ji-
nyjch, pak viech t&ch
véci dohromady je 54-7.
(Kdyby mezi t&mi 5 véc-
mi a témi 7 vécmi byly
nékteré stejné, pak by

——— hranice mnoZiny A
—----. Jranice mnoZiny B

srafovdni mnoZiny A+B
28 $rafovdni mnoZiny A.B

Obr. 10.
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jich bylo dohromady ménd.) Rekneme obecnsd: Jestlize
mnoZiny A a B nemajf spolednych prvki a mé-li A a prvki
a B b prvki, pak mnoZina A 4+ B m4 a + b prvkii.

‘Tedy a -+ b vypodteme takto: Zvolime mno%inu As a prvky
a mnotinu B s b prvky, aby nemély spolednych prvki. Pak
a + b je potet prvki mnoziny A 4 B.

V tom je ale mali8ky hadek. Mimo nds bude poditat a 4 b
néjaky nad piftel. Zvoli si mnoZinu A’ s a prvky a mnofinu B’
s b prvky, aby nemély spoleénych prvkid. Pro ndho a + b
bude podet prvki mnoZiny A’ 4 B’. Poditali jsme oba dplnd
sprdvnd podle pravidla, ale nevédouce o sobé, zvolili jsme za
A kaidy jinou mnoZinu. Na pf. a = § a jé jsem zvolil za A
mnotinu 1, 2, 3, 4, 5, kdeZto mbj piitel za A" mnoZinu I, I1,
I, IV, V. A také ty druhé mnoZiny B a B’ jsme mohli zvoliti
odlidng. Kdo ndm zaruéi, Ze ném ob&ma vyjde totéz? Vidyt
pro mne a + b byl podet prvké mnoziny A + B, kde¥to pro
ndho, pro mého piitele, to byl poéet prvki jiné mnotiny,
totiz A’ 4- B’. Tato zdvada je jen zddnlivd. Podet prvki
mnoZiny A + B i mnoZiny A’ + B’ bude totiZ stejny a tedy
ndm obéma to a +b vyjde stejnd. Pfi &teni druhé Sdstisi to
Stendf sdm dokéZe ve cvidend 12,2; je to tak lehké, Ze se o to
miize pokusit ihned.

PHiklad. 5 4+ 7 = 12; nebot 1, 2, 3,4, 5 je 6 prvki, dile
1,2,8,4',6,6’,7 je 7 prvki a mno¥inu 1, 2,3, 4, 5, 1’, 2,
3',4',5,6', 7, kterd m4 5 + 7 prvki, lze otislovat

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,
tedy mé 12 prvki.

Spoditejme si, co je to 1 4 ¥;- Za mnoZinu A si vezmeme
mnoZinu, kterd obsahuje jeden jediny prvek, tiebas &fslo 0.
A za B zvolime mnoZinu N vech pfirozenych &fsel. JelikoZ 0
nepatifdo N, nema.]i mnoZiny A a B spole¢nych prvkﬁ Polet
prvki mnoZiny A je 1, podet prvki mnoZiny B je ¥,. Tedy
mno%ina A 4+ B m4 celkem 1 + &, prvké. Co to ale je A+B?
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MnoZina A -+ B obsahuje 0 a ptirozend &fsla, t. j. A +~ B m4
prvky
0,1, 2, 3,4, atd. do nekoneéna,

které moZno odislovat pfirozenymi &fsly:

0,1,23,.

,2,3,4,.
a tedy mnoZina A 4+ B méd ¥, prvkﬁ Tedy 1 + ao N,
Uplnd stejnd na pf. 5 + 8 = ¥,.

Méme-li toti% 5 prvkd I,II, II[,IV a V a §, prvki 1,2,
3,4, ..., pak je moZno dohromady je oéfslovat pfirozenymi
Hsly:

I II III IV V 1 2 3 4 do nekonedna,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 donekoneéna.
Obecns, je-li » libovolné pfirozené &islo, pak
1+ Xy = ¥y
Méme.li totiz » prvki 1, 2, 8', ... a%n"anyprvki 1,2, 8, ...,
do nekonetna, pak je jich celkem N, nebof je miZeme oéislo-
vat piirozenymi &sly:
1,2,8,...,7, 1, 2, 3, 4, .
' do nekoneéna,
1, 2 3, ..., n, n+ln+2n+3'n+4
do nekonedna.
Ale nejen tol Dokonce
¥y + Ry =N,

Mime.li totiZ 8, prvkd +1, +2, +3,... do nekonedna
& mimo to jinych ¥, prvké —1, —2, —3, ... do nekonelna,
pak je jich celkem ¥,, protoZe se dajf takto otfslovat:

+1' —'l’ +21 '—2: +3’ _3) +4’ _4’
1, 2, 3, 4, &5, 6, 17, 8,...

do nekonedna,

do nekoneéna.
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M4 tedy éislo #, tu pozoruhodnou vlastnost, Ze se vitbec ne-
zvétsf, kdy% k nému pfipoétu 1 anebo 2 anebo jakékoliv pfi-
rozens slo. Ba ani tehdy se nezvétii, kdy% k ndmu pfipoétu
to &fslo 8, samo. Je tomu tedy zcela jinak ne% jsme na to
zvyklf u konednych &fsel.

Co to je ndsobeni? Je-li A néjakd mnoZina a B také ndjakd
mnoZina, oznadime AXB mnoZinu viech uspofddanych
dvojic {a; b}, kde a je prvek mnoZiny A a b je prvek mnoZiny
B. M4-li A 5 prvki, na pt. 1,2, 3, 4,5 a m4-li B 7 prvkd, na
pt- 1,2, 3,4, 5,6, 7, pak A xB sestavme do tabulky

{1;1}, {12}, ..., {1; 7},
{5;1}, {52}, ..., {6; 7}.
Tato tabulka m4d 5krét 7 prvka.

Obecnd se vypodte axb (&ili a . b, &ili ab) takto: Zvolime
ndjakou mno%inu A s a prvky a mnoZinu B s b prvky. Utvo-
Fime mnoZinu A X B (vBech uspofddanych dvojic {a; b}, kde
a je prvek mnoZiny A a b je prvek mnoZiny B). Pak a xb je
podet prvki mnoZiny A XxB.

Stejnd jako pHi séitdni miZe nd¥ pFitel poditat tak, Ze si
zvolf jakési jiné mnoZiny A’ s a prvky a B’sb prvky; a . b pro
ndho bude podet prvki mnoZiny A’ x B’. Bude to ale toté%
jako podet prvkid mnoZiny A X B; vyjde mu tedy totéZ jako
ndm (cvideni 12,2 ve druhé &sti).

Pfiklad. 5X7 = 35, nebot 5X7 je podet prvkii mnoZiny
AXxB, kde Amd 5 prvki 1, 2, 3,4, 5a B m4 7 prvii, 1, 2, 3,
4,5,6,7. Rovnice 5 X7 = 35 plyne pak z toho, %e prvky
v poslednf tabulce, kterych je 5x 7, se daji odislovat &sly
1 aZ 35 ne pf. takto:
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Vypotteme si ¥ X R, Jest ¥y X Ry = [N X N|. Aviak Nx N
je mnozina dvojic {m; n}, kde m a n jsou pfirozend ¢sla, tedy
N x N = N2 Tedy 8 X 8% = [N X N| = |N?| =82 = §,.

Tedy

Ro X ¥y = Ny.
Co je to 2 X8y ? N(2) obsahuje dva prvky a to 1 a 2. Pak prvky
mnoZiny N(2) XN jsou
{1; 1}, {1; 2}, {1, 3}, ... do nekonedna,
{2; 1}, {2; 2}, {2; 3}, ... do nekoneéna.
A mozno je odislovat pFirozenymi &isly tfeba takto:
1,3, 5,7, atd.
2,4, 6, 8, atd.
Tedy N(2) X N m4 &, prvkd. Aviak N(2) m4 dva prvky a N
mé ¥, prvki a tedy N(2) x N m4é §, prvkd, &ili

2X Ry = N,
Je-li » plirozené é&fslo, pak vidycky
nXx No = “0.

n X ¥, je totiZ poet prvki mnoZiny N(n) X N; nebot N(z) mé
n prvkd a N md ¥, prvka.

Prvky mnoZiny N(n)x N jsou uspofddané dvojice, jichz
prvod élen je néjaké z &fsel 1, 2, ... aZ n a druhy élen je libo-
volné ptirozené &slo. Mozno &i tedy N(n)x N sepsat do ta-
bulky

{1; 1}, {1; 2}, {1; 3}, ... do nekoneéna,

{n; 1}, {n; 2}, {n; 3}, ... do nekonedna
a olfslovat pfirozenymi &fsly takto:

ln+1 2n 4 1, atd.
2,n + 2, 2n + 2, atd.

....................
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Popis. 0d kazdého &lenu prvntho F4dku vedeme svisle dol&
paprsek. Zadneme ¢islovat nahofe vlevo a jdeme po jednom
paprsku, dokud to jde. Kdyz jsme odislovali viecky prvky na
jednom paprsku, pfejdeme k nejbliz§imu pravému a odislu-
jeme zase shora doli atd.

Mocnéni kardindlnich &fsel jsme u méli:

Zopakujme: A® je mnoZina uspofddanych n-tic, jichZ éleny
jsou prvky mnoZiny A. a® se vypoéte takto: Zvolime mnoZinu
A s a prvky, pak a® je podet prvki mnoZiny A®. Nagemu pH-
teli, ktery misto A volil mnoZiny A’ 8 a prvky, vygel pro a®
podet prvkid mnoZiny A’ ktery je stejny jako polet prvki
mnoZiny As. Tedy mu vyslo totéZ co ndm.

Ve cvienf 12,4 si étendf sdm zjistf, Ze pro kardindlni &fsla
plat{ stejnd poletni pravidla jako pro isla ptirozend (viz
druhou &dst). Budeme jich uZivat.

1,4. Kollk je racionalnich &lsel? Jsou-li @ a b dvé reélnd &sla, pak
jedno z nich je menaf a jedno véti. Je-li na pf. @ to mensf, pi-
feme a < b. Na pf. zdpornd &isla (t. j. &sla se znaménkem —)
jsou mensf ne% 0 a ne% kladné &fsla (t. j. 3sla se znaménkem
<+ ). 0 je menif neZ kladn4 &fsla.

Nékterd redlnsd &fsla se nazyvajf raciondlni. Jsou to takovs,
kterd se dostanou délenim dvou celych &sel. (Celd &fsla json
takové, kters majf za desetinnou &srkou samé nuly.) Nulou
délit nesmime.

Cisla, s kterymi se pfi praktickém méfeni setkdvdme,
jsou vesméds racionélni. Zédnou délku nelze zmé&¥iti absolutnd
ptesnd. Vidy ndm vyjde jakési &slo pfesné jen na jisty
potet desetinnych mist.

Af méfime sebe pfesnéji, vidy nds vysledek lze vyjédFit
raciondlnim &islem. I kdy% sprdvné hodnota nenf raciondlnf,
&ili jak ikdme, je irraciondlni, vidy se d4 nahradit raciondl-
nim &slem a vidy s jakousi chybou, ale ta chyba méiZe byti
libovoln® maléd. At ale stupfiujeme piesnost pozorovén{ sebe
vio, at mdme pkistroje (theoreticky mluveno) naprosto
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pfesné, t. j. tak pfesné, Ze chyba se dd4 zmensit pod kaZdou
sebe mensf mez, nikdy se ndm nepodaff rozeznat redlnd &fsla
od raciondlnich, vidy ndm raciondlni &sla budou prakticky
vypliiovat celou osu &iselnou.

Osou &iselnou rozumime p¥i tom”pHimku, jejiZ body jsou
odisloviny redlnymi &fsly, a 1o tak, jak jdou za sebou podle
velikosti:

X o1 0+05+  +225

Obr. 11.

Racion4lni ¢sla p¥i tom leZi na ose &iselné husté. To znamend,
%e prakticky vyplni celou osu, Ze ke kazdému redlnému &slu
ve vzdalenosti sebe kratéi se najde raciondlni &fslo. Cili mezi
ka?dymi dvéma (sebe bliz&imi) redlnymi &isly leZi vidy né-
jaké raciondlnf &islo. Na pf. mezi &sly —5,874... (atd. jakési
cifry) a + 6 leZ{ &islo 0, mezi 4 2,75... (atd. jakési cifry) a
+2,76... (atd. jakési cifry) leZi &slo +-2,755000... (samé
nuly). Anebo mezi &fslem

—366,9968395795. .. (atd. jakési cifry)
a &slem

—366,9968417674 ... (atd. jakési cifry)
le%f &fslo

—366,996839580000... (samé nuly).

Mezi dvéma &sly lef vidy n&jaké dislo, které m4 za dese-
tinnou &irkou skoro samé nuly a takové #slo je vidy racio-
ndlni. Na pf. posledni &slo se dostane délenim celych &isel;
rovni se toti

— 36699683958 : 100000000.

Tedy na kaZdém sebe meniim kousku osy ¢iselné se vysky-
tuji raciondln{ ¢isle. Zakreslime-li si na osu #selnou jen racio-
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nalnf ¥sla, pak se ndm i pfi sebe podrobnéjifm pozorovén{
jevi osa &fselnd dokonale vyplnéna.

Mzeli jsme dosud dvé nekonednd &sla: %, a 8. ¥ bylo v&tii.
Ale také byl rozdil v mnoZindch, které mély N, prvki a &
prvkd. MnoZiny s ¥, prvky byly mnoZiny N, N? a pod.
Viimneme-li si pfislusnych schemat, vypadalo to takto:

N:

. . . . . . o do nekonelna
Obr. 12.
N2:
[ [ ] [ ] [ ] ® L ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ® [
P . . ° - o do nekoneéna
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L ] [ ] [ [ ] [ ]
do nekonelna
Obr. 13.
A ¥ prvki méla osa &iselnd:
do nekoneéna do nekoneé;a
Obr. 14.

Vidime hned rozdil. Ta prvnf schemata jsou Fidkd, jednot-
livé body jsou daleko od sebe. To posledni schema je piimka,
body jsou t&sné u sebe, jsou husté, vzddlenosti jsou libovolnd
malé. )
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Snad proto m4 tedy posledni mnoZina vice prvki nei ty
diivéjsf? A oznadime-li si Rac mnoZinu viech raciondlnich
tisel, pak i pfi naprosto dokonalém pozorovén{ (kdy se pfes-
nost dé libovolné stupiiovat) schema mnoziny Rac bude vy-
padat zase jako ukazuje obr. 14.

Od celé redlné osy se nerozeznd. M4 tedy mnoZina Rac
také 8 bodd, nebo pii nejmensim aspoih vic ne %y. Ale chyba
lavky!

Vech raciondlnich &isel je pouze N,, tedy prdvé tolik jako
pfirozenyjch Hsel a o nic vic. A dokonce toho uZ tolik umime,
%e si to dokd%eme wplng hravé. Raciondlni &slo je ddno
»parem** (t. j. usporddanou dvojicf) celych &sel. Na pt. &slo
+0,328 = + 328 : + 1000 je déno pérem {- 328; 4 1000}.
Nebo &fslo + 3,333 (samé trojky) se rovnd +10:4-3 a je
ddno pdrem { + 10; + 3}. To raciondlni ¢lslo se dostane tim,
e prvnf &len piru délime drubym &lenem.

Nejdive si spoditdme, kolik je t&ch pari celych sel.
. Prvnf éleny jsou celd &isla, t. j.

jednak &slo O ........ v podtu 1
jednak &fsla
+1,4+2,43,....... vpoltuy,
—1,—2,—3,... ... vpoltu¥,
Celkem .............. 148+ % =(148) + R =2+ R =2,.

Tedy: Prvnich ¢lent nadich pari je 8. Druhé &leny jsou zase
celd tisla a tedy: Druhych &lend nadich pdrd je ¥,. Nadich
péri je tedy

¥ - R = X
Tedy nafich pdri celych é&isel je 8. Ty pary moZno tedy
odislovat piirozenymi &fsly:

pl’ pﬁ) pa’ L
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KaZdému péru p; patH jakési raciondlnf &slo r;. Na pF. péru
{—8; + 7} patii &slo

—8: 4+ 7=—1,142857142857...

(cifry 142857 se stdle opakujf). Misto pari p, pidme pfisluind
raciondlni &sla:

1973 T3y Tgy - - -

tim dostaneme posloupnost, kterd obsahuje viecka racio-
nélni &sla. Ale jestd nejsme Gplnd hotovi. MiZe se stét, Ze
riznym pdrim pati{ stejnd raciondlnf &fsla. Na pf. pru
{+ 32; —28} patif &slo

+ 32 : — 28 = — 1,142857142857 ...

(cifry 142857 se stdle opakujf). A to je stejné &slo, které
patfilo pdru {—8; +7}. Proto jsou v naif posloupnosti
1373 Tas Tgs oos
nékterd raciondlni &fsla napsina nékolikrdt. Neni to jestd
sprévné ¢islovdni. Ale hned to napravime. Nahoru k #; si pfi-
piSme (1), Misto r; piSeme r;(1); na%e posloupnost je:
r, W, r, (D, D)y D

Obsahuje viecka raciondlnf &fsla, ale nskterd se opakujf.

KdyZ se ngkteré &fslo v nadf fadé opakuje, tak je tam prosté
nechdme jen jednou a to (na pf.) na tom mist®, kde se vysky-
tuje po prvé, a ta opakovand vynechdme. Na p¥. r,(1) nechdme
a Skrtneme viecka 7. (1), kterd se rovnaji r,(1). Zbude jakAsi
men3f fada:

TADR KON X R

Cislo ,® ge v ni vyskytuje jen jednou. Ted r,(® nechdéme
a Bkrtneme viecka r; (1), kterd jsou rovna ry(2); vznikne fada

rl(l), rz(z), ry®), r ‘(3), rﬁ(s)’ e

V ni se prvni dvé &isla vyskytuji jen jednou. Z nf zase r4(® po-



nechdme, ale jinak Skrtneme vie, co se rovné r;® a ve zbylé

fads®
rl(l), ra(z), ra(a), r‘(4)’ 1-5(4), ra(‘v), .

se prvni tfi &sla vyskytuji jen jednou.
A tak stdle pokradujme. Tim postupn® jsme si urédili &sla
n@, r,®, 7,4 atd. Sestavime z nich posloupnost

rl(l), rs(z)’ ra(s)’ r‘(4), e

kterd vznikla Skrtnutim vieho zbyteéného.

Tvrdim, Ze tato posloupnost. obsahuje viecka raciondlnf
tsla. To jist8, nebot jsme pfi nafem Zkrtdni vlastnd nio ne-
ubfrali. 8krtli jsme jen opakovan &sla, ponechévajice vidy
jeden exemplaf neskrtnut. Dile se v naif posloupnosti nic ne-
opeakuje. P¥i prvnim 8krtnuti jsme totiz krtli vie, co se rov-
nalo 7@, pti druhém v3e co se rovnalo r,® atd., pfi k-tém
gkrténi jsme Ekrtli vie, co bylo rovno r;(¥). Ze dvou stejnych
¥sel je vidy jedno 8krtnuto, nic se tedy neopakuje.

Tedy mdime (vSecka) raciondlni &sla oéislovdna (bez opa-
kovéni)

D, 7@, 23, ..
1, 2, 3, ..

Jeitd si nutno uvédomit, Ze to &slovdni jde skutednd do
nekoneé&na. To ale jistd. Mezi raciondln{ &fsla patif totiZ také
na pf. &sla 41, +2, 43, ... a téch je nekonedn& mnoho;
tedy tim spife vSech raciondlnich &sel musi byt nekone&nd
mnoho. A nafe &islovan{ u.kazuje, Ze je jich pfesné ¥,, jak
jsme chtdli dokdzati.

1,5. Diskontinuum. V pfedeslé kapitole jsme si ukézali, Ze ne-
spodetnost mno%iny nikterak nesouvisf s jej{ hustotou, aspofi
v tom smyslu, Ze mohou byt mnoZiny husté (jako na pf. mno-
#ina raciondlnich &sel) a pfesto spoetné. A ted si udéldme na-
opak zase pfiklad mnoZiny velice f{dké a pfes to nespodetné.
RaciondIn{ &isla -vypliovala prakticky celou osu &selnou
a pkece jich bylo velmi mélo; naproti tomu mnozina, kterou
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si-ted popiSeme, bude na prvni pohled na ose &selné takfka
mizet a pies to bude mit bodi velmi mnoho. Ta pamétihodnd
mnoZina se jmenuje diskontinuum (protoZe je velice nespojitd,
Gplné sporadickd) a mé wvelikou dileZitost v aplikacich.
Dostane se tim, Ze z osy &iselné postupnsé jisté Sdsti vymeché-
vémo a to tak mnoho, Ze laikovi se na prvnf pohled zd4, Ze
nic nezbylo. Ale zbude pfec jen néco a to néco jo privé to
diskontinuum a m4i to dokonce velmi mnoho, nespotetnd
mnoho bodii. Pozdéji se ukdZe, Ze diskontinuum m4 dokonce
% bodi, t. j. pfesns tolik jako celd osa ¢iselnd.

Pfedeviim z osy é&iselné vynechdme véecka &isla zdpornd
a viecka &isla vét3{ neZ + 1. Zbude interval J (Gsetka) od 0
do 1. (Viz obr. 15 a.)

Tuto 1isetku rozdélime na deset stejnych dilki a vynechdme
viecky dily mimo prvni a posledni; koncové body u prvniho
8 posledniho dilku nevymechdme; zbudou dva intervaly.
(Viz obr. 15b.) Ted s t&mi zbylymi kousky naloZime zrovna
tak; rozdélime je na doset stejnych diltkd a viecky mimo
prvnf a poslednf vynechdme; koncové body poncchanych
dilk& nevynechdme. Zbudou &tyki intervaly. (Viz obr. 15¢.)

«~ al
0 1
e lommae b
o1 a9 1
[T [ ]
a1 a 1 ¢
Obr. 15.

Koncové body jsou 0; 4 0,01; ddle + 0,09; + 0,1; déle + 0,9;
-+ 0,91; ddle +0,99; + 1. A ze zbylych &ty# kousk zase vy-
nechdme prostfednich osm desetin. A tak pokradujme stdle
a stdle aZ do nekonedna. Ze zbylych kouskd vidy vynechdv4-
me prostiednich osm desetin; ale koncové body ponechanych
dilkd nikdy nevyncchdme. Zbyvé toho méné a méné. To, co
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zbude nakonec po nekoneénd mnoha vynechédnich, to je pravé
to diskontinuum.

A co vlastng zbylo? Zéporné &fsla a &isla v&t8i ne% + 1 jsme
vynechali. Tedy zbyld ¢isla maji pfed desetinnou &irkou
+0. (I &islo +1 lze tak psdt: 41 = 4 0,9.) Za druhé jsme
vynechali prostfednich osm desetin. Ta zbyld &isla maji tedy
na prvoim mfstd za desetinnou &irkou bud O anebo 9.
(I &slo + 0,1 lze tak psdt: + 0,1 = + 0,09). Déle jsme ze zby-
lych kouski (coZ jsou desetiny) vynechali prostfednich osm
desetin (coZ jsou setiny) a tedy zbyld ¢isla maji na druhém
desetinném mistd budto 0 nebo 9. (1 &isla 4 0,01; 40,91 lze
pek psdt: 4+ 0,01 = 4-0,009; 40,91 = +0,909.) Atd. A tak
pokraéujice vidime, Ze ndm zbyla prévé takov4 é&fsla, kterd je
moZno psit 8 + 0 pfed desetinnou &irkou a se samymi nula-
mi a devitkami za desetinnou &4rkou. Tedy: Diskontinuum D
je mnoZina redlngjch &lsel, kterou lze psdt tak, Ze pred desetinnou
&drkou je -0 a za ni samé nuly a devitky.

A zase je na mist® opatrnost, nebof vime, %o dekadické roz-
voje jsou dvojznadné. Ale takové rozvoje, které maji za de-
setinnou &irkou jenom nuly a devitky, jsou tim jednozna&n&
urdeny. Nebot pt#i pfechodu k jinému vyjddfenf se ndkterd
cifra zméni o jednu a to uZ nebude ani nula ani devitka. Tedy
opatrnost je zbyteéné.

A nespotetnost mnoZiny D dokdZeme zase methodou diago-
ndly. Necht D je spodetnd. Pak lze v8ecka ¢isla z D sepsat do
sloupce, kazdé do jednoho ¥ddku. MoZno piedpoklidat, Ze
Fadkid je nekonednd mnoho. Kdyby ndhodou D méla jen ko-
nedny poéet prvki, pak jako dalsi Fddky piSeme tieba é&islo
+0,000... (samé nuly). Tedy D je sepséna takto:

+0,,Ve,(MegD .,

+0,c,2c,2e,? ...,
Cifry ¢, jsou nuly a devitky. A ted necht d;® =0 v pt{pads,
te ¢/ =9; a necht dj¥)=9 v piipadé ¢ =0. Pak é&slo
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+0,d,Md,®d,® ... m4 za desetinnou &érkou samé nuly a de-
vitky & tedy patff do D. A neni napsino v Z4dném Fddku,
nebotf od k-tého f4dku se liff na k-tém mistd za desetinnou
¢érkou. Tento rozpor ukazuje nesprivnost na$eho pfedpokla-
du, Ze D je spoletnéd. Tedy diskontinuum D je nespoleind
mnofina.

A ted néco pro ty, kteff si pamatuji ze sexty né&co o fa-
déch, Abychom si uvddomili, jak fidce je diskontinuum D
rozlofeno na ose ¢selné, vypoéteme si celkovou délku toho,
co jsme z intervalu J ubrali. Nejd¥ive jsme ubrali osm de-
setin, potom dvakrite po osmi setindch, potom &ty¥ikrdt po
osmi tisfcindch atd., celkem tedy jsme ubrali

B2 o+ 4. ooyt
Je to geometrickd Fada, prvnf &len @, = 8 a kvocient
q = - Jeji soudet je
1 1
al.l—_'—q=-[ﬂ°-.l—_T-26=-{Bb-.150=l.

Tedy celkovéd délka toho, co jsme z intervalu J ubrali, je 1,
t. j. rovn4 se délce celého intervalu J. Na diskontinuum uf
#4dnd délka nezbyla; ikdme, %e diskontinuum mé miru
nula.

A pfes to, Ze celkovd délka toho ubraného je tak velk4,
jako délka intervalu, z néhoZ jsme ubfrali, zbylo ndm stéle
jeit& nespodetnd mnoho bodii. Diskontinuum m4é nespodetnd
mnoho bodi, pfes to, %e jeho mira je nula. Dokonce si ihned
zjistime, %e podet bodi diskontinua je stejnd veliky jako
podet bodi celé osy ¢iselné. Vypodteme si pFesng, kolik mé
bodi diskontinuum D. Uvidime, £e ndm vyjde X.

Predevifm D je &4sti osy &iselné, tedy m4 jist® nejvyse tolik
bodi, co celd osa &selnd. Tedy mé D nanejvys & bodd, tedy
budto stejné mnoho, anebo méné. Abychom dokdzali, Ze D
mé stejnd mnoho bodd jako R, staéf tedy dokdzat, Ze jich
nemiiZe mit méné. Tedy ndm zbyvé dokdzat, Ze D mé aspoit
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tolik bodli jako R, t. j. Ze |R| < |D|. To znamend: Méme
otfslovat D pomoci R, at uZ &dsteénd & Gplnd. PodaH-li se
nim to, bude dokdzéino, Ze R m4 pfesn& & bodi.

Vezmeme si na pomoc vysledky pfedchozi kapitoly. Racio-
nélnich &fsel je ¥y; miZeme tedy viecka racionilni #isla oéislo-
vat &isly 1, 2, ... do nekoneéna:

11, s, Ty, - - . do nekoneéna.

A ted méjme néjaké redlné ¢islo p. Tomu &slu pFifadime jisty
bod v diskontinuu; ten bude

+0,c,¢4¢5 . .. (nuly a devitky)
a gestroji se takto: Je-li r;, < g, bude ¢, = 0; v opadném pH-
padg bude ¢, = 9. Je-li r, < g, bude ¢, = 0; v opadném p¥-
padd bude ¢, = 9. Obecnd stoji na k-tém mist& nula v pipads,
¥e r; < o: v opadném pifpadé se k-t4 cifra c; rovnd deviti.
Vezmu-li ted jiné redlné &fslo o', na pf. ¢ < o', pak mezi
Ysly o a o’ je jakési racionaln{ ¢slo r. Cislo r je napséno v Fadd

1,79 73 -

feknéme na l-tém mists, tedy r = r;, tedy ¢ < r; < o’. A ted
&slu g je pfifazen bod diskontinua:

+0,6,0465 - .
a &slu o’ jakysi bod
+ 0,665y - -

JelikoZ r; < o', jest ¢} = 0. Av3ak ¢ < r a tedy ¢; = 9. Tedy
riiznym redlnym &islim g a o’ patfi riizné body diskontinua.
Tedy je to spravné &islovdni. Podafilo se ndm tedy D oé&islo-
vat aspon &4stetné pomoci mnoZiny R, coZ jsme prévs chtéli.
Tedy: Diskontinuum D md pfesné 8 bodi.

-To je vysledek proto dilezZity, %o s diskontinuem se ma-
nipuluje mnohem pohodlndji neZ s celon osou &iselnou, takZe
je pomoci D mnohem snazif odvodit podetni pravidle pro
dislo .
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1,6. Potetnf pravidla pro Elslo 8. Nejdf{ve si dokdZeme: Je-li n
pfirozené islo, jest vidy n 4+ ¥ = X; dokonce ¥, + X = X.
Diskontinuum D mé R bodii; ddle bud C mnoZina viech &isel
—1, —2, —3, ... do nekoneéna. Pak mnoZina C 4+ D mé
¥, 1 X prvki. ProtoZe obsahuje celé diskontinuum D, musi
mit nafe mnoZina C 4+ D aspoii X bodd. Ale vic jich mit ne-
miiZe, nebot je to &4st osy &iselné a ta mé celkem jen X bodd.
Tedy C + D md piesnd X bodd, t. j.

N+ RN=N
Je-li n pfirozené, pak n + ¥ = n + (¥, + R) = (24-R) +
+ X =8 + ¥ = N. Tim je vie dokdzéno.

A ted co je to ® 4 %? Diskontinuum D si mysleme ve dvou
exemplédiich. Prvni exempldf D, to bude diskontinuum samo,
jak bylo popsdno v pfedeslé kapitole. Druhy exemplif oznad-
me D’; vznikne tim, %o se D posune po ose &iselné o dva dilky
doprava. (Viz obr. 16.)

D I R Py 3

Obr. 16.

o
Q
¥

Tedy D’ se lisf od D jenom tim, %e pfed desetinnou &irkou
misto + 0 stojf +2. A mnoZiny D a D’ oviem nemaji 24d-
nych spole¢nych bodd. (Proto jsme posunovali o dva dilky.
Pti posunutf jen o jeden dilek by obé mnoZiny mély spoledny
bod + 1.) MnozZina D m4 & bodd a mnoZina D', kterd se od D
v podstatd ni¢im neli’f, mé ovlem téZ X bodi. MnoZina
D 4 D’ mé tedy ® + & bodd. A kolik to je? Pfedeviim md
mno%ina D + D’ aspofi tolik bodi jako D, tedy aspofi ® bodd.
Za druhé je D + D’ &ist osy &iselné. M4 tedy nejvy3 tolik
bodil co osa &fselnd, tedy nanejvys X boddi. Tedy mé D + D’
piesnd X bodd, t. j.
R+R=2



Ted si dokdZeme:

Jeli n pfirozené E&slo, jest vidy n . % = N; dokonce
“u .N=N.

Nejdifve si vypodteme ¥, . N. Je to podet prvki mnoZiny
N xD. Prvky mnoziny N x D jsou uspofddané dvojice

{m; 4 0,¢,6565 ...},
kde m je pfirozené &islo a + 0,c,¢qcq ... je bod diskontinua,
t. j. ¢, G5, ... jsou nuly a devitky.

MnoZina N x D mé aspoii ¥ prvki. Nebot kdyZ ka¥dému
Hslu 4 0,¢,¢5¢4 ... z diskontinua pFifadime dvojici

{15 +0.c16005 ..},
tak jsme N x D ddste&né odislovali diskontinuem D a tedy mé
skutednd N x D aspoii tolik prvki co D, t. j. aspod .

MnoZina NxXD mé viak nanejvy¥ & prvki. Kaidému

prvku

{m; +0,c0565 ...}
mnofiny NxXD miZeme totiZ pfifadit redlné &islo +m;
€,CCy ... tim jeme &dstednd odislovali osu &fselnou R naif
mnoZinou N X D. Tedy N x D m4 nanejvys tolik prvki co R,
t. j. Nx D m4 nanejvys & prvki.

Celkem tedy mé N x D pfesnd % prvki, t. j. ¥, .N=28.
Rovnici n . 8§ = X z toho odvodime uZ lehko; misto 8 miiZeme
totiZ psit ¥, .N a médme 7. R =n.(N.N) = (n.R) . 8=
= “o ARX=N

A ted si vypotteme X . ¥ &ili 3. Jo to polet prvkd mnoZiny
D x D ¢&ili D2. Prvky té mnoZiny jsou uspoiddané dvojice

{+0,616505 -3 +0,dydds .. .}
Pfi tom ¢, ¢y, - .., dy, dy, ... jsou nuly a devitky. Ty dvojice
miZeme (Gplnd) olfslovat pomoci prvkd mnoZiny D a to
takto: Nade dvojice

{40,666z .5 +0,dydiedy ...}
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bude odislovédna prvkem
+0,0,8,Cod5C5d5 . .-
mnoZiny D. Kaidému prvku
+0,¢,6585¢, . ...
mnoziny D tak skuteind odpovidé pfesnd jedna dvojice,
totiz
{+0.e,69e5e; ...; + 0,e5e,€4€q - ..}
Tedy mnoZ%iny D x D a D majf stejnd mnoho prvkd, t. j.
N.A=V,
sl
N=x
Pak ale té%Z ¥* =&, ®* =N atd. Nebof ¥ =8?. R =%.
= X a podobnd §¢ = X3 . ® = N . & = ¥ atd. Obecn? tedy:
Je-ls. n pfirozené &slo, jest vidy w =
DokaZme si na pf. N* = X piimo. ¥? je poéet prvkd mnoZiny
D3, t. j. uspofddanych trojio
{+0,610565...; +0,d1dyds ...; + 06,0085 ...}.

C1:Cgp eeny dyy dy, ..y 05, €4, ... jsOu samé nuly a devitky. Po-
daf-li se ndm D3 (iiplnd) oéislovat mnoZinou D, kterd mé %
prvki, budeme hotovi. To se ndm ale podaif snadno. Naki
trojici totiZ o¢islujeme prvkem

+0,c,d,e,0d5eq05d585 . ..

+ O,f lf zfa A
mnoZiny D pak skuteénd odpovidd pfesné jedna trojice, totiZ

{+0.fifefoho -5 T Ofefslshy - i + Ofalofohs -+ -}
Ctens} si za cvideni Gplnd obdobnd dokdZe 8¢ = R & tfeba
jesté N® = ¥ pfimo.

Dosud jsme za mocnitele pfipoustéli jenom koneénd &fsla
1,2, 3,4, ... Ted i felmeme, co je to A™. Prvky mnoZiny A

Ka?dému prvku
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byly uspofddané étvefice prvkd mnoZiny A, t. j. &tyf&lenné
fady prvké mno¥iny A. Obdobnd prvky mnoZiny A™ budou
8,-¢lenné fady prvkid mnoZiny A, t. j. prvky mnoZiny A% jsou
posloupnosti, jejich% &leny jsou prvky mnoZiny A. A a™ se
vypodte takto: zvolime mnoZinu A s a prvky; pak a™ je
podet prvkd mnoZiny A'. (Na tom, jak volime A, zase nezé-
lel, jen kdy% A mé q prvki.)

Plati R = 2%,

Tuto neoby&ejnd dileZitou rovnici dokd%eme dplné snad-
no. U diskontinua je pfed desetinnou ¢drkou vidy 4 0; tedy
se stalf starati jen o to, co je za desetinnou &drkou. Prvky
diskontinua jsou tedy v podstaté posloupnosti ze samych nul
a devitek. Je-li A mnoZina, kterd obsahuje pfesné dva prvky,

totiz nulu a devitku, pak D je v podstat® toté% jako A%; a D
mé ¥ bodt a A¥ m4 2% prvkd. Tedy 8 = 2%.

Dile plati. Je-li n pfirozené fslo, v&tst nef 1, pak vidy
n¥* = y; dokonce

RhP=nanh=xn

Nejdfive si vypodteme ¥™. Je to podet prvki mnoZiny D%,

jejiz prvky jsou posloupnosti
dyy dyy i .

a to takové, e d;, dy, ... jsou body diskontinua. Tedy

dy = +0,0,Me, My ...
dy=+0 ,cl(z)c’(z)ca(z) o

Abychom dokézali X™ = ¥, sta®{ nadi posloupnost o¥fslo-
vat (Gpln&) pomocf prvkil mnoZiny D. To se ndm snadno po-
vede. Na&i posloupnost d,, dy, ... totiZ ofislujeme ¢islem

+0 ,cl(l)ca(1)91(2)%(1)%(2)%(3) vens
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které patH do diskontinua a dostane se takto. Od kaZdé cifry
za desetinnou &érkou v &sle d, vedeme nalevo dolii paprsek
odchyleny od vodorovného sméru o 45°. Zagneme cifrou ¢,V
a piSeme cifry za sebou jdouce vZdy po paprsku; a kdy% vy-
derpime jeden paprsek, pfejdeme k nejbliziimu peprsku.
(Viz obr. 17.) .

1)

Obr. 17.
A kaZdému &fslu
+0,e.e05, ...
pak skutetné odpovidd zcela uréitd posloupnost
dy, dg, ds, ...
toti

d.l = + 0,81826467 ey
da == + 0,638568 ey

da = + 0,e°e. coey

atd.
Tedy nafich posloupnost{ je stejné mnoho jako prvki diskon-
tinua, t. j: 8% = x. \

Z toho plyne lebko také ¥, = &.
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Oznadme totiZ A mnoZinu obsahujici jenom dvé &sla 41
a + 2. Oznadme B mno%inu, kterd obsahuje b &sel +1, 42,
+3, ...; b necht je v&ti neZ jedna. Obsahuje-li B n &fsel (t. j.
b = n), jest B = N(). Anebo obsahuje B ¥, &fsel (t.j. b =
= §,) a pak B = N. V ka?dém piipadé B obsahuje mimo jiné
také &isla + 1, 4+ 2, tedy A je ¢dst mnoZiny B a oviem B je
&st mnoZiny R. Je tedy AN &4st mnoZiny BN a to je &dst
mnoziny RN, Tedy

|AN] < [BN[ < IRN],

2“0 é b”o g ““o,
Aviak 2" je totéz jako ™ (obojf je to rovno ) a tedy 2™ =
= b® = y™. Pfi tom b bylo bud n (> 1) anebo ¥,.
Tedy

2% — g% = 4% = . =“0'°?“*.=“-

t. .

1,7. Priklady mnoZin, které maji 8 prvkd. A) Kladnyjch &lsel je 8.

Vic jich byti nemiZe, protoZe viech redlnych &sel je je-
nom ¥. A na druhé strané mezi kladnd &sla patif téZ &fsla,
kterd maji pfed desetinnou tecikou + 2 a za nf samé nuly
a devitky. Ta &sla tvoff mnoZinu D’ zminénou uZ v odst. 1,6.
(D’ je vlastné diskontinuum posunuté na ose ¢iselné o 2 dilky
napravo.) D’ m4 ¥ prvki a tedy kladnych &sel je aspon R.
Tedy jich je pfesné N.

Uspofddanych skupin po 17 kladnych &sel je 817 = N.
Obecné je uspofddanijch n-tic kladnyjch &Hsel Nv = 8. A po-
sloupnosti kladnyjch &sel je 8" = ¥.

Poletni pravidla pro ¢slo & jsme odvodili pomocf diskon-
tinua, protoZe je to pohodlné. A ted uZijeme téch formulf na
jind mnoZiny (na pf. mnoZinu redlnych é&secl), které majf
také & bodii, ale pro které by bylo svizelné ona pravidla odvo-
zovat pi{mo.
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V této kapitole pfedpokldddm jisté (ostatnd zcela nepatr-
né) znalosti geometrie. Tim se nikterak neprohfesuji zdsads,
%e nepfedpokliddm nic, protoZe jde o pouhé pi{klady k objas-
néni, stojici vedle vlastnf litky.

Pfedeviim kolik mé bodd piimka? Osa &iselnd méla %
bodd; ty body byly redlnd &sla. A kaZdd jind piimka mé
zrovna tolik bodd. Jako v analytické geometrii si totiZz na
nadi ptHmce zvolime jakysi bod za po&itek i jakousi délku za
jednotku méfitka (na pf. cm). KaZdy bod napravo od podét-
ku oznadime é&fslem se znaménkem plus, které ndm uddvi,
o kolik cm je vzdélen od potdtku. A kazdy bod nalevo od po-
&dtku oznadfme téZ jeho vzdélenosti od potdtku, ale se zna-
ménkem minus. A potdtek oznaéfme 0.

Situace je stejnd jako na ose ¢&fselné v obr. 11. Body
nadi pHmky jsou odislovény redlnymi &sly. Tedy:

Pitmka md 8 bodil.

A ted kolik bodd mé rovina ? Jako v analytické geometrii si
nakreslime v nadi roving dv& kolmice, t. zv. osy, Fekn&me
»jednu vodorovnou a jednu svislou*. A pro kazdy bod P nasf
roviny &i uréime jakousi uspofddanou dvojici redlnych &fsel.

se jim ,,soufadnice bodu P*. Prvni soufadnice znadf
vzddlenost od svislé osy; m4 znaménko plus, je-li P od svislé
o8y napravo; je-li nalevo, m4 znaménko minus. Druhéd sou-
fadnice znaéi vzddlenost od vodorovné osy; znaménko mé
plus &i minus podle toho, je-li nd3 bod od vodorovné osy na-
horu, & dold. (Viz obr.

18.)
Y Y-V T Body roviny jsou tak
Pt=25+1) oéislov{iny usi,)gi-é,da,ny-
mi dvojicemi redlnych
tsel. Je jich tedy tolik
co téch dvojie, t. j. N2=N.

I

Obr. lsv. Tedy:
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Rovina md také 8 bod?.

A kolik bod m4 prostor? Zvolime si v naSem prostoru t¥i
roviny na sebe kolmé: vodorovnou (rovinu z) a dvé svislé
(roviny » a u).

A body prostoru si o&fslujeme uspofddanymi trojicemi
redlnych &isel; ta &sla se jmenuji zase soufadnice. Prvni

[« v

als
T

Obr. 19.

gnadf vzdalenost od roviny u (napravo plus, nalevo minus),
druhd znadi vzddlenost od roviny » (dopfedu plus, dozadu
minus) a tfeti znadf vzdélenost od roviny 7z (nahoru plus,
dolé minus). Body nadeho prostoru se tedy daji odfslovat
uspofddanymi trojicemi redlnych &isel. Je jich tedy 8% = «.
Tedy
prostor md ¥ bodd.

~ Vidime tedy, Ze pfimka, rovina ¢ prostor maji stejng podet
bodd.
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Starif matematika nivala k poditdnf nekoneénych mnoZin
symboli o= o0?, co?, 03, ... Rikalo se, e piHmka mé
0= 00! bodil, %e rovina mé co? bodii, Ze prostor m4 co® bodé.
Na druhé strané piirozenych &scl bylo také oo, raciondlnich
&sel té% oo. Uspofddanych dvojic ptirozenych &isel bylo oo?
o podobné. Ndm ale vyslo néco zcela jiného. Na rozdil od
staré matematiky jsme napoéitali, e pfimka, rovina i prostor
maji stejny potet bodi. Naproti tomu raciondlnich &sel je
ménd, ale je jich stejnd mnoho jako na pf. uspofddanych
dvojic pfirozenych &isel. To poditdn{ po staru, pokud mé
viibec smysl, mé smysl zcela jiny neZ nafe. Nemé viibec co
délat s pottem prvki, jak se snad n&ktefi pii logické nejas-
nosti pojmt domnivali. Pokud se pfirozenych éisel, uspofa-
danych dvojic pfirozenych &sel a pod. ty¢e, mé co, oo? atd.
smysl dosti pochybny.

Naproti tomu symbolim co= 00!, o2 atd. pro pfimku, ro-
vinu, prostor a viilbec v geometrii moZno pfiklddat rozumny
vyznam, ktery viak s poétem prvkii nem4 co délat. Exponent
1, 2 a 3 pro pfimku, rovinu a prostor majf nizorny vyznam
dimense. Piimka je jednorozmérnd, rovina dvojrozmérns,
prostor trojrozmérny. PHmka a rovina majf stejny podet
bodi; to znamend: kadému bodu roviny lze pfifadit urdity
bod pfimky a to tak, Ze riznym bodim jsou pfifazeny riizné
body a rovina i piimka se tim vy&erpaji. To je pravda, ale
takové pfifazeni (o¥islovéni) je vidy velmi nendzorné. Ze
takové olislovani existuje, jsme vyéetli z formule %? = &,
kterd byla odvozena z diskontinua a ne z roviny a pfimky,
To proto, Ze autor nepfisel na 24dny zpilisob, jak pi{mo o¥fslo-
vat body piimky pomocf bodi roviny, ktery by byl tak jed-
noduchy, aby jej bylo vhodno vyklddat v populdrni kni%ce.
Takové prifazeni s jednoduchymi vlastnostmi geometric-
kymi totiZ Z4dné nend.

B) Ulohy v nérledujicich odstavcich 8 hvézditkami majf vyloZit

nézornd bez logické precisace, o0& vlastnd jde, mluvi-li e o o},
3, o3 atp. Netykajl se viastntho pfedmétu knitky e majf za tkol
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objasnit &tendfi, %e pFi m?, 0%,... jde o ndco zcela jinsho me
o ndjakou Bkélu nekonelna.

* Pozadujme na naSem pfifazeni, aby bylo spojité. T. j.
dvéma blizkym boddm v roviné pfitfazené body na pfimce
jsou zase blizké, spojitym pohybtim v roviné odpovidajf spo-
jité pohyby na p¥imce. Pak souvisld mnoZina (kterd se sklddé
jen z jednoho kusu) v rovind d4 na piimce zase souvislou
mnofinu. Ted z nadi roviny odstranime bod. Ta rovina se
nerozpadne. Tomu odstranénému bodu v rovind pati{ na
piimes jakysi bod. A ten bod patiil jenom tomu vynecha-
nému bodu v roving, takZe ochuzeni nadf roviny o jeden bod
nutné ochudf o piislusny bod i pfimku. Ale piimka odnétim
bodu prestane byti souvislou, atkoli rovina bez jednoho bodu
souvislou zistala. Tedy souvislé mno%ins je pfifazena mnozi-
ne nesouvisld. NemiZe byt tedy naSe pfifazeni spojité. To
Znameni:

* Pfi otfslovéni pfimky body roviny jistym blizkym bo-
dim jsou nutnd piifazeny body vzdilené, to odislovani je
vidy ,,nepofddné*; spojitym pohybim v roviné odpovidajf
skoky na piimece.

* PoZaduje-li se na &slovdni, aby bylo spojité, nedd se uz
pfimka odislovat rovinou. P¥imka a rovina jsou sice ekviva-
lentn{ s hlediska theorie mnoZin (jak jsme o ekvivalenci mlu-
vili v odst. I,3), ale daji se rozeznat pomoci pojmi spojitého
dislovdni. Nauka, kterd se zabyvé spojitymi piifazenimi, se
nazyvé topologie. Tedy piimka a rovina se daji rozeznat
topologicky. Rovné% i prostor se dé od nich topologicky ro-
zeznat, ad s hlediska theorie mnoZin, t. j. stardme-li se jen
o podet prvki, jen o odislovdni, ani¥ klademe poZadavky
spojitosti, je s obéma ekvivalentni.

* Ve 8koldch se uéi, Ze trojtihelnik je urden tfemi na sobé ne-
z4vislymi ddaji a #4dnym jinym podtem nezdvislych idaja.
(Udaje jsou kladn4 &#sla.) Vzhledem k tomu se Fk4, Ze je co?
trojihelnik{i. V této formé to ale neni vibec pravda. Tvrdim,

51



%o trojGhelnfk je urden takovym jedinym tidajem, nebo také
sedmnédcti zcela na sob® nezdvislymi vdaji; ba dokonce
moZno trojthelniky urlovat N, (tedy nekoneéné mmnoha)
ddaji, které jsou na sobé naprosto nezdvislé.

Spodteme i totiZ, kolik je trojihelnfkf. KaZdy trojihelnik
m4 t¥i strany; napiSme si jejich délky podle velikosti za sebou
(nejv&tsi napfed). Tim jsme kaidému trojihelniku pfifadili
uspofddanou trojici kladnych éisel. Tedy mnoZina uspoféda-
nych trojic kladnych &isel je Edsteénd odfslovéna pomocf troj-
dhelnfku. Tedy je trojibelnikdi nanejvys tolik, co takovych
trojic, t. j. nanejvys 8% = K. Na druhé strand kafdému klad-
nému &fslu ¢ pfitadme trojihelnik, jeho# viecky strany jsou c.
Tim jsme trojdhelniky Edsteiné odislovali kladnymi &fsly. Je
tedy trojihelnfikii asponi tolik, co téch &isel, tedy aspoil M.
Celkem tedy:

Trojuhelnikd je pfesné 8.

MoZno tedy trojihelniky ,urovat* (pfesnd olislovat)
kladnymi &isly. Takovy jediny ddaj (kladné &slo) ur# ptesnd
trojahelnfk (ktery je tim &fslem oéislovén) a ten trojdhelnik
urdf to é&slo. Tedy trojihelnik je urden jedinym tddajem
(kladnym &slem).

Pro ka%dé pFirozené ¥slo » jsme viak méli rovnici ¥* = X.
Na pt. tedy 817 = ®. Aviak %17 je podet uspofddanych sedm-
néctic kladnych &#sel (nebof X je podet kladngch &lsel) a tedy
je trojuhelnfkd prdvd tolik co uspofddanych sedmndctio
kladnych é&fsel. MoZno tedy trojdhelniky ,,uréovat‘ (pfFesnd
otfslovat) uspofddanymi sedmndcticemi kladnych &isel. KaZ-
dymi takovymi sedmndcti ddaji je uréen zcela urdity troj-
Ghelnfk. A zméni-li se ta sedmnéctice, t. j. zm&ni-.li se n&ktery
z t&ch 17 ddajl, zméni se i nd$ trojihelnik. Kaidy z téch
sedmndcti Gdajit mbZeme zvidiit a zcela libovolnd zménit;
zménf se tim prosté te sedmndctice a nd§ trojihelnfk. T'roj-
dhelnik je uréen sedmndcii zcela mezdvislymi na sobé tddaji
(kladnymi &isly).
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Cislo 17 jsme vzali jen jako piklad. At je n zcela libovolnd
plirozené &fslo, jest ¥* = X a tedy trojtihelnik je uréen n zcela
na sobé nezdvislymi ddaji (kladnymi ésly).

Trojthelnfky je moZno uréovat dvdma nebo stotisici nezé.
Vvislymi ddaji stejné dobfe jako tfemi.

Dokonce jest X = . Tedy je trojihelnik uréen také 8y, tedy
nekoneénd mnoko na sobé zcela nezdvislymi idaji (kladnyms
Ssly).

Ale zase nevykldddm, jakych je t&ch 17 &i X, udaji. To pro-
to, %e ty tidaje nemajf nijaky ,,ndzorny* smysl. Ze trojihel-
nfk je uren tfemi a fddnym jinym podtem ,nézornych‘
tidajti, neni viak Z4dny matematicky vyrok: , Nézornost*
neni logicky pojem.

* Majf smysl vyroky: Trojihelnik je urlen tfemi stranami,
stranou a obdma ptilehlymi Ghly a podobné&. Kdo ndm ale za-
rudf, ¥e pfi uréovan{ trojihelnika té%nicemi, vyskami atp. ne.
vyjde podet nezdvislych uréovacich prvkid jiny? O tom se
gice pfesvéd¢ujeme pi{pad od piipadu (ad ne zcela piesns,
nebot nékdy ty tdlohy jsou viceznaéné, tedy ne zcela uréené
a zase naopak — dokonce pfi uréeni tfemi stranami — nékdy
nevyjde vibec Zddny trojuhelnfk), ale obecnd formulace
problému a jeho fefeni ve staré geometrii chybi.

* Pfesto 1ze vyroku, ¥e je oo® trojihelnikd, ddt rozumny
smysl. V topologii se totiZ pojem prostoru pfendaf i tam, kde
na to nejsme zvykli. Z mnoZiny viech trojihelnfkd si udéld.
me také jakysi ,,prostor*; jeho ,,body* jsou trojihelniky.
Aby to byl prostor, musf mezi body byt jisté vztahy; musime
v&dé&t, co to znamend, Ze dva body jsou blizko sebe. Na pF.
v nafem pifpadd to bude znamenat, Ze strany jednoho z obou
trojiihelnikd se mélo li¥{ od stran druhého. Rikdme, %e jsme
do mnoZiny trojihelnikil zavedli topologii. A ted se d4 zcela
obdobné jako u pi{mky, roviny a obyéejného prostoru zavést
pojem dimense. (Topologiim se to podafilo zcela obecné.)
A tu ndm vyjde, Ze ten prostor trojihelnikt mé dimensi 3.
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A to je vyklad vyroku, %e ,,trojdhelnilkl je oo, & %e troj-
thelnik je uren privé tfemi nezdvislymi tidaji.

* Ale s dimensemi do ti{ nikterak nevystaéime. Prostor,
jehoZ body jsou piithky v obydejném prostoru, je &tyrroz-
mérny, je co? pfimek v oby&ejném prostoru. Prostor viech
elips v roving je pétirozmérny, téch elips je co8. (Blizké jsou
patrnd dvé elipsy tehdy, kdyZ ke kaZdému bodu na jedné
z nich moZno najiti blizky bod na druhé.) O prostoru s tako-
vouto topologif, jehoZ body jsou elipsy v roving, jest dok4zat,
fe méd dimensi 5 ve smyslu topologické theorie dimense. Tim
teprv nabudeme opravnéni tvrdit, Ze je téch elips cof. Pfi
tom viem je podet piimek v prostoru, jakoZ i podet elips v ro-
vind zase X.

* Celkem tedy lze fici, Ze symboliim oo!, 002, c03, ... moZno
pfisoudit v geometrii jisty rozumny smysl, ale Ze nikterak
nesouvisi 8 podtem né&jakych véci. Ty exponenty 1, 2, atd.
udévajf dimensi, co% je pojem paticl do topologie. Utvary
riznych dimensf nerozeznavaji se pomoci &islovéni. Rozeznd.-
vaji se teprve topologicky, t. j. kdyZ na #slovan{ klademe po-
#adavky spojitosti: A ted dalif piiklady z geometrie.

Usecka je, jak zndmo, mno¥ina bodi na pimce, které jsou
mezi dvéma riiznymi body, t. zv. koncovymi body té tsedky.
Pfi tom ty koncové body bud k tse¥ce &itime a mluvime
o tisedce uzavfend, nebo nedftdme a mluvime o vdse&ce otevrend,
nebo k tsedce ¢{tdme jen jeden z t&ch koncovych bodi a mlu-
vime o tise&ce polootevfend.

Predeviim tvrdim, %e vdecky otevfené dseky majé stejny
podet bodi.

A X r g
A )4 Y B
Obr. 20.
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Koncové body téch tisetek budou 4 a B u jedné a udruhé
A’ a B'. (K otevienym tsetkdm jich ned{tdéme.) Jsou-li ty
tsedky stejné dlouhé, pak je poloZime na sebe a body obou si
ptesné odpovidaji. (Obr. 20.) KdyZ jsou riizné dlouhé, pak si
je poloZme podle obr. 21, spojme bod As 4’, Bs B’ a z priise-
&ku P promitejme jednu
tu tselku na druhou. -
Pak jsme bod X promitli
do X’, bod Y do Y’ atd.
A tim jsme body X, ¥,
atd. otislovali pomoci
boddt X', Y, ... Je tedy

X Y B
t&ch bodi obojich stejné
mnoho.
Abychom tedy spoéi-
tali, kolik bod& m4 otev- [4 X Y 5
\ N\ AN

fend tsetka,stadi si vy-
brat zcela urtitou otev-
fenou tvsecku, ty ostatni
majf bodi také tolik.
Vybereme si na ose &selné tisetku U s koncovymi body
—1a +2. (Obr. 22

Diskontinuum D leZf na téZe tiseéce (leZi totiz mezi body
0a +1). A D m4 X bodil, tak¥e nade visetka U m4 aspoil ¥
bodii. Ale vic nez & bodd mit ne-
miiZe, protoZe cels osa diselnd mé - 4 +2
jenom X bodd. Tedy U a vibec
kaZdd jind otevfend tsedka md 8 Obr. 22.
bodd.

Je-li iisetka polooteviend, m4 o jeden bod vic, jeden z kon-
ct totiZ k ni &itdme. Mi tedy ® 4+ 1 bodd; aviak R + 1 = 8.
Tedy i polootevfend 1seka md R bodit.

Uzaviend tdsetka m4i o dva koncové body vic nef oteviend
dselka; md tedy ¥ 4+ 2 body; aviak X + 2 = X. Tedy ¢ uza-
viend usetka md & bodd.

Obr. 21.
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Celkem médme vysledek:

Ka#dd tdselka md & bodd. ‘

Kolik bodi mé &tverec (bez obvodu)? Strana &tverce je
(oteviend) tsetka U a tverec sém je vlastnd mnoZina
Us=UxU.

X
A, Alaa,)
a;
¢ q A |
3 U J
Obr. 23. Obr. 24.

Bod A4 ve &tverci (obr. 23) si miifeme totiZ myslet ozna-

den jako uspofddanou dvojici {4,; 4,}, kde

4, je bod ,,zékladny* U,

4, jo bod ,,vysky U.
A U mé 8 bodi, tedy né8 &tverec U? mé X? bodh; aviak
W = ¥, tedy &tverec md 8 bodit.

Obvod &tverce se sklddé ze &tyF otevienych ﬁseéek (zatim
totiZ vrcholy neditdme) a mimo to &tyt vreholi. KaZd4 z téch
dsedek m4 X bodii a tedy ten obvod mé 4 . ¥ + 4 body. Aviak
4.8=¥%, tedy 4.8 + 4 =8+ 4 = . Tedy obvod &verce
md X boddl. ,

* Kolik mé bod# kruZnice? Narysujme si kruZnici o polo-
méru r a o stfedu S a opi¥me j{ &tvereo (o strand 2r). Zvolim-li
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na na¥f krunici bod Y’, pak se Y’ promitne do bodu ¥ na
obvodu &tverce. Body na obvodu &tverce se promitaji do
bodi kruZnice a naopak, ty body si pfesné odpovidaji. Tedy
mé kruZnice stejnd mnoho bodd jako obvod &tverce, t. j.
kruZnice md 8 bodd. (Obr. 24.)

Podobns si miiZeme vypoéist podet bodid jinych geometrio-
kych dtvard.

Povrch krychle se sklidd ze Sesti stén. coZ jsou &tverce,
z 12 hran (otevfenych tsedek) a osmi vrcholi. Md tedy
6.x+12.%48 bodli A to je X bodb. Tedy povrch krychle
md & bodd.

* A povrch koule md také ¥ bodd. MoZno totiZ té kouli opsat
krychli a ze stfedu povrch koule promitnout na povrch té
krychle (jako u kruZnice a &tverce). Vidime, Ze povrch koule
a povrch krychle maji stejnd mnoho, tedy ¥ bodi.

Povrch krychle, povrch koule, kruZnice atd. mély ® bodd
bez ohledu na velikost.

Cviend. Kolik bodi mé plnd krychle? (83 = 8).

Kolik bodd mé plni koule? (Také ¥, nebot ji lze vepsat
i opeat krychli. Mé tedy aspofi i nejvys tolik bod# co krychle.)

Kolik bodii m4 trojihelnik, plny kruh, obvod Sestitihelni.
ka, povrch vélce (promitej na krychlil), vnitiek vélce (opi¥
a vepil krychli!) (Vesmés ® bodii.)

1,8. Nekonetnych kardlndinich &fsel Jo mnoho. Dosud jsme po-
znali dvé nekonednsd kardindln{ &fsla, toti% %, a 8. To prvni
znadilo potet pFirozenych &sel 1,2, 3, ...; to druhé znadilo
feknéme podet bodl v rovind. Ted si vﬁlm.néme, kolik je viech
&éstf roviny; uvidime, Ze jejich polet t bude vétsf ne% podet
bodi v rovins, t. j. t bude v&t3i neZ & a oviem také ne% .

Pfedeviim body roviny jsou téZ jejimi Cdstmi. Je tedy
&sti roviny aspon tolik jako bodi roviny, t. j. t = X. Aby-
chom dok4zali, e t > R, stall tedy zjistit, %e neni pravda
t = &, t. j. Ze nenf moZno &4sti roviny odislovat body roviny
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(tak aby nic nezbylo). Budeme to dokazovat zase nepiimo.
Budeme (nesprdévng) pfedpoklidat, Ze vecky &4sti roviny je
moZno olislovat body roviny. Jde jen o to dokazat rozpor.
Tu &4st roviny, kterd je otislovdna bodem P, oznaéimz &(P).
A ted pfijde dsudek plné obdobny ndm zndmé methodd
-diagondly. Sestrojime si jim jakousi ¥ist & roviny. Ta &ist
& bude urdena, budeme-li védét o kazdém bodé roviny, jestli
do & pat¥ nebo ne. Bude to takto. Je-li P bod roviny, pak se
miiZe stdt, Ze P pat¥i do &(P); pak bod P do é neddme. Stane-li
se viak naopak, Ze P nepati{ do é(P), pak bod P ddme do ¢. Ted
ale vlecky &dsti byly olisloviny body; tedy i nafe ¢ byla
otislovéna jakymsi bodem Q. Tedy &= &(Q). A ted mohou na-
stat dva pifpady:

1. @ patif do &(Q). Aviak body P, které patfily do &(P),
jsme do & nedali; tedy ani @ jsme do ¢ nedali. Tedy Q pFece
jen do &(@Q) nepati{. V prvém pi{padé jsme uZ kyZeny rozpor
dostali.

IT. @ nepati do ¢(Q). Aviak body P, které nepattily do
&P), jsme do ¢ dali; tedy zvliité jsme do & dali nas bod Q.
Tedy Q pfece jen do &(@) patif. I v tomto piipadé méme
rozpor.

V ka¥dém pHpads, at uz @ do &(Q) patHi & ne, jsme dosp&li
k rozporu, ktery ukazuje nesprdvnost na§eho pfedpokladu, Ze
by totiZ bylo moZno vlecky &isti roviny oédfslovat jejimi bo-
dy. Tedy to moZno neni, t. j. rovina mé jiny podet édsti ne
bodd, ¢ se nerovnd 8. JeZto viak t = ¥, je nutnd t v&tsf neZ n:

¥ <N <t
Tak jsme ziskali nové nekonetné kardindlni &slo t, které je
vE&ta ne¥ obd ndm jiZ zndmé, totiz N, a N.

Zpiisob jak jsme postupovali je vlastng zase methoda dia-
gondly. Vtip je tiplné stejny jako pki dikazu existence ne-
spotetnych mnozin. Ctend¥, ktery mé smysl pro abstrakei, si
toho viimne.
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Ted si miZeme sestrojit kardindlnf &slo, kterd je jektd
vitsf ne? t. Postupujeme takto: Piedeviim si opatifme n&ja-
kou mnoZinu M, kterd md t prvki. (Je to na pf. mnoZina
viech ddsti roviny.) Je-li nynf u podet viech &asti mnoZiny M,
pak u > t. Je to 1iplnd stejné jako prve. Pfedevidim prvky
mnoziny M jsou také jejimi d4stmi a tedy podet t&ch &dsti jo
aspofi roven podtu prvkd, t. j. u > t. Kdyby bylou = +t,
mohli bychom zase &isti mnoZiny M oéfslovat jejimi prvky;
&(p) budiZ zase st o&islovand prvkem p. A zase bychom si se-
strojili ¢ a nasli prvek mnoZiny ¢ u mnoZiny M takovy, Ze
& = &) a dospéli ke stejnému rozporu jako prve.Ctensf si to
sdm provede; stadi si prosté pfedist hofejif vahu. (Misto ro-
viny a jejich bodd pfijde prostd mnoZina M a jeji prvky.)

. A dplng stejnd bychom i k &slu u nasli dislo jeStd vSt&i.
A obecné:

Ke katdému kardindlnimu &slu se dd najit Hslo jestE vt

Uvaha je vidycky tiplnd stejnd. MoZno to také ci takto:
Ke kaZdé mnofink se dd najit mnofina, kierd md jestE vic
proki.

Tedy je nekonednych kardindlnich &sel velkd spousta;
k danému &slu 1ze vZdy nachézet stile v&tsi a vét3i a ke konoi
nedojdeme. Je jich rozhodn& nekone&nd mnoho. Je jich mno-
hem vice neZ &sel kone&nych (tdch je ¥;); o tom, jak strainéd
mnoho je nekonednych kardindinich &isel, se dodte Stendf na
konoi odst. 2,12 v druhé &isti. Bylo by sice lze to vyloilt uz
tady, ale nechci &tendii poplést pi'edsta.vy, které si sotva
ujasnil.

1,9. K femu potfebujeme tak mnoho reding§ch &isel. Rekli jsme,
e daleko nejdileZit&jif nekonedni &sla jsou ¥, & X. Proé je
Hslo ¥, tak dileZité? Prosté proto, Ze pFirozend Fada &fsel je to
hlavni nejen v matematice, ale ve viem my3len{ viibec; slav-
ny matematik Kronecker fekl: ,,Die ganzen Zahlen hat der
liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.** (Celd
¢tisla stvotil Pan Bih, viecko ostatni vymyslili lidé.) A ta tak
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diile¥ité pkirozend fada &sel md &, prvki, proto jo dasto %,
tak dbleZité.

A ted prosim, raciondlnich #sel je také K,. A kdyZ potitdme,
tak se vidy nutné omezime na kone¥ny podet cifer za dese-
tinnou ddrkou; misto V2 pifeme jen 4 1,4 nebo 4 1,41 nebo
+1,414..., misto 7z pifeme + 3,14 nebo - 3,14159 a podobné,
prostd z technickych diivodil, a& vime, Ze je to jen pfibliZné.
Prakticky poéitéme jen sraciondlnimi &sly, kterych je N,
K demu tedy zavdddt i ostatni, neraciondlni, redlns &isla?
Na? si zbyteéné podet &isel zvySovat na R?

M4 to mnoho velmi zdvaZnych diivodd, pro¥ je to zcela
nezbytné. Pfedeviim m4 byt véda objektivni, t. j. vyhovovat
viem. Nenf vhodné, aby kazdy maél svou zvldstni matema-
tiku. MiZe, pravda, ten, kdo potitd jen na t¥i cifry, misto V§
vzit 1,41 a misto = vzit 4 3,14. To ale uZ nevyhovuje tomu,
kdo poditd pFesn& na &tyfi cifry. Je pravda, %e v poditdn{
nutno se vidy omezit na urditou pfesnost. Ale objektivng
viem vyhovujici matematika musi Fedit otdzky pro ka¥dého,
af si pfesnost poditéni jakkoliv predepfie. Rekndme, %e by
polomé&r ndjaké kruZnice byl + 5 (pro jednoduchost pfesng).
Pak jejf obvod pro toho, kdo podit4 pfesné na tii cifry je
+31.4.

Pro toho, kdo po¥f{td pfesn® na ¥est cifer, je ten obvod
+ 31,4159 atd. Matematika ale ¥{ké, Ze ten obvod je (4 27) .
. (+5). Tento vyrok znamené: Podle jakychsi pravidel se
&sla + 27 & + b5 zndsobi, vysledek je jakési redlné &islo. Ten
kdo chcee poditat na ti cifry, vezme z toho &fsla prvnf ti cifry
a to, co mu vyjde, bude pro ného hledany obvod; vyjde mu
+ 31,4. Ten, kdo podité na Sest cifer, vezme &slo (+ 2x) .
. (4 5) na gest cifer a to, co mu vyjde, bude pro n&ho hledany
obvod; vyjde mu + 31,4159. Vzorec (+2x).(+5) vyhovi
ka?dému, af si politd na kolik chee cifer. Ty pisluiné cifry
se dokonce dajf vypodist, ani% bychom hledali ostatni pro nés
nepottebné cifry; dokonce uz v danyoh &slech + 27 8 + 6 se
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omezime na vhodny podet cifer; v naSem pipads na tolik
cifer, na kolik chceme mft pfesny vysledek. N&kdy je viak
nutno znét dani &sla presndji, na vice cifer neZ na kolik
chceme mit piesny vysledek.

Redln4 &fsla s nekonednymi (a zcela nepravidelnymi jako
u }/2 a 7) rozvoji ndm vystihujf raciondini &isla, s nimiz prak-
ticky potitdme, vidy, af po&itime sebe pfesndji. Misto aby-
chom ffkali: obvod na3f kruZnice je + 31,4 pfi potitdni na t¥i
mista, -+ 31,4159 pfi poditdnf na Sest mist atd., misto aby-
chom pro kaZdy podet cifer musili uddvat zvliké vysledek,
Felmeme jednodude, %e nd8 obvod je roven jakémusi redl-
nému &sla (4 27) . (4 5). A ten jediny vyrok uZ vde vysti-
huje.

K tomu tedy zavddi se reslné &fela, jichZ je .

A jeits je jiny diivod, proé je zcela nutno zabyvat se mno-
#inami, které majf vice ne? ¥, prvkd. Vynechme z osy &selné
jeden bod (na pf. 0). Pak na vynechaném mist& vznikne t. zv.
mezera. To znamend: nafe piimka se rozpadne ve dva kusy
K,a K, (to, co je pfed vynechanym bodem, a to, co je za nim),
Pfi tom oba ty kusy jsou oteviené. To znamend, Ze nemaji
#ddnych koncovych bodf. Skuteéns v prvnim z téch kusd K,
(coZ je mnoZina vEech zdpornych &sel) zvolme libovoln& bod
p; mdme ukézat, Ze to nenf koncovy bod prvniho kusu. Ten
bod je jakési zdéporné &fslo. Zvétiime-li o jednu cifru pied de-
setinnou &érkou, dostaneme &fslo, které lezf pted p. Tedy nend
p levym koncovym bodem. A mezi p a 0 je, jak vime, také
ndjaké &slo ¢ a to g (protoZe je pied 0) patif do naSeho kusu
K, a je za p. Tedy p neni ani pravym koncovym bodem na-
#eho kusu K,. Stejnd je tomu s kusem K,, ani ten nem4 kon-
covych bodd. Pfi tom cely jeden kus (totiZ K,) je pfed dru-
hym kusem (pfed K,). Tomu prdavé iikdme, 2o mezi K, a K,
je mezera.

Pfimka je uspofddand mnoZina (kdy% ji probirdme v urdi-
tém sméru). V geometrii se 24d4, aby piimka byla souvislé,
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abychom se spojit& dostali na ni z jednoho bodu do druhého.
To znamend dvé véci. Pfedeviim na ni nesméji byt t. zv.
akoky (obr. 25):

v

€ —

Obr. 25.

t. j. mezi kazdymi dvéma body musi leZet néjaké body, pfim-
ke musf byt hust4d. Na to by stadilo oviem ¥, bod. Nebot
jsme vidéli, Ze raciondlnich é&isel je jenom ¥, a pies to jsou
hustd, mezi kazdymi dvéma le#{ zase n&jaki. Za druhé viak
24ddme, aby na pfimece nebylo mezer. A k tomu, abychom
splnili oba dva ty poZadavky, uZ nikterak nevystaéime s 8,
body, jak si dokd%eme v druhé &isti. K tomu, aby pifmka
byla souvislé, je naprosto nutno, aby méla vice nez %, bodd.
Dokonce nesmi mit o0 nic méné nez ¥ bodd. Stejné je tomu
8 rovinou a prostorem; kdyby mély mén& nez X bodd, nebylo
by mozno dostat se spojité z jednoho bodu do druhého, coZ
by se zcela pfitilo nadim geometrickym pfedstavim.

Vidéli jsme tedy, Ze s ¢islem ¥, nevystadime ani v aritme-
tice ani v geometrii. Ale s &slem & u¥ tplnd vystadime: redl-
nych &sel je X, bodii v prostoru je 8. Ostatné si aritmetika
a geometrie pfesné odpovidajf; piimka a osa &selnd je v pod-
statd totéZ. (To je zdkladnf myslenka analytické geometrie.)

1,10. Co jsou to t.zv. velitiny nekonetnd malé. Cisla ¥, ¥ a pod.,
o kterych jsme dosud mluvili, jsou nekone&n$ velik4. Mnohdy
se sly3i, Ze derivace je podil nekone&ng malych velidin, Ze in-
tegril je soudet nekonednd mnoha nekoneén malych velidin
& pod. Zvldsté difve byly tyto frdze v oblibd. Takové vyroky
maji tu nectnoct, Ze u laikd vzbuzuji nespravné predstavy
a nékdy vedou i k chybnému poéiténi. Je chyba si myslit, Ze
by derivaco skuteéné byla podflem jakychsi ,¢isel“. Ty fréze
maji smysl spffe obrazny. Jak jest jim rozumét, vyloZim pro
tplnost v této kapitole.
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Myslim si, 2o se automobil pohybuje po silnici. Silnice mé
v riznych mistech riizné stoupéni; automobil jede do kopce
pomaleji. Pohyb automobilu nenf rovnomérny. Pramérnou
rychlost automobilu v jisté dobg, na pf. mezi 9. a 11. hodinou
vypoéteme tak, Ze v té dobé ujetou drdhu délime pislusnou
dobou. Ujel.li automobil od 9. do 11. hodin 72 km, je jeho
priimérnd rychlost za tu dobu 72km : 2 hod. = 36 km za
hod. Ted potitejme jeho priimérnou rychlost mezi 9. a 10.
hodinou. Ujel-li v té dobé 37,5 km, je to primérné rychlost
37,56 km : 1 hod.=37,5 km za hod. Mezi 9 hod. 15 min. a 9 hod.
45 min. vjel nd§ automobil tfebas 18,5 km. Priimém4 jeho
rychlost v té piilhodinég je 18,5 km : 1 hod.=37 km za hodinu.

Ted se ptejme, jak rychle jel nd§ automobil o pil desdté.
Jak to zjistime ? Zmdf{me dréhu za jistou dobu kolem piil de-
edté a délime ji tou dobou. MiiZe ndm vyjit oviem leccos.
Délili jsme to tiikrite a vySlo ndm pokazdé néco jiného; po
prvé 36, po druhé 37,5, po tiet! 37 km za hodinu. To proto, Ze
jsme brali ty doby kolem piil desété rizné a automobil jel ne-
rovnomérné. Ta prvni doba byla 2 hodiny, to je pfili§ mnoho.
Posledni vysledek.je asi nejspolehlivéjif. Budou-li rizni lidé
méfit tu rychlost automobilu o pll desdté, vyjde jim (i kdyz
pfedpoklddéme theoreticky naprostou pfesnost méfeni) kaz-
dému néco jiného, prostd proto, Ze méfili drahu za rizné
doby. Ale ty vysledky vSecky majf tu pozoruhodnou vlast-
nost, Ze se ,,hromad{* viecky kolem jistého &isla, vice & méné
se od ného liice. To &slo je t. zv. okamZitd rychlost nafeho
automobilu o piil desdté. Ta okamiitd rychlost sice obecné
nikomu z méfeni nevyjde, ale viecky vysledky méfenf apro-
ximuje. Af si pfedepidi sebe mensf pFipustné chyby, feknéme
men3{ ne? ¢, které si libovolnd piedem zvolim, vidycky se
bude naméfend primérn4d rychlost od té okamzZité rychlosti
lisit o ménd neZ &, jen kdyZ dasové intervaly kolem pil desdté
volim dost kritké, fekneme kratsi neZ 4. vétal pfesnost
vyZaduji, t. j. 8im mens{ ¢ pfedepiSi, tim oviem musfm volit
krat3f easové intervaly, mensf 4.
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To privs, co jsem popsal, se vyjadfuje vyrokem: okamZitd
rychlost je ,,nekone¢nd kritk4 drabe délend piisluinou ne-
konednd kritkou dobou. Ale ta okamiitd rychlost nenf
vitbec Z4dny podil. Priim&rné rychlosti v dasovych interva-
lech kolem pil desdté jsou aproximovény pravé tou okam#zi-
tou rychlosti a to s libovolnou pfesnosti, jen kdyZ ty inter-
valy Zasto volime dost krdtké. A vyrokem o podflu nekoneénd
malych &sel se mé pravé vyjadiit, Ze se aproximujf skutedné
podily a to s piesnosti libovolné se zvySujici, kdyZ ty inter-
valy &asové a tedy i pisluiné dréhy se voli kratif a kratd,
ani? bychom kdy dosdhli naprosté pfesnosti. Naprosté pfes-
nosti bychom doséhli (t. j. chybu ¢ stladili na nulu), kdyby
bylo moZno i ty intervaly &asové a piisluiné dréhy stladit
na nulu, coZ oviem nejde: podil dvou nul nenf nic rozumného.
Ta pfedstava privé, Ze okamiité rychlost je to, co bychom
v tomto nemoZném pipads méli dostat, vedla k tomu zpi-
sobu vyjadfovédn{ o podflu nekonené malé dréhy a nekoned-
nd kratkého dasu.

Vdé¢ime Newtonovi a Leibnizovi za methodu, kterd dovo-
luje vypodist takové ,,podily nekonend malych &fsel*. Je to
t. 2v. podet diferencidlnd.

Ka?dému é&slu ¢ pfitadme &fslo s(¢); na pf. miiZe ¢ znadit
&as, s(t) vzddlenost nadeho automobilu od pevného bodu na
gilnici (m&Feno po silnici). Mezi okamzZiky ¢, a ¢, uplynula doba
t; — ¢, a ujetd drdha jest s(t,) — s(¢,). Primérn4 rychlost mezi
okamziky ¢, a ¢, jest

Ce,, 1, = [8(t)) — 8(4,)] : (¢ — 1)

Kdyz ted v je okamZité rychlost v okamziku ¢,, pak, af si
zvolim ¢ sebe mensi, vidy najdu 4 takové, Ze ¢, ;, se rovnd
v 8 chybou men3{ ne? ¢, jen kdy% jsem okamZiky ¢ a ¢y volil
k ¢, blize neZ o 6.

Ve fysice i v technické praxi se vyskytuji na kazdém fddlku
piiklady podobného druhu, kde ¢ obecnd nemus{ byt &as a &
nemusf byt vzdélenost. Cislo v, je% uréfme, nenf oviem obeo-
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nd rychlost; v se nazyvé derivace velidiny s podle ¢ v ,,bod&** ¢,.
Je tedy okamZit4 rychlost v &ase #, rovna derivaci drdhy s
podle &asu ¢ v okam%iku ¢,

Derivace nejsou 24dné podily; jsou podily jen aproximo-
vény. A pravidla pro politdn{ s derivacemi mnohdy jsou
obdobn4 s pHslu§nymi pravidly pro podfly. Nesmime se viak
tim ddt svést a o ka?dém takovém pravidle, chceme-li ho
uivat, musime v¥dét zvl4it, %e pro derivace plati.

I ~
21

Z Z, Z
Obr. 26.

Ted zas néco jiného. Poditejme obsah plochy ohranidené
gilnd vytaZenym obrysem. (Obr. 26.)

Obsah plochy je pfibliznéd roven obsahu plochy tedkova-
nych obdélnikii. Obsah prvnfho z nich je zdkladna z; krit
vyika v,, obsah druhého je z,.v, atd. Celkem je ten pFiblizny
obsah roven souétu vSech obsahi zwy, t. j.

22.1)‘.

Ted misto na &tyfi dilky méiZeme rozddlit dsetku ab na
13 dilkd, vesmds tfeba kratdich nez byly pfedchozi. Zase sl
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v téch dilcich zvolime n&jak body ¢, c,, ... a sestrojime obdél-
nfky jako prve. (Obr. 27.)

Vyjde ném zase jiny pfiblizny obsah. Tenz4dvisina poétu
dllcd, na tom, jaké jsou, na tom, kde volime body ¢,,¢c,, ...
Ale co pak je to skuteény obsah nafeho obrazce? Je.to ta-
kové &islo P, které je viemi tdmi p¥ibliZnymi vysledky apro-
ximovéno. At pHpustnd chyba je jakkoliv mald, menif ne%
predem zvolené ¢, vidycky se ndm podaif{ P aproximovat

LIS S H RN 21 %
R E :
lajsils Elilileile il i G
z' zz ZJ Z, Z‘ ZH
Obr. 27.

8 chybou men&f neZ ¢ t8mi piibliZn¥mi plochami Ezw;, které
majf dilkky z;, dost malé, mensf neZ jakési 4. Cim jsou dilky 2
men{, tim je jich oviem vic. P¥esny vysledek ale nikdy ne-
dostaneme, obsah P se Zidnému z téch souétd nerovnd. Je
viak aproximovén tim lépe, &m jsou dilky z; mensf (a &im je
jich tedy vic).

Rikévé se, Ze obsah P je soudet nekoneénd mnoha neko-
neénd malych plodek z;»;. Tim se chee Feci, Ze aproximace by
byla pfesnd (t. j. chyba sraZena na nulu), kdyby dilky byly
pkimo nulové a bylo jich za to nekoneéné mnoho; oviem sou-
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¢et nekoneéné mnoha nul, mysleny v této frézi, nic rozum-
ného neni.

Je-li f(z) vyska kiivky v bodé = (obr. 28); pak na pt.
v; = f(¢;) a nale soudty Zzw, jsou Zf(c,) . z;. Zndme.-li f(z)
v kazdém bodé x, zndme nadi kfivku. To &islo, které soudty
Zf(c;) z; aproximuji, t. j. na8 obsah P, se oznaduje

b
[1(z) dz,
a
cof se &te ,,integrdl od @ do b funkee f(z)«. Integrdl je apro-

~

flx)

a X D
Obr. 28.

ximovén soudty Zf(c;) 2z, sdm vSak soudtem neni. Plati pro
ndj nékterd pravidla jako pro soudty; aviak mnoh4 pravidia
platné pro soudty jsou pro integrily prosté nesprdvné. In-
tegrilni podet pochdzi té% od Newtona a Leibnize.

Nenf tikolem této kniZky se tim podrobnéji zabyvat. Upo-
zorfiuji znovu na to, %e s derivacemi a integrély nesmime po-
Htat jako s podily a soudty, pokud ndm’o uiivanych pravid-
lech neni o kazdém zvl45f zndmo, Ze pro derivace a integrily
plati.

67



Pozndmka ke konci prvni &sti. Jeitd s jiného druhu ,,ne-
konednem*' se setkdvdme. My jsme si viimali nekoneéného
podtu prvki mnoZiny. Odeddvna viak lidé uvazovali o tom,
je-li prostor, v ném% %iji, konedny &i nekonedny. Pfi tom se
nikterak neptali snad na to, kolik m4 bodi; je pfedem jasno,
%e m4 nekonetnd mnoho bodi. Otdzka po nekoneénosti
prostoru se tykd nééeho jiného, totiz jeho rozlohy. Prostor je
nekoneény, kdyZ vzddlenosti jeho bodi jsou jakkoliv veliké.
Zvolim-li si libovolny bod 4 a libovolné velikou délku 4, pak
se vidycky dé najit takovy bod B, ktery je od 4 vzdélen o
délku jest& vétdf nez 8. To se tedy mini nekone&nost{ prostorn.
Prostor eukleidovsky, kterym se zabyvdme na $koldch, je ne.
koneény. Moderni fysika v8ak leckdy méfi vzddlenosti tako-
vym zplisobem, Ze se nd§ prostor ,,zkrouti‘‘, pFestane byt
eukleidovsky. Pfi méfeni béznych ,,malych‘ délek do pou-
hych miliont kilometrd se ta novd mira lisf od eukleidovské
neuvéfitelné mélo. ,,Zak¥iveni* se objevi a% pfi vétiich vzd4.-
lenostech. A jaky je ten zkrouceny prostor, zda je konedny
nebo nckoneény, je vici méfen{ a ne tivah, jako jsou vécf ma-
Fenf rozméry nasf loZnice. Abstraktn{ theorie neopiend o mé-
fenf ndm nemiZe ¥ci nic o rozmérech konkretni loZnice, ani
o rozmérech konkretniho prostoru, v némz Zijeme.

Zakfivend trojrozmérného prostoru lze si snad t&tko pfed-
stavit. Ale nafe pfedstava je to posledni, ¢m lze ovéfovat
pravdu. Je zcela myslitelny trojrozmérny prostor sdém o sobd
uzavteny asi tak, jako ve dvou dimensich je sdm o sobd uza-
vien povrch koule. A tak zak¥iveny prostor je koneiny
(& nem4 okraje). Zak¥iveni a rozméry prostoru se poéitajf po-
dle rozloZeni hmoty, které nutno zji¥tovat méfenim. Defini-
tivnd uspokojivou odpovéd, jak velky je na$ prostor, dosud
neméme a dohady nepopularisuji.
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