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III. ZKRACENE POCITAN{

9. Chyba priméarni a sekunddrni. V této kapitole odvodime
pravidla t. zv. zkriceného politani. K tomuto zpisobu
potitéini jsme vedeni zkusenosti, Ze pii vypoditdvini vysledki
obvyklym zpisobem dostivdme znaény podet mist, jez
obsahuji &islice nezarudené, a proto zbyteéné. Ve vypodtu
Ize v8ak vymechati urdité elementdrni vykony a usporddati
jej tak, abychom nezaruéenych é&islic dostali co nejméné.
Takto uspofddané poletnf{ vykony 'se oznaluji ndzvem
zkrdcené poéitind.

Jak jsme jiz ukdzali v pfedchdzejici kapitole (a jak ukd-
Zeme i v ndsledujici) stfedni aproximaci r; sprdvného vy-
sledku R dostaneme, provedeme-li vypoéet tohoto vysledku
zestfednich aproximacidanych éisel obvyklym (nezkrécenym)
zplisobem poéditdn{, jak jsme se mu naudili ve 8kole. Pfi tom
vznikd chyba R — r,, kterou jsme v odst. 2 nazvali (prostd)
chyba stfedni aproximace a kterou budeme také nazyvati
chyba primdrni. Jestlize viak podetni operace upravime tak,
Ze misto zbytedné piesného ¢&isla r; dostaneme jinym podet-
nim postupem méné pfesné &islo r,, vznikd nové chyba, jez
je ddna rozdilem 7, —r, a pro niZ zavedeme nézev chyba
dyjpoltu éili chyba sekunddrni. Ndm oviem jde o to, od se &fslo
rq lidi od pfesného vysledku R, ¢ili o rozdil

R—ry= (B —r)+ (r,—ry).

Tento rozdil se jmenuje chyba dhrnnd (totdlni). Jak je vidno,
chyba uhrnnid je rovna soudtu chyby primérnf{ a chyby
sekundérni.

Je-li g, hornj hranice chyby primérni, t. j. je-li |[R —r)| <
< 0y, 2 je-li g, horni hranice chyby sekundérni, t. j. je-li
|1y — 75] £ 05, je horni hranice chyby dhrnné

|IB—ry| = |[(R—r) + (r,— )| £ IR—n]+|r—r| <
é 011+ 0
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V ptedchézejicf kapitole jsme vySetfili horn{ hranici chyby
primérni pfi nékterych jednoduchych podetnich vykonech;
v této kapitole podrobime rozboru chybu sekunddrni pii
tychZ poéetnich vykonech.

Pfedevsim vime, Ze chyba primdrn{ zévisi toliko na stied-
nich aproximacich danych é&isel a na jejich chybédch prostych;
jsou-li dand ¢isla aproximovédna s uritymi chybami, je tim
jiz uréena velikost primdrni chyby. Chceme-li ji zmensit,
musime uZiti pfesnéjSich aproximaci. Naproti tomu velikost
chyby sekunddrni z4dvisi na tom, jak uspofdddme poletni
vykon, t. j. kolik a jaké elementdrni vykony vynechdme
a do jaké miry se tak pfibliZime nezkrécenému podetnimu
vykonu. Proto lze velikost sekunddrni chyby zpravidla libo-
volné sni%iti tak, aby neméla pfili§ velky vliv na Ghrnnou
chybu vysledku.

Cvilent. 18. Nutné a dostalujici podminka pro to, aby absolutni
hodnota thrnné chyby nebyla v&tsi neZ absolutni hodnota primérn{
chyby, je, aby chyba primarni a sekundérni byly opaénych znamének
a aby absolutni hodnota sekundarn{ chyby nebyla vét&{ neZ dvoj-
nésobek absolutni hodnoty primérni chyby. DokaZte! — [Ozna&ime-li
primérnf chybu p, sekundérnf chybu s, mé platit |p + s| < |p|.
Vezméte v ivahu vlechny kombinece znamének, jichz mohou nabyti
tisla p + s 8 p.]

10, Zkrdcené stitani a odiitinl. JeZto budeme vySetfovati
pouze sekunddrni chybu, miiZeme pfedpokladati, Ze &fsla
A,B,C,..., s nimiZ providime vypoéty, jsou ddna pfesné.
Je-li déno &islo 4, Ize vidy najit takového mocnitele r, aby

10 < A < 107+,

Délime.li éfslo 4 &islem 107, vyjde podil a, a zbytek z;
a, je &islo celé, pro néz plati 1< a,< 9, a vedle toho
0 < z, < 10". Délime-li déle &islo 2 “&slem 1071, vyjde podil
a,—, a zbytek z,._,; pfitom a,_, je &islo celé, pro néz plati
0L a,,5£9,a0< 2, < 101, Tak lze pokradovati libo-
volné daleko. Provedeme-li takovych kroki celkem p, dosta-
neme nakonec é&isla a,_p, 1, zZ—p4,, jeZ maji obdobné vlast-
nosti jako &isla a,,, z,—,. Oznaéme struéné r — p+ 1 = k.
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Pak lze cely postup vyjadtit fadou rovnic, jich% je p=
=r—k+1:

A =a .100 H2z ,

2y =ar .10 42,

Zp g =Gy . 1072 42z,

Seétenim viech t&chto rovnic vyjde
A=a,.100 +a,_, . 1014 a,_, . 10"~2 4 ... +

—|— ag . 10" —|— k.
Cisla a,,a,_,, Gr—gy ..., ay, jichZ je p=r—Fk -+ 1, jsou
Cislice, jimiZ je A vyjidifeno v desitkové soustavé &iselné.
O é&islici a, fikdme, Ze je f4du r-tého, a,_, je Fddu r — 1 atd.
Cislo z;, pro n&Z platf 0 < 2, < 10%, budeme nazyvati zbytek
éisla A po &slict Fadu k-tého. Oznaéme 4, &islo
Ay=a,.100 +a,_, .10~ + a, ,. 102+ ... + a; . 10~
Je to &islo, které vznikne, zaokrouhlime-li ¢islo A bez opravy
na p = r — k + 1 mist; jeho posledni &islice je F4du k-tého.
Vzhledem k vlastnostem &isla z; plati

A < A< Ap+10%t.j. 4= A+ 0,5.10F + 0,5. 10%
Je-li ddno n &isel 4, B, C, ... a méme-li utvofit soudet

A+ B4CH ...,
miZeme dand é&isla nahraditi &isly Ay, By, Cy, ..., jeZ vznik-
nou zaokrouhlenim bez oprav tak, aby posledni &slice byla
fddu k-tého. Utvorime-li z nich soudet N

Ay~ By + Cp 4+ ...,

Ize jej povaZovati za dolni aproximaci hledaného soudtu.
Stfedni aproximace je pak o n . 0,5 . 10% v&t&i a hornf hranice
prosté chyby nenf podle odst. 4 vétsi nez n . 0,5 . 10%. Je tedy

+n7.05.108 £+ n.0,5.10%

32



Qdtud plyne pravidlo: Sedteme-li z n danyjch séitancii jen ty
dislice, jeZ jsou fddu k-tého a vysstho, dostaneme dolni aproxi-
mact soultu s chybou, jejiz horni hranice mepfesahuje &slo
n.0,5 . 10¥ (zkrdcené s&itdni bez brani oprav).

Priklad. NiZe napsand &fsla chceme sedisti podinajic jed-
notkami f4du — 1. Vynechdme tedy viecky é&islice, jez jsou
Fddu niZstho neZ — 1, t. j. ty, jeZ jsou napravo od svislé &iry,
a vznikly soudet zvétiime o 5.0,5.10—! = 0,25. Vypodet
je tento:

27,5] 268
3,2(8973
412,5 | 27
42,0 | 368
0,075

485,2 + 0,25 + 0,25,

coZ lze psiti ve tvaru 485,4 + 0,3 nebo také 485,5 4- 0,3.
Piesnd hodnota je 485,45533.

Poznamka. Abychom sniZili horni hranici chyby, lze postupovati
také tak, Ze seiteme jebtd &islice fddu o 1 niZsfho, tento soulet za-
okrouhlime (s opravou) na jednotky toho fidu, na které chceme
potitat, a takto vzniklé &islo, jeZ se nazyvé oprava, k soudtu pfitteme
(zkrdcené séitdni 8 opravou). Tim se dolni aproximace sou&tu stane
netipinym ¢&islem s prostou chybou, jejiz horni hranice je 0,5 . 10%,
f4d sekundérni chyby se tim sniZf o I, nebof, vlastnd zanedbAvame
jednotky teprve Fédu k& — 2. Provedeme-li takto ty% vypotet znovu,
dostaneme

27,6 | 268
3,2} 8973
412,5| 27
42,0 | 368
0,0|75

485,4 4+ 0,05 4 0,025 4 0,025,
co% zaokrouhleno dé 485,43 4- 0,08. Poditdme: 7 + 3 + 2 4+ 8 + 2 =
= 22,oprava2;2+ 0+ 0 + 5 + 2 + 5 = 14 atd. Je oviem otdzka,

neni-li vyhodndjdf poéitat pfi téZe préaci radsji soudet bez brani
oprav o jedno misto pfesndji; v nasem piipads vyjde 485,44 + 0,03.
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Jde-li o rozdil dvou &sel 4 = A, + 0,5.10% 4+ 0,5. 10%,
B= B;+ 0,5.10F + 0,5. 10%, dostdvdme

A—B= (A;+0,5.10%) — (B; + 0,5 . 10%) +
+2.05.10¢= 4, — B; + 10,

Zcela obdobnd pro algebraicky soudet » é&lendt kladnych
A, B, ... am &leni zdpornych P, @, ... vyjde

A4B+ ... —P—Q—..—A3+ Byt ...— Po—Qu—.. .+
+ (n—m)0,6.10% £+ (m + ) 0,5. 10,

Cvifendi. 19, Provedeme-li zkrédcené stitdni nejvyie 20 sitanci
potinejic F4dem k — 2 a zaokrouhlime-li (s opravou) posledni dva
mista vysledku tak, aby posledni &fslice byla fadu k-tého, je vzniklé
&fslo rovno é&fslu, jez vznikne, zaokrouhlime-li (s opravou) pfesny
vysledek tak, aby posledni &islice byla fddu k-tého, nejvyse anad
8 jedinou vyjimkou, je-li prvnf &islice vynechané p#i zaokrouhlovéni
¢tyfka nebo pdtka. Dokaite! — [Viz cvig. 8.]

20, Jestlize pied s¢{ténim zaokrouhlime kaZdého stitance s opravou
tak, aby jeho nejni2si &islice byla #¥4du k-tého, a takto zaokrouhlené
séitance setteme, dostaneme vysledek s touz horni hranicf prosté
chyby, jako kdybychom dané ¢isla seétli zkrdcend bez oprav poéinajio
éislicerni #a4du k-tého. DokaZte!

[1. Zkracené nasobenl. Budte ddna dvé &isla

A=a, 100+ a,_, .10~ 4 a,_, . 102 4 ... 4
+ @yppy . 107PHL,

B=1b,.10°+ b,_, . 10*-1 + b,_, . 102 ... +
+ by_gyy - 1082,

z nich% prvé m4 p cifer a jeho nejvyssi éfslice je Fidu r-tého
a druhé m4 ¢ cifer a jeho nejvy3si &islice je Fddu s-tého.
Znatky a,,a,_,, ..., @r—piq,s bsy be—y; - -+ 5 Ds—g i Znadi &fslice
a indexy znadi F4dy t&chto &islic. Zndsobime-li spolu dand
dvé &isla, lze jejich soudin C = A B psit
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C = ab, . 10+ + a,_b, . 107+5—1 |
targhy . 10F2 4 Loag b, 10F |4 ..

+ asby_, . 107+51 -
+ af—1bn._1 J10t+e—2 4 L+ a’k—0+1b0—1 . 10% .
+ar beg 10+ 24 Loap gygby . 10F [

Y+ + 0+

—I—a, bb__,].ok —I—-
+ ...

kde jsou pod sebou psény souéiny cifer, jez uddvaji podet
jednotek téhoz fddu. V kaZdém f4dku napsaného schematu
je urdity ndsobek &isla A.

Zahrneme-li do ndsobeni pouze jednotky fddu k-tého
a vysiiho, t. j. ponechdme-li pouze &leny stojici vlevo od
svislé d4ry naznadené v nafem schematu, dostaneme ¢&fslo,
jez je mensi neZ soudin 4B, nebof pfi tom zanedbidvime
&leny F4di nizdich. Takto vzniklé éislo oznadime c, a budeme
je povaZovati za dolni aproximaci souéinu C.

Jezto déle plati pro kazdé m
10" >ap, . 10m1 + g, ,. 10" 2+ a, ,.10m3 4 ...,

kde a,—,, ap—,, ... jsou &islice ¥4du m — 1, m — 2, ..., Ize
tvrdit, Ze soudet &lend v jednotlivych fddcich vySe uvede-
deného schematu za svislou &arou je men&i ne b, . 10%,
by, - 10%, b, _, . 10%, ..., tak?e plati
C<ab,. 100+ 4 a, b, .107+5—1 |
+ a,_b, 107t 4 (ap—, + 1)by .10% 4
+ by . 10701 4
+ @rybpy  107H2 4 (@ gy + 1)Dp—; - 10F 4
+ay by 107F2 b (@ppn + 1)y . 10F +




pti demZ posledni &len vpravo je vét3i neZ soudet viech
ostatnich élenlt v daldich Fddeich. PovaZujme tento vyraz
za horni aproximaci ¢, soudinu C. Je tedy

€a—C = (by + by—y + by—s + ... + bp—p + 10) . 10,

Abychom snadno nalezli &islo ¢;, uspofdddme vypotet
takto: Napileme &lslice ndsobitele pod {islice ndsobence
v opaéném pofddku tak, aby nejvysst Elslice ndsobitele (b, Fddu
8-tého) prisla pod &islici ay—, fddku (k—s)tého. KaZdou &islict
ndsobitele ndsobime tu &islict ndsobence, jes stoji pFimo nad ni,
a viecky ostatni, jeZ od ni stoji vievo. Takto veniklé souéiny
napideme tak, aby prisly pod sebe posledni &islice na pravém
kraji (Fddu k-tého) a selleme. Vzniklé éislo je dolni aproximact
soubinu; pfitom horni hranice prosté chyby je mendt nes tolik
jednotek posledniho fadu, kolik &int polovina soudtu téch éislic
ndsobitele, jichZ jsme pFi ndsobeni ufili, zvétseného o 10, nebo
(vzhledem ke komutativnosti ndsobeni) horn{ hranice prosté
chyby je také mendt, nef tolik jednotek posledntho fddu, kolik
éinf polovina soultu téch ¢islic mdsobence, jichi jsme pfi
ndsobent pouZili, zvétseného o 10 (zkrdcené ndsobent bez oprav).

Priklad. Nisobme &isla /2 = 1,4142136, = = 3,1415927
tak, aby ve vysledku vysly é&islice fddu — 5 a vys8iho.
Tu je r=s=0, k= — 5. Napieme tedy nejvyssi &islici
ndsobitele pod tu é&islici ndsobence, jez je fddu — 5. Vypodet
vypadé takto:

729 51413

4 24263
14142
5656
141

70

9

4,44281 4 12.10—5 4+ 12.10—5.
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JeZto soudet ¥fslic nasobence, jichZ jsme pouZili k vypoétu
a jeZ jsou v ndsobenci podtrZeny, je mensi nez soudet ¢&islic
ndsobitele k vypodtu pouZitych, je horni hranice prosté
chyby mensi nez

Hl4+4+ 144424 1410).10~5==12.10-5,

Tuto hodnotu tfeba k nalezené dolnf aproximaci pFidfsti,
takZe je
V2. 7= 4,44293 4- 12.10-5.

Piitom jsme zanedbali (nepatrnou) chybu primdrnf, je%
je men3i nez 0,5.10—7.1440,5.10—7.3,1=2,3.10—".

Umisténi desetinné &irky ve vysledku lze provésti bud
podle pravidla, Ze fdd souéinu nejvy3Sich cifer &initeld je
roven soudtu fadh téchto nejvyssich cifer, nebo mechanicky,
uvédomime-li si, Ze f4d nejnizdi ¢&islice vysledku je rovemn
soudtu f4dd kterékoli &islice ndsobence a té &fslice nisobi-
tele, jeZ je pod ni v nasem schematu napséna.

Poznimke. Hornf hranici prosté chyby pfi zkrdceném nésobenf
lIze sniziti tim, %e se nésobi i &islice, kterd stoji o jedno misto déle
vpravo nad ¢&islici ndsobitele, kterou prédvé nésobime, a vznikly
soudin téchto dvou é&islic zaokrouhlime na &fslici jedinou, jiZ pfitteme
k soudinu &islic nad sebou stojicich (zkrdcené ndsobent s brantm oprav).
To je totéz, jako kdybychom zkrdcenym ndsobenim bez oprav poé&itali
o jedno misto vice & v kaidém Fddku posledni &fslici zapkrouhlili.
Tim se vypodtend dolni aproximace soudinu sama stane neuplnym
¢islem s hornf hranici chyby n . 0,5 . 10%, kden = s — (k—r—1)+
+ 1=r+4 88—k 4+ 2 je potet fddk1,*) nebot v kazdém Fadku miZe
vzniknout chyba aZ o polovinu jednotky posledniho mista; naproti
tomu hornf hranice (sekunddrni} chyby se tim snfZi, jetto jde vlastnd
o zanedbané jednotky Fidu k — 1. Provedeme-li podle toho vy&e
vypoéteny pfiklad znovu, dostaneme

*) Tim, Ze ndsobime ¢&islici stojicf o jedno misto dile vpravo,
zvétsi se podet Fddki o 1; v poslednim Fédku mutZe byt po zaokrouhleni
nula,
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1,4142136 x 3,1415927
729 51413
4 24264
14142
5657
141
70
13
4,44287 + 3,5.107% + 13.107% 1 13.107°8,

Pfitom poéftéme prvy fadek: 3.3 = 9, oprava l, 3.1 =3, 3+ 1=4
& zapiSeme 4 atd. JeZto n = 7, je horni hranice chyby vzniklé za-
okrouhlovénfm 7.0,5.1073 = 3,6.107°. Hornf hranice chyby
vzniklé zanedbanim &lend niZsitho fddu je (1 +4 + 1+ 4 + 2 +
+143+10).107%=13.10"° & musime ji k vypoStené dolni
aproximaci pritisti. Je tedy celkem

V2.7 = 4,44288 £ 5.1075.
I tu je otdzka, je-li tento zplisob ekonomicky a neni-li vyhodndjsi
potitat radéji bez oprav o jedno misto pfesndji. Vypolet neni o nic
delsf:

1,4142136 x 3,1415927
72 951413

4 242639
141421
56568
1414

705

126

2

4,442875 + 13.10 — %4+ 13.1079,

Presné hodnota je V2 . 7 — 4,44288294.

Cuvident. 21, Pokud pki zkréceném nésobeni nendsobime vice ne:
deseti ¢fslicemi od nuly riznymi, nepfekroéi horni hranice sekundérni
chyby soutinu a) 50 jednotek posledniho mista, poéitéme-li zkrécend
bez oprav, a b) 10 jednotek posledniho mista, poditdme-li s branim
oprav. DokaZte!

22, Soudin dvou &fsel, z nich% kazdé mé méns neZ 10 &islic, vypodte-
me zkrdcenym nésobenim bez brani oprav, ve vysledku vynechdme
dvé poslednf &fslice a posledni zbylou é&fslici zv8tdime o 1. Toto &islo
se li&f od stfedni aproximace soudinu o mén® neZ o polovinu jednotky
posledniho ponechaného mista. DokaZte!
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28. M&.li sekundérni chyba soudinu byt men3f ne% & jednotek
m-tého Fadu, stadi poditati tento soudin zkrdcenym nésobenim bez
bran{ oprav tak, aby nejniZ3f &islice soudinu byle k-tého fddu, kde

< 2¢e
k< m+ log T+ 10°
pfitom & je soudet ¢islic jednoho &initele. DokaZte!

12, Zkrdcené délenl. Nechf jsou dédna dvé &isla A4, B, o nichZ
budeme pfedpoklddati, Ze

1<B<10, BZL A<I10B.

Ponechdme-li v &isle A k desetinnych mist a ostatni vynech4-
me, dostaneme ¢&islo, jeZ oznadime A;; jeho nejniZi &slice je
fddu — k-tého. Podobny smysl bude mit znak B;. Je-li na p¥.
B=314159 ..., je B,= 3, B, = 3,1, B,= 3,14, B, — 3,141
atd.

Je vidno, Ze platf

B< B,X B,< ... Bi < By
znaménko rovnosti je pfipustno jen mezi takovymi dvéma
tisly, z nichZ druhé mé na poslednim misté nulu. Vedle toho je
B; £ B pro ka#dé i.

Znaménko rovnosti plati jen tehdy, m4-li &fslo B na viech
mistech f4du niz5tho ne% —¢ vesmés nuly. Podobnd je 4; < 4.
Dile plati

B,+12>2B,4+10'1>B,+ 102> ... >
> Bk—1 + 10—(k—1) > Bk + 10—"

znaménko rovnosti plati jen mezi takovymi dvéma &fsly,
z nichZ druhé méd na poslednim misté devitku. Vedle toho
je pro kazdé
B;+ 10— > B, &ili B; > B— 10— a také 4; > A4 — 10—

Podle pfedpokladu je B < A, pak musf také B; < A, pro
kadé 4. A; je totiZ nejvétsi &slo ma;im { desetinnych mist,

jez neni vétéi nez 4, podobné B; je nejvétsi &islo majici
1 desetinnych mist, jeZ nenf v&t3f nez B. Ale B; < B < A.
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Kdyby bylo B; > A;, nebylo by A4; nejvéts{ &islo majici ¢
desetinnych mist, jeZ je men3i nez A4, nybrz B; by bylo v&tai.

Naproti tomu z piredpokladu 4 < 10B nikterak neplyne,
Ze by také musilo 4; < 10B;; miiZe se stdt, e 4; > 10B;,
ale vidy je 4; < IOB¢ + 10—+1, nebot 4; < A4, B < B; +
-+ 10—* pro kazde 1.

Délime-li éislo Ay éislem By, dostaneme podil ¢, a zbytek z,,
t.j.

Ap = ¢,B; + 2, kde 0 2, < B;.

Podle toho, co bylo pravé fedeno, jo

Ak 4 10—k+1
< == 2 <1 —
IS =ctg <10+
Odedteme-li ode véech &lenti této nerovnosti &islo z,: By,
které je mensi ne 1, vidime, Ze
—k+41 —k+1
0< 1— < co < 10 + &——ig 104
B, B, = B,

Pi'edpokladéme-h, Ze k> 0 a Ze ¢, je celé, je ¢, Vazdno ne-
rovnosti

1< ¢, < 10.
Pritom nejniZsi &islice zbytku z, je fadu — k.

Utvofme nyni vyraz 10z, a délme jej &islem B;_,. JeZto
By, + 10D > B, + 10-%, je 0 < 10z, < 10B, <
S 10By,; + 10—++2 _10—k+1, Je.li podil ¢, a zbytek z,,
t. j. je-li

102y = ¢, By—1 + 23, kde 0 < 2, < By,

je také

0< ) 10zo 10—++2— 10—++1

= o+ p-<10+

By,

Odeéteme-li ode v3ech &lentl této nerovnosti é&islo z, : By,
které je mensi nez 1 vyjde
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2z 10—k+2—_10—*k+1 2

—l<— Leg<lo — <
B, ="1 T By, By, =
10—k+2__10—*+1
<10
- t By,
Je-lik > 1 a je-li také ¢, &islo celé, je
0 b i}

Pak je nejniZsi &islice zbytku 2, fddu — (k¥ — 1). Obdobné Ize
v délenf pokradovati dile. Nakonec dojdeme k déleni &islem
B,. Dostdvime tak k + 1 celych &isel ¢; a k + 1 zbytki z;,
pro néz plati k + 1 rovnic

Ay =co By -2z 1 g('o '<._10, ngo < By
1029 =¢; Bp_;1+2; 0 gcl §10, ngl <Bj,
10z, =c3 By _ot2 kde 0 _gcz élO, 0§22 <Bp_o

10z _p=c; 1By +2k— 064510, 0527 1<B;
102;_;=c¢; B, +z 0 éck §18,*) Oézk <B,

Nédsobime-li tyto rovnice postupné &isly 1= 10°, 101,
10-2,...,10—%—1, 10—* a sgefteme, zrudi se &sla z,,z,
Zgy -+ » 21 & vyjde rovnice

Ak = coBk + clBk—l . 101 + Gsz_z . 102 + ... + 1 (*)

+ ¢x—y By . 104D ¢, B, . 10—F + 2, . 10—*, |
pii éem? z; je jedna é&islice, pro niZ pla.i:l’ 0 < z; < B, Pak
také z; + 1 < By < B. Jeito déle
A—10*< A, Bi < B, B, ;< B,
B, 2<B,..,B<B, B,< B,

*) Je totiz B, + 10! < By + 1, takZe 7z < B, + 0,9; proto

—z
By + 2, = 10z, < 10B, + 9, ¢ilic, < 10 +?B t ProB,=1
[
je z = 0, takze ¢; < 19.
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plyne z rovnice (*)
A—10* < (cg+ ¢ .10+ ¢,. 1024 ...+
+ ciy . 10~¢—D 4 ¢, . 10~4)B 4 2, . 10~F,
&ili
A
B <+ e 107V 4¢,. 1024 ...+ ¢y . 10D 4
+ (e + 1) . 107,
nebof z; + 1 < B. Naproti tomu jesi;

A> Ay, By >B—10~+*, B,_, > B— 10—,
B, o >B—10—%-2, .., B, >B—10-!, B,>B—1,
z; 2> 0, takZe z rovnice (*) dostdvédme také

A>(p+¢ - 107"+ ¢,. 1024+ ...+ ¢y . 10—CG-D 1
e 104 B—(co+ e+ e+ -+ e+ ) . 107,
&ili
4 >cot¢ 1071+, 102, + gy . 10—D) |-

B
+(6k+1)'10_,,_(co+c1+cz+é..+ck_1+ck+1)_10_,,_

Lze tedy tvrdit, Ze vyraz
Cot+¢ .10 14¢, . 1024 ...+ ¢y . 10—F—D) | (c)}-1) .20

je horni aproximaci podilu A4 : B, pfi éemZ horni hranice
chyby je mensf nez

1}(co‘|""1"‘cz‘l‘---'|'ck—1‘i‘clc

.10*,
B + l) 0

Kdyby byla nejvyssi é&islice ¢isla B fddu s-tého, lze psit
B=B.10, kdi 1< B < 10, a pak lze poloZit A = 4 . 10

tak, aby B 4 < 10B. Pii tom r je ¥4d ne]vyééi Cislice
tisla 4 nebo je to F4d jeho druhé éislice zleva. Pak je
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A
B

Pro &islo 4 : B plati viecky vyS%e odvozené vysledky; platf
tedy i pro ¢slo 4 : B s tou zménou, Ze f4d kazdé &fslice tfeba
zvylitor —s.

Predchdzejici dvahy jsou podkladem zkriceného déleni.
Pii ném postupujeme takto: Z délitele B ponechdme uréity
podet &islic; z délence A jich ponechdme tolik, aby &islo, jeZ
vzniklo z B, bylo v ném obsaZeno asporn jednou a ne vice nef
desetkrdt, pfi &emé mebereme zfetel na desetinnou &rku.
Délime-li upravené &islo A upravenym &islem B, dostaneme
pront éislici podilu. Pak vynechdme v upraveném déliteli
poslednt &islici a takto upravenym délitelem délime zbytek
pfedchdzejictho délent. Tim vyjde druhd &islice podilu. Nato
vynechdme v délitelt daldi &islici a pokradujeme v délent tak
dlouho, pokud to lze, t. §. aZ zbude v déliteli jen jedind E&islice.
Zvétdtme-li poslednt &slici vysledkw o 1, dostaneme horni
aproximaci hledaného podilu s chybou, jejif horni hranice
je mendt neZ polovina ciferného soudtu podilu déleného délitelem
a zvétdeného o 1 (zkrdcené déleni bez oprav). BudiZ je5té
poznamendno, Ze pii zkrdceném déleni se muZe stdt, Ze
nékterd ,,&islice* podilu vyjde rovna deseti, coZ neni moZné
pii déleni obyéejném. Pak napifeme misto ni nulu a pfed-
chdzejici ¢&islici zvysime o jednotku. Posledni ,,é&islice‘
by mohla byt dokonce i rovna 18.

Priklad. Potitejme podil V272 aproximaci V2 —1,4142136,
7t = 3,1415927, pfi éemZ se v déliteli omezime na &fslice Fddu
— 5 a vyssiho. Dostaneme

. 107,

bull B

—1 0
1,4142136 : 3,14,159(27 =

157577 -1
502 = 0,450160 + 1. 10-8—3.10—% + 3.10-.
188
2
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Cislo 1414213 délime &islem 314159 (desetinné &irky si ne-
viimdme); vyjde prvd &islice podflu 4 a zbytek 157577,
ktery délime &islem 31415. Dostaneme dalsi &islici podilu 5
a zbytek 502. Ten délime é&islem 3141 atd. aZ posledni zby-
tek 2 délime &islem 3. Vyjde posledni &fslice podilu 0, kte-
rou zvySfme o 1. Vynechané ¢&islice v déliteli oznadujeme
zatrzenim. Horni hranice chyby je

44+54+04+14640
%(+ +3j4+++1)

= 3 jednotky po-
slednfho mista.

Drobné &islice nadepsané nad jednotkami &isel 4, B udévajf
Fady téchto cifer a slouZi k uréeni f4du nejvy3si &slice podilu.
Jezto — 1 — 0 = — 1, je nejvyss{ &islice vysledku fddu — 1.
Je tedy celkem

V2 ': 7 = 0,450158 + 3. 10—°.

Pfitom jsme zanedbali (nepatrnou) chybu primérnf, kterd
je mensi neZ

1,41 3,14

Poznémka: Podobné jako ostatni podetni vykony providi se nékdy
i zkrdcené d&leni s branim oprav, t. j. do vypoétu bereme o jednu
&islici vice a vysledky vykonu s tdmito pfidanymi &islicemi zaokrouhlu-
jeme na jedno misto a pfi¢itdme je jako opravu. To znamend, Ze
v rovnici (*) se zvysl indexy &isel Ay, Bg, Bx—1, Bk—2, ..., B, By
o jednu e v &islech Ag+1, ¢oBk+1, ¢,Bg.10—1, ¢,Br—1.10—2,...,
ck—1B, . 10—&—10), kB, . 10—%, jez tak vzniknou, se zaokrouhli po-
sledni &fslice, jeZ jo Fadu — (k — 1). Tim se ka2dé z t&chto &isel na-
hradi neupinym &islem s horni hranici chyby 0,5 . 10—*. Rovnice (*)
nabude tak tvaru

.10~ 107
(0,5 0 0,5.10 ),0,450: 2,3.10-8,

Ay £05.107% =By ) + 0,8, 107 4 ¢,B, . 1072 +
+ oty (B 100¢ D L oB 107F L 2 +1).0,5.107F 4
+ 2. lO_k,
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z ni% odvodime jednak

4< Co+6.107 46, 1072 e 107D

B
(k+2).0,5
B

nebot z, < By, z;, + 107! < B, < B, a jednak

+lep+1.107F ¢ .107F,

4
=>e+6.107 4. 10724 4 c107%D 4

B
\d Co+ €+ 6+ ... +¢ +c
-k [ 1 id k—1 k —k
+ (cp +1).10 ( 108 +1).10 +

(k+2).05
:}:——B .

107,

V poslednim &lenu &fslo k£ + 2 zne&i podet &islic podilu rtiznych od
nuly zvétleny o 1. Je tedy podil 4 : B vyjadien stfednf aproximact

[ 10-1 + . 10°2 + .o teg_q- 10— ¢=D +

4+l + 1. 107F—
1 c°+c,+c,+...+ck_1+ck
_'2'( 10B

pFi éemz hornf hranice chyby je men&i neZ
o+ ¢ +C+ ...4+¢ 4+ ¢
l(o 1 ] E—1 k+l+kzz).10_k.

+ 1) L107%,

2 10B

ZvyBeni plesnosti, jehoZ tim doséhneme, je celkem nepatrné, proto
je vyhodnéjsf raddji potitat bez oprav o jedno misto pfesndji. Pro
srovnéni uvddime oba zpiisoby vypod&tu:

1,414213(6 : 3,141:59(27 = 0,450158*)
157576
496
182
25
0

*) Znaménka == budeme uZivati pro pfibliZnou rovnost, nestarajice
8e o chybu, jeZ touto aproximaci vznika.
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1,4142136 : 3,141592|7 = 0,4501584
1575768
4973
1832
262
14
2

V prvém pifpadsd je
V2 :a = 0450159 —0,9 . 10~ + (0,9 + 1,0) . 10~% =
= 0.450158 + 2. 10~°,
kdeZto ve druhém po témér stejné ndmaze

J2:7 = 0,4501585 —5.10~7 + 5.10~7 = 0,4501680 + 5.10~"
s presnost{ daleko v&t&f.
Cvilent. 24. JestliZze pii zkradceném déleni bez oprav vyjde ndkterd
nifslice** podilu rovna 10, nésleduji za nf vesmé&s nuly nejvyse s vy-

jimkou posledni &islice podflu. Dokazte! — [Uvé&domte si, jaky zbytek
mufe vyjiti, je-li nékteré &fslice podilu rovna 10.]

25. Je-li délitel vatdi nez 4,6 a uréime-li zkrdcenym délenfm bez
oprav podil na n mist, je horni hranice sekundérn{ chyby mensf
nez n + 1 jednotek posledniho mista. DokaZte!

26. Jestlize pfi ddlenf stanovime nskolik prvmich é&islic podilu
délenim obyéejnym a teprve dalsi &islice délenim zkrécenym, lze
ve vyrazu pro odhad horni hranice chyby vynechat ty é&fslice, jeZ byly
stanoveny obylejnym délenim. DokaZte! — [Je-li obydejnym délenim
stanoveno % &fslic, je By =B, _, =B} _,=... = Bk—i+1 = B.]

m
I3, Zkricené odmociiovanl. Mdme-li vypoditat l/A, predpo-
klédejme, Ze jsme né&jak jif stanovili ndkolik prvnich &fslic
této odmocniny, pfi ¢emz posledni stanovend é&fslice bud fddu
k-tého. Oznadme takto nalezené &islo pismenem B. To znaéi

m m
/4 > B, ale }J4 < B+ 10t
&ili

m
JA=B+c, kde 0<c< 10k
m
Kdyby bylo ¢ = 0, bylo by pfesns ]/Z = B. Umocnénim
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a pouZitim binomické véty dostaneme z nalezené rovnice
A=Bm+m.Bm—lc+(g’)Bm—2c=+ (*)
+ (?)Bm—sci’—i— O
Na pravé strané ponechme pouze prvé dva ¢leny a ostatni,
jichz je m — 1, vynechme. Tim se zmensi hodnota pravé

strany, takZe je
A > Bm™ 4+ m . Bn—1c,

Odtud plyne
A—Bm

c < m——. BT’
Zavedeme-li oznaéeni

A—Bnm

m B o
dostdvidme

¢ < Cy.

Jestlize za druhé na pravé strané rovnice (*) nechdme prvé
dva &leny beze zmény a piSeme-li v ostatnich m — 1 &lenech
¢, misto ¢, ZzvE&tsi se prava strana rovnice, takze je

A< B"+m. B”’—lc—l—( )B”'—202 +

+ ( 3 )Bm—3023+ ...+ co™.
Odtud dostdviame

(i 53]+ ]

Tim jsme sevieli &islo ¢ mezi dvé meze, z nichZ jednu miZeme
povaZovati za horni a druhou za dolnf aproximaci &isla c.
Hornf aproximace ¢, vyjde, délime-li zbytek pfi odmocriovan{
A — Bm &islem m . Bm—1,
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Pro druhou odmocninu je m = 2. Podle toho méme

A _ Co
C<G="3p *°7 % 3p
takze
_ e X
¢=¢%—3g T 1F

Stanovime tedy u druhé odmocniny uréity podet mist (tfebas
podle tabulek nebo odmociiovdnim) a pak lze dalSi mista
ptiblizné urditi tak, Ze zbytek p¥i odmocnovini 4 — B*
délime dvojnisobnym dosud zndmym &éisteénym vysledkem.
Tim dostaneme horni aproximaci druhé odmocniny. Horni
hranice sekundérni chyby je men3i nez druhd mocnina nale-
zeného podilu délend &tyrndsobnym &isteénym vysledkem.

Priklad 1. Uréeme Vﬂ)— Odmocnénim nalezneme &tyfi
¢islice vysledku:
J/10 > 3,162, |/10 < 3,163, pii &em% 10 — 3,1622 = 0,001756:
Dalsi mista dostaneme délenim
¢, = 0,001756 : 6,324 = 0,000277672.
Pro horni hranici chyby dostaneme odhad

c2 _ (28.10-5)2 10
B d.3e — ol
Je tedy celkem

Vﬁ: 3,162277672 —62 . 1019 4 5.10-10 4-62. 1010 =
= 3,162277666 + 7 .10,

nebof vySe vypodteny podil je uréen s chybou 5.10-10,
Jestlize misto déleni oby&ejného uZijeme d&leni zkriceného
zvétsi se chyba vysledku o chybu tohoto zkridceného déleni.

Priklad 2. Poéitejme jedté VE, kde e = 2,71828 je zdklad
pfirozenych logaritmti. Odmocnénim dostaneme &étyfi mista
vysledku 1,648 se zbytkem 0,002376. Primarn{ chyba je podle
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odst. 8 mens( ne%
0,5.10-5
- — 6
557 1,65=—0,15.10-5.
Daldi mista vysledku dostaneme zkricenym délenfm bez
oprav

-4 0 -4
0,002376 : 3,296 ~ 0,000720 }

688 10
30
. 0
8 chybou, jez je mensi nez
1 /2410 . -
5 ( 33 +1).10 = 23.10—7,%)

takZe jest
¢, = 0,0007211 — 2,3 .10—7 4+ 2,3.10—".
Chyba vznikld tim, Ze jsme odmoctfiovani nahradili délenim,

je mens$f neZ c,2:4B=152.10"8:6,6-==8.10-8. Je tedy
celkem

Je= 16487211 —2,3.10—7—0,8.10~7 4+ 15.10—7 +
+23.10~7 4 0,8.10—7 = 1,648721 4 2.10-9.

Podobné pro tietf odmocninu je m = 3, takie

A—B? cq? cy
T °>°=—7(‘+3—B '
Pi'edpoklé.déme'-l.i, %e B mé aspon 3 é&islice, z nichZ posledni
je fddu k-tého, je B => 100 . 10%, ¢ < 10¥%, takZe

g  (B4cP—B ¢ c 0_2
_3_Bl+f+ 3 < 0,0034.

3B 9B®

*) Jeito zkridcené déleni zatind teprve stanovenim druhé &islice
podilu, nenf tieba p¥i odhadovéni horni hranice chyby brat zfetel
na prvni &fslici (viz evié. 26).
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JeZto chybu neuddvdme nikdy presnéji neZ na dvé mista,
Ize v dolni aproximaci &isla ¢ élen ¢, : 3B vynechat, takie
je s dostatednou piesnostf
_. cg? N e?
=973 T3

3 .
Pfiklad 3. Podle toho dostévame pro |/z, kde = = 3,14159,
3

z tabulky tfetich mocnin pfibliznou hodnotu 1,46 < l/3,l4l 59

—5
se zbytkem 0,029454. Primérni chyba je mensi ne# 0’2 - ‘liOl_ .
.1,5=—8.10—7, Vedle toho je 1,462 = 2,1316, takZe zkra-
cenym délenim dostaneme dali mista vysledku

-3 0 -3
¢; = 0,029454 : 6,3948 ~ 0,0046061
38748
384
6
0

, . 1 (6+4+6+41
8 chybou mensi nez o\ s

Tim, Ze jsme odmociiovdni nahradili délenim, vznik4d chyba
mendi net ¢2:2B=21.10-9:2,92--7,2,10~9%, takie
je celkem
3
VJ?= 1,4646062 — 1,5.10—7—172.10—7 £+ 8.10~7 +
+15.1077 4 72.10—7 = 1,464599 4- 9. 108,

Poznémka. I tu by bylo lze pti zkrdceném déleni bréti opravy,
ale zvyseni presnosti by bylo vétdinou bezvyznamné.

+1}.10-7=1,5.10—".

Cvifeni. 27. Prvni ,gislice*’, kterd vznikne, jestlie poditame dalsf
mfista v odmocniné (nezkrécenym) délenim, muzZe byt rovna 10.
Dokazte! — [Vyjddiete c, 8 pomoci B a c a uvédomte si, jakych hodnot
muZe B a ¢ nebyti.]

28, Jestlize pii hledani druhé odmocniny stanovime odmocriovanim
nmist vysledku (pfi éemZn > 2) a uréime-li dalsi mista (nezkrécenym)
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délenim, nadez vznikly podil zaokrouhlime na n — 1 misto (takZe
obdriime celkem 2n — 1 mist ve vysledku), je chyba vysledku men&i
nez 0,8 jednotky stojici na poslednim mistd. DokaZte!

29, Potitdme-li tymZ zpiisobem tfetf odmocninu, mohlo by se v kraj-

nim piipadd stéti, 2e horni hranice chyby pfekrodi zcela nepatrnd
jednu jednotku posledniho mista. DokaZtel
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