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IV.OBECNA METHODA K VYPOCTU HORNf HRANICE
CHYBY

14. Funkce jedné promdnné. V této kapitole budeme potiebo-
vat nékolik vét z diferencidlniho pottu. Uvedeme je vétiinou
bez ditkazu s odkazy, kde lze pfesny dikaz nalézti.

Je-li déna funkce y = f(z) jedné proménné z a dosadime-li
sem za z neuplné &islo A = a + «, bude také hodnota této
funkce nedplnym &fslem. Cheeme nalézti hornf hranici chyby
tohoto neiplného é&isla.

Omezime se jen na takové funkce f(z), jeZ jsou spojité
a maji derivaci f'(x) v celém intervalu [@a —o«, @+ o],
uréeném dolnf a horni aproximaci éisla 4, i na jeho hranicich.
Viechny funkce, s nimi% se v praxi setkdvdme, tomuto
piedpokladu vyhovuji.

Pro jednoduchost budeme jesté pfedpoklddati, Ze tfeba
a < A. Jeito interval [a, A] je cely obsaZen v intervalu
[@a — «, a + o], funkce f(z) je spojitd a m4 derivaci i ve viech
bodech intervalu [a, A]. Pak pro tuto funkei plati véta
o stfednt hodnoté, zndmé z diferencidlniho po&tu.*) Podle této
véty existuje aspori jedno &islo z,, pro néZ a < zy << A4,
které m4 tu vlastnost, %e

f(4) — fa) = (4 — a)f'(x,).

Znizornime-li si prabéh
funkce y = f(z) geometricky
v pravouhlé soustavé soufad-
nic z,y kfivkou (viz obr. 2),
na ni¥ argumentu a odpovidd
: bod P a argumentu 4 bod @,
=—9d—=  npeznamen4 véta o stiedni hod-
noté nic jiného, neZ to, Ze na

Obr. 2. kfivce existuje mezi body P,
@ aspoti jeden bod M té vlast-
nosti, ¥e teéna v n€m je rovnobéind s tétivou PQ.

*) Jeji dikez je v ka%dé udebnici diferencidlnfho poétu. Viz na pf.
Gech str. 110, véta II.
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Hodnot8 argumentu A4 odpovidd hodnota funkce f(A)
a hodnoté argumentu e odpovidd hodnota funkce f(a).
Jestlize misto pfesné hodnoty argumentu 4 dosadime stfedn{
aproximaci a a povaZujeme-li f(a) za stfedni aproximaci
hodnoty f(4), dostaneme hodnotu funkce s chybou f(4) —
— f(a), jez je podle pfedchézejiciho rovna vyrazu (4d—a)f'(z,),
kde z, je vhodné volené &islo z intervalu [a, 4]. Kdybychom
pledpokléddali, Ze @ > A, nic by se na nasi ivaze nezménilo,
a% na to, Ze by se na obr. 2 body P, @ navzdjem vyménily.

Ném jde o absolutni hodnotu nalezené chyby. Pro ni platf

[f(4) — f(@)] = |4 —a] . |f'(,)]-
Prvni dinitel na pravé strané je [4 — a| < «. Probihd-li =
rizné hodnoty z intervalu [@ —«, @ 4+ «], nabyvd vyraz
|f'(z)| urditych hodnot a pro jakési z,’ z tohoto intervalu
se stdvéd nejvétdim, takZe plati |[f'(z)| < |f'(x,')| pro viecka =
z intervalu [@ — o, a + «], a tedy také pro z, je |f'(zo)| <
< |f'(z)|. Dosadime-li do pravé strany & misto |4 —a
a |f'(z,)| misto |f'(,)|, nezmen&{ se tim prava strana, takZe
/(4) — f(@)] < a|f (=4)].

Tento vyraz lze povaZovati za horn{ hranici chyby, s niZ byla
aproximovina - hodnota f(4). Rovnost by mohla nastati,
kdyby A padlo prdvé na hranici intervalu [@ —«, a + «]
a kdyby zirovei |f'(z,)| bylo maximem, jehoZ |f'(z)| nabude
v [@ — &, a 4 «]. To viak je moZnd, jen kdyZz f(z) m4d tvar
kxz + ¢, kde k, g jsou konstanty.

Jeito |f'(z)| se stoupajicim z zpravidla v celém intervalu
[@a — &, @ + «] bud stoupd nebo klesé, byvd bud z," = a + «,
je-li absolutni hodnota derivace |f'(x)| funkei stoupajic,
nebo z,’ = a —«, je-li absolutni hodnota derivace |f'(z)|
funkei klesajici. Je-li v3ak ddle interval [@ —«, a 4 «]
dosti dzky a poditdme-li v praxi horni hranici chyby ze
zaokrouhlenych hodnot, 1ze za horn{ hranici prosté chyby po-
vaZovati s dostatednou pfesnosti vyraz

«|f'(a)].
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Priklad. Vygetfime podle toho horni hranici prosté chyby
funkce

f@)=2a, r+1,

kde r je libovolné &islo. Pro tuto funkei je f'(z) = rz™L.
Predpokldddme-li, Ze > 0, pak je také 2"—1 > 0 a absolutn{
hodnota derivace je |f'(x)|= |r|.2"—). Aproximujeme-li
piesnou hodnotu A’ stfedni aproximaci a', je podle pfed-
chézejiciho vykladu absolutni hodnota prosté chyby

|47 —ar| << alr| . zy'™ 1,
kde z,” je ta hodnota z intervalu [@a —«, a + «], pro niZ
je 271 co nejvétsi. Tfeba rozezndvati dva piipady:

a)Jelir>1,jer—1>0aa! je funkce stoupajici,

takze poloZime z)’ = a + «. Pak je

A" —a'| < ar(a + «)—1

v souhlase s tim, co bylo odvozeno jinou cestou na konci
odst. 6 pror = n > 1 celé. Pomé&rnd chyba vzhledem k horni
aproximaci je pak co do absolutni hodnoty mensi nez

o
Tt
b) Jelli r <1, je r—1 <0 a 21 je funkce klesajfci;
proto polozime 2, = a — «. Pak je

r

|A" —a'| < &fr)(@ — oy —1

opét v souhlase s tim, co bylo odvozeno pro r = — n, kde n
jo celé kladné, na konci odst. 7 a pro r = 1 : n, n celé kladné,
v odst. 8. Z nalezeného vyrazu plyne
47— o]
(@ —«)

e 4
<|r|-a_a,

coZ je pro r > 0 vyraz pro odhad pomérné chyby vzhledem
k dolnf aproximaci a pro r << 0 odhad pomérné chyby
vzhledem k horn{ aproximadci.
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1—e
14+ 2

1+ 2 J— —_—
proz > O;b)T—__—zpro:z: >0,z I;c)]/l + z? proz >0;d)Vl—:¢:'

Cvikeni. 80. Stanovte horni hranici prosté chyby funkef a)

prod <z < ;0) Vz’ — 1 pro x > 1, dosadime-li za z nedplné &islo

2x 200
A=a+4 x. — [a) M +a——o¢)’; b) T—a—ap proa+ a <1,

2 *(a + %) a(e + &)
- —— proa—a>le¢c ;d ;
O—atap P ) IT+@+a)p JT=@+ap

afa — x) ]
e) __—]/—(a—a)’— =

1
15. Logaritmus. Jestlife y = lgz,*) je y’ = Y funkce klesa-
jicf pro > 0, takze
o
llgA —lga| < a—__—a,
t. j. horni hranice prosté chyby pfirozeného logaritmu

je men3{ neZ horni hranice pomérné chyby logaritmovaného
tisla vzhledem k jeho dolni aproximaci.

Jde-li o dekadicky logaritmus y = logz, je y' = %, kde

u= 0,434 je t. zv. modul dekadickych logaritmi. Pak oviem
o

£ ()

a—ux

[log4 — loga| <

O hornt hranici prosté chyby logaritmu tedy rozhoduje horn{
hranice pomérné chyby logaritmovaného éisla vzhledem k dolnt
aprozimact, kterou lze viak s dostateénou pfesnosti nahraditi
horni hranici pomérné chyby vzhledem ke stfedni aproximadci.

Hleddme-li obrécené k danému logaritmu z ¢&islo y, bézi
u pfirozenych logaritmit o funkei y = €%, nebof z té plyne

*) Pfirozené logaritmy (t. j. logaritmy o zdkladu e - 2,71828)
oznadujeme symbolem lgz; dekadické logaritmy (o zdkladu 10)
oznadujeme logz. Mezi obéme plati logz = ulgr, kde u = 0,434.
Pro = = e plyne odtud g = loge a pro z = 10 je u = 1:1gl0 (Cech
str. 85).
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z = lgy. Pak je y’ = €2, coZ je funkce stoupajici, a proto

et —e
eata

le4 — €| < xeate, ¢&ili < a.

To znamend, Ze hornf hranice pomérné chyby logaritmova-

ného &isla vzhledem k jeho horni aproximaci je menii nez

hornf hranice prosté chyby jeho p¥irozeného logaritmu.
Jde-li o deka,dlcky logantmus jde o funkei y = 10* =

— e7lg10 — ep, takZe y' = _1_ el = l-lO” Pak je
U u

|104 — 109
'ﬁ < . (2)
104+ U

O hornt hranici pomérné chyby logaritmovaného &isla vzhledem
k jeho horni aproximaci, kterou oviem lze s dostatednou
pfesnosti nahraditi horni hranicf pomérné chyby vzhledem
ke stfedni aproximaci, rozhoduje horni hranice prosté chyby
logaritmu.

VySetiime nyni horni hranici chyby soudinu nebo podilu
dvou ¢&isel 4, B potitaného logaritmicky. Podle toho, co bylo
privé uvedeno, je

[logA B — logab| = |(log4 + logB) — (loga + logb)| <
< |log4 — loga| + [logB — logh| < a/fcx s

104 —10°) < = p X 100+, &li

5—p
A a
log -4 — log ?’ — |(logd — logB) — (loga — logh)| <
|
< |log4 — loga| + |logB _bluﬂﬂ'

Vyrazy na pravych strandch jsou v&tsi, nez je horni hranice
prosté chyby logaritmi soudinu a podilu. Témto logaritmim
odpovidaji &isla, jejichZz horni hranice pomérné chyby
vzhledem k hornf aproximaci jsou u-krite men3f nez hornf
hranice prostych chyb jejich logaritmi. Je tedy v obou
ptipadech horni hranice pomérné chyby vzhledem k horni
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aproximaci mensi nez
& B
a—o + b—p’

Potitdme-li souéin nebo podil dvou &isel logaritmicky, je hornt
hranice pomérné chyby vysledku vzhledem k jeho horni aproxi-
mact mendt nef soulet hornich hranic pomérngch chyb obou
danyjch é&sel vzhledem k jejich dolni aproximaci. Platnost této
véty lze bez obtiZi rozsifiti na sou&in nebo podil vétsiho
podtu &isel.

Porovndme-li tento vysledek s vysledkem dvah v odst. 6
a 7, lze Fici, Ze logaritmickym poditinim je nepfesnost
vysledku dotdena jen velmi nepatrné, takZe v praxi lze takto
vznikly rozdil bez obavy zanedbati, pokud oviem uZivime
k vypoltim dostateéné piesnych logaritmu. UZiti tabulek
ne dosti pfesnych miZe mitizna&ny vlivna pfesnost vysledku,
jak uvidime jesté v dalsich odstavcich.

Pii vypodtech v praxi zpravidla neuZivime vyse odvoze-
nych vzorei pro vypoéet chyby. Pokud se pohybujeme
v dosti dzkém rozmezi, miZeme predpoklddati, Ze piiristek
logaritmil je velmi pfiblizné iumérny pFirtistku argumentu.
Do jaké miry je tento prepoklad splnén, vySetfime po-
drobnéji v odst. 22.

Nalezneme-li dvé &isla p, ¢
takovd, aby p< a—a < a+
+ « < g a aby jejich rozdil
g — p byl dosti maly, a zni-
me-li hodnoty logp, logg, lze
v obr. 3 oblouk logaritmické
kfivky y = logx mezi body
P, Q, jez odpovidaji hodno-
tdm logp, logg, s dostatetnou
pfesnosti nahraditi dseckou.
Oznadime-li horni hranici prosté chyby logaritmu &isla A4
pismenem f, plati podle véty o podobnych trojihelnicich
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logg — logp
e
Rozdil logg — logp lze vyéisti z tabulky (je-li g=p 41,
je to t. zv. tabulkovd diference) a odtud snadno vypotteme f.

Pfiklad 1. Hleddme log(45,37 + 0,005) tfebas v pétimistné
tabulce; nalezneme log 45,37 == 1,65677; zv&t8i-li se argument
z 45,36 na 43,38 (mezi témito &isly jsou viecka &isla intervalu
[45,37 — 0,005, 45,37 + 0,005]), t. j. o 0,02, zvét3{ se loga-
ritmus o 19 jednotek posledniho desetinného mista. Hornf

hranici chyby 0,005 odpovidé tedy piirastek 0,005 . 0132 =5

jednotek poslednitho mista. Je tedy log(45,37 4 0,005) =
= 1,65677 + 5.10—5. Podle vzorce (1) uvedeného na po-
d4tku tohoto odstavce dostdvdme pro horni hranici chyby
0,434 . 0,005 10-5 ako
B4 !

B o = (logg—logp) : (g — p), takie =«

tohoto logaritmu hodnotu
pfedtim.

Priklad 2. Je-li logd = 2,51374 4 25 . 105, je a = 326,4;
&islim 326,2 a 326,6, jejichZ rozdil je 0,4 a mezi nimiZz oekd-
véme hledané ¢&islo, odpovidaji logaritmy 2,51348 a 2,51402,
jejichZ rozdil je 54 jednotek posledniho desetinného mista.
Horni hranici prosté chyby logaritmu, jeZ je rovna 25 jed-
notkdm posledniho desetinného mista, odpovidd pfirtstek
fsla 0 25. 2% = 0,2, takie 4 = 3264 & 0,2. Podle
vzorce (2) dostdvdme hornf hranici prosté chyby &isla 4 ve

toary 25 107
varl —0.434

chézejicim odhadem.*) ‘

. 326,4 = 0,2, coZ je opét v souhlasu s pfed-

Pozndmka. K rychlym vypoétim tohoto druhu lze s vyho-

*) V téchto prikladech jsme nebrali zietel na to, Ze logaritmy uve-
dené v tabulkéch jsou &isla zaokrouhlenéd. To vydetiime podrobné
v odst. 20.
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dou uZivati logaritmického pravitka, jehoZ pfesnost je zcela
postadujici.

Cuvifent. 81. Hornf hranici prosté chyby dekadického logaritmu lze
nahraditi méné pfesnym vyrazem % . %. pokud hornf hranice pomér-
né chyby logaritmovaného &isla vzhledem k jeho stfednf aproximaci
neni v&tai nez 0,13. DokaZte!

82. Horn{ hranici porndrné chyby logaritmovaného &fsla vzhledem
k jeho stfedni aproximaci lze nahraditi dislem 2,5.x, pokud horni
hranice prosté chyby dekadického logaritmu nenf v&tdf nez 0,035.
Dokaizte!

88. a) Je-li logaritmované &fslo zaokrouhleno na n cifer (kde n > 2),
je horni hranice prosté chyby jeho dekadického logeritmu mensf_
nez &tvrtina (n — l)ho desetinného mista. b) Je-li dekadicky loga-
ritmus zaokrouhlen na n desetinnych mist (kde n 2 2), je horni
hranice prosté chyby logaritmovaného &isla men8i net osmina jed-
notky stojici na n ~— 1 misté (potitdno zleva). DokaZte!

84. Jestlize poditdme soudin nebo podil dvou &isel logaritmicky
8 pouZitim dekadickych logaritmi, zv3tdi se horni hranice jeho prosté
chyby méné neZ v poméru 5:4 proti horni hranici prosté chyby,
kterés. by mohla vzniknouti, poéitdme-li pfimo bez pouZiti logaritmil.
Dokazte! — [UZijte vysledkd cviteni 81 a 32.]

16. Funkce goniometrické a cyklometrické. PFi vySetfovéni
funkei goniometrickych a cyklometrickych, jez budeme pro-
vadét v tomto odstavei, omezime se na dhly z intervalu
[0, $7).%) :

Je-li y = sinz, je ¥' = cosz, coZ je pro 0 < z < § funkce
klesajici. Proto podle odst. 14 pro horni hranici prosté chyby
sinu dhlu 4 4 a 4 « plati

|sind — sina| < & cos(a — ).

Délime-li obé strany této nerovnosti &fslem sin(a — &), coZ
jo nejmensi hodnota, jiZ dosdéhne sinz v intervalu [a — &,
a + «], dostaneme, Ze horni hranice pomérné chyby sinu
Ghlu vzhledem k jeho dolni aproximaci je

*) Uhly métime v t. zv. méfe obloukové, v nfZ je pravy tihel vyjédien

¢éislem }7z, pFimy thel &islem 7 a plny whel éislem 27. Jednotkou
je uhel zvany radidn, jehoZ velikost v mife stuphové je 57°17°45”.
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[sind — sina]

sin(a — &)

< acotg(a — «).

Jeli « stdlé, pak cos(a — ) a rovnéz tak i cotg(a — «)
se stoupajicim tdhlem a klesd, proto td chyba, se kierou
je naméfena velikost whlu, md tim v&t§i vliv na chybu jeho sinu,
m je méfeny) dhel mendt.

Jde-li o funkei y = cosz, je y’' = — sinz a funkce |y'| =
= sinz je pro 0 < z << §s funkce stoupajici, takZe pro horni
hranici prosté chyby kosinu dhlu 4 = @ 4+ « platf

|cosd — cosa| < « sin(a + «).

‘Jezto cos(a + &) je nejmendi hodnota, jiz miZe dosdhnouti
cosz v intervalu [@a — &, @ + «], je horni hranice pomérné
chyby kosinu tdhlu vzhledem k jeho dolni aproximaci vézdna
nerovnost{ )

|cos4 — cosal

cos(a 4 o)
Jeito sin(e 4+ «) a rovnéZ tak i tg(e + «) se stoupajicim

a stoupd, tdZ chyba, se kierou je urden dhel, md tim vétst vliv
na jeho kosinus, &m vEt3t je méfeny vhel.

< xtgla + «).

Obdobné pro y = tgz je y' =

5= ¢o% je funkece stou-
cos®x

pajici, pokud 0 < z < 4=, proto je pro 4 = a 4 & hornf
hranice prosté chyby
& D
e =t < oot T )
a hornf hranice pomérné chyby vzhledem k horni aproximaci

|tgd — tga] < o _ 2x

tgle + «) cos¥(a + &) tgl@a + &)  sin2(a+ o)

1 , 1
sin%x’ = sinz ’

coZ je funkce klesajfci, takZe hornf hranice prosté chyby je

Zcela stejné pro y = cotgzx je y'= —
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. &
|cotgd — cotga| < e rTP——

a hornf hranice pomérné chyby vzhledem k horn{ aproximaci
|cotgA — cotgal & _ 20
cotg(a — ) sin’(@ — x) cotg(e — )  sin2(a —a)’

nebot cotg(ea — x) je nejvétéi hodnota z intervalu [@ — «,
a4+ ol

Odtud je vidéti, Ze hornd hranice prosté chyby tangenty
dhlu je tim v&tsi, &m je dhel vét§; u kotangeniy je tomu
obrdcené. Proto stanovime sinus a tangentu pfesnéji u dhli
malych, naproti tomu kosinus a kotangentu stanovime
piesn&ji u 4hld blizkych dhlu pravému. Jeito vidy sinz < 1,
cosz < 1, plyne odtud, Ze horni hranice prosté chyby u sinu
nebo kosinu je vZdy mensi nez hornf hranice prosté chyby
tangenty a kotangenty. Proto k wypodtu rdznych velilin
8 pomoci gontometrickych funkct uZlvdme radéji sinu nebo
kosinu nef tangenty nebo kotangenty, a to sinu tehdy, jde-li
o uhly malé, kdeZto kosinu tehdy, jde-li o uhly blizké dhlu
pravému.

Jeito v praxi vidy é&isla zaokrouhlujeme, je pomérnd
chyba tangenty prakticky tdZ jako pomérnd chyba kotan-
genty. Odvozenych formuli se ovSem uZivd jen k dvahdm
theoretického rézu, pfi praktickém poéitdnf se horni hranice
chyb uréuji podle diferenci funkénich hodnot v tabulkéch
uvedenych obdobnd, jako to bylo vyloZeno v odst. 16 pfi
stanoveni hornf hranice chyby logaritmu.

Hledéme-li obrdcené k dané goniometrické funkeci ihel,
jde o funkce

. , 1
= arcsir, = =,
Y J1—=
tak¥e [arcsind — arcsina| < S S—
JT—(@+ap
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y — arccosz, ¥ = —

!
Tt

takie [arccosd — arccosa| < —_
=@+
= arctgz, ¥ = 1
y= gr, Y = TFr =
&
takZe |arctgd — arctga| < Tr@—ap’
= arccotgz,y’ = — 1
y= Y =" 1=
takie IEICCOtgA _ arccotga] <L W(;L—T)z .

Jde-li tedy o ihel B = b 4 B, pro ktery plati B — arcsind,
¢ili 4 = sinB, horni hranice jeho prosté chyby je podle
prvniho vzorce

o
B—bl < —upr—s.
B—b < T A
Je-li dihel B urden kosinem, t. j. je-li B = arccosd, ¢ili
A = cosB, je
B= < e —py

nebot hodnoté a 4 « odpowdé cos(b — PB), jeito arccosz
se stoupajicim z klesd. Je-li iihel B uréen tangentou, t. j. je-li
B = arctgA, ¢ili 4 = tgB, je hornf hranice jeho prosté chyby

|B—b| < o cos?(b — B).
Koneéné je-li B urdeno kotangentou, t. j. je-li B = arccotg4,
A = cotgB, je

|B — b| < & sin?(b + B),
jeZto arccotgz se stoupajicim z klesd. Jezto pak vidy sinz< 1,
cosz < 1, je vyraz pro horni hranici chyby dhlu B mensf
u tangenty a kotangenty ne# u sinu a kosinu, pokud hodnoty
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t&chto funkei jsou uréeny s touz horni hranici prosté chyby .
Proto dhel dostaneme pfesnéji, politime-li jej s pomoct
tangenty nebo kotangenty, neZ pocitdme-li jej s pomoct sinu nebo
kosinu.

Cuvilen{. B5. DokaZte spravnost vét: a) Je-li uhel urden s chybou,
které je mendi neZ 10”7, je jeho sinus nebo kosinus uren s chybou,
jeZ je mensi nez 0,5 jednotky &tvrtého desetinného mista. b) Je-li
tangenta nebo kotangenta tihlu déna s chybou, kterd je mensi nez 0,5
jednotky &tvrtého desetinného mista, je uhel uréen s chybou, jez
jo zpravidla mensi nez 10”.

86. Vysetite prostou chybu funkef a) y = log sinz, b) y = log cosz,
c¢) y = log tgz, d) log cotgz, kterd vznikne, dosadime-li za z netplné
gislo A = a + «.

2
[a) au cotg(a — o), b) aputg(e + ), c), d) sin_2(ai'u—_a)pma< in,
200
sinda + o) PO *”-]

87. Vysetiete prostou chybu funkef inversnich k funkeim uvedenym
v pfedchézejfcim cvidenf. — [Jsou-li logaritmy goniometrickych
funkef dény s chybou « a odpovidé-li jim dhel B = b 4 B, je hornf

hranice chyby tohoto ihlu mensf ne% a) %— tg(b + ). b) % cotg(b—p),
c),d)% sin2(b + f) pro b<inm a 2i”sm2(b—ﬂ) pro b > }x.)

88. Je-li logaritmus tangenty nebo kotangenty dén s chybou, kters
je men3f nez 0,6 jednotky &tvrtého desetinného mista, je jim uhel
uréen 8 chybou, jeZ je mensf neZ 12”. DokaZte!

7. Funkce vice proménnych. Je-li ddna funkce v = f(x, y)
dvou proménnych z,y a dosadime-li sem za z a y neiplnd
¢isla A=a + «, B=>b 4 f, je také hodnota této funkce
neuplnym &islem. Pfesnd hodnota funkce je f(4, B) a za jejf
stiedni aproximaci budeme povaZovati &islo f(a, b). Prosté
chyba pfi této aproximaci je dina rozdilem

f(Av B) —f(a’ b)'

Omezime se jen na takové funkce f(z, y) dvou proménnych
z,y, jeZ jsou spojité a maji spojité parcidlni derivace pro
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viecka z z intervalu [a — «, @ 4- «] a pro vEecka y z intervalu
Vyraz uddvajici chybu lze psiti ve tvaru
f(A’ B) _.f(ar B) + f(a’ B) '_/(ar b))

a proto

Rozdil f(4, B) — f(a, B) z4visi jenom na chybé, s niZ je ddno
‘8slo A = a 4 «, nebot B je v ném konstantni. Jde tedy
o chybu funkce jedné promé&nné, jez podle odst. 14 vyhovuje
nerovnosti

|f(4, B) — f(a, B)| < & max

of(z, B)
oz
nabyvd absolutni hodnota parcidlni derivace

df(z, B)
or |’

rozumime nejvétii hodnotu, jiz

3I(Z;B) pro

*) O funkei f(z, y) dvou proménnych z, y fkdme, Ze je spojitd pro
z = a,y = b, jestlize ke kaZdému kladnému &islu ¢ dovedeme nalézti
takové dvé kladna &isla 6,, d;, aby pro viecka z a pro viecka y, pro néz
plati |z —a| < §,, |y — b] < &, bylo |f(z, y) — f(a, b)| < e. Tento
vyrok lze vysloviti také takto: funkce f(x, y) je spojité pro x = a,
y = b, existuje-li limita limf(z, y) = f(a, b).
z—a
y—b

JestliZe ve funkei f(z, y) povaZujeme y za konstantn{ a utvofime-li
derivaci této funkce podle z, nazyvame tuto derivaci parcidini derivact
funkee f(z, y) podle z a oznatujeme ji symbolem

af(xvy) — lim /(z + hr y)—f(xr .’!).
h—0 h

kde znakem max

Podobné povatujeme-li z za konstantnf a utvofime-li derivaci podle y,
nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f(z,y) podle y
a oznalujeme ji symbolem
a/(z’ y) = lim /(:l:, Y + k) —,(zn y) .
k-0 k




nékteré vhodné zvolené x z intervalu [a — «, a 4 «]. JeZto
jde o derivaci podle z, pti ¢emZ y = B je konstantni, dost4-
vame skuteéné parcidlni derivaci funkee f(z, y).

Podobné rozdil f(a, B) — f(a, b) zdvisi pouze na chybé,
s niZ je ddno-¢islo B = b + f, nebot tentokrat je a konstantni.
To znaéi, Ze

of(a,
@, B)— fia, b) < p max| T2,
kde znak max 8]‘(;_?,/3/) znadéi nejvétdi hodnotu, jiZ nabyvé
‘af(g?,/y) pro nékteré vhodné zvolené y z intervalu [b— 8,
b+ 1.

ofx, y) of(z,y)
“ezx ' oy
funkce spojité. Proto také jejich absolutni hodnoty jsou
funkce spojité pro viecka z z intervalu [a — «, @ 4 «] a pro
viecka y z intervalu [ — B, b 4 ] a nabyvaji pro uréité
vhodné zvolené hodnoty z a y z téchto intervalt nejvys-
§ich hodnot. Tyto nejvysi hodnoty ozna&ime symboly

max @ 9| lof(z. y)

| & |7 | 3y
obé tyto funkce nabyvaly nejvy3sich hodnot sou¢asné pro
totéz z a y. Tak dostdvdme koneéné pro horni hraniei prosté
chyby funkce dvou proménnych odhad

Podle pfedpokladu jsou parcidlni derivace ———

. Pritom neni ovSem tfeba, aby

/A4, B) — f(a, b)| < « max aﬂ;y) + B max \"”—‘;y—y"
nebot
e Bl Jre, y)l,m | W m af(z Y|
ox |= | oz y |=

v

Platnost nalezenych vysledku lze snadno rozéifiti na funkce
o vice proménnych, ato dplnou indukef. O téchto funkcich
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budeme pfedpoklédati, Ze jsou spojité a maji spojité parci.
4lni derivace pro viecky hodnoty proménnych v téch
intervalech, ve kterych to budeme potiebovati.

(1) Predpoklddejme, Ze pro funkei f(x;,z,,...,%5) n
proménnych z,, z,, ..., ¥;, jejichZ hodnoty A4,,A4,,...,4
jsou ddny nedplnymi &isly 4, =a, + o), Ag=a, + a,, ...,
A, = an 4 o, plati

I/(Alv Ay, ..., Ag) —flay, ay, ... ,a,,)] <

cf f o
o, max o, + oy max + ...+ opmax ax,,
kde znakem max g; rozumime maximélni hodnotu, jiZ
i
miiZe aiz dosici. Jde-li o funkei f(xy, €5, ..., Zn, y) 4+ 1
i

proménnych z,, %,, ..., %, ¥, jejichz hodnoty 4,, 4,,...,
Ay, B jsou ddny neuplnymi éisly 4, = a; + &;, 4= a, +
4 &g, .00y Ap = ap + oy, B=b 1+ B, je absolutni hodnota
prosté chyby

lf(Al, A, ..., Ay, By—f(a,, a, ..., ay, b)[ =
= |f(4,, 4y, ..., An, B)—f(a), @3, ... , Gn, B) +

+ fl@a, gy oo s Oy BY —f(ay, Qgy - -+, Gny )| <
é |f(A11 Az» ety Am B) _f(ah Aoy -+ 5 Ap, B)]_+

+ |f(ay, ay, ..., an, B) — f(ay, @g, ... , @, B)|.

Ale prvy &len podle pi‘edpokladu neni veét3{
“f

’ 14

of of
ox, oz,
kde oviem maxima prostych hodnot parcidlnich derivaci
obsahuji misto ¥ hodnotu B, coZ je naznaéeno akcentem.
of |

—| , kd
Pl kde

01 Max + o, max |—

+ ...+ o0p max

Druhy élen podle odst. 14 nenf vitd neZ f max
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akcent upozorfiuje, Ze z; = @a,, T, =a,,...,%, = a,. Ale

of of o
N < max el —\ < max By
kde pravé strany znaéf maximum prosté hodnoty, které
dosdhne parcidlni derivace viibec, kdykoli je vyhovéno
nerovnostem @, — o, < 2, < @) + oy, @y — 0, < 2, < ag -+
gy Gn—0n < Ty Gnt g, b— < ySb—i—ﬁ
Je tedy také pro n 4 1 proménnych .

|1(4;, 4y, ..., Ap, B)—[f(ay, a4, ..., a5, B)| <

jistd je max

, max

< «, max ;:;:Il —|—<x,ma.x f +...+ a,max BZZ,. +
+ f max %—.

(2) Na podétku tohoto odstavece bylo dokézéno, Ze vita
plati pro n = 2, proto platf i pro » = 3. ProtoZe plati pro
n = 3, plati i pro n = 4 atd. bez jakéhokoli omezeni.

18. Diferencidl. V tomto odstavei osvétlime predchdzejict
tvahy s jiné strany.

Budiz déna funkce f(x) jedné nezdvisle proménné z, o ni%
budeme pfedpoklddati, Ze je spojitd pro z = z, a Ze md pro
tuto hodnotu derivaci. Zndzornime-li tuto funkei graficky,
t. j. nandsime-li hodnoty argumentu jako tdsetky a hodnoty
funkce jako pofadnice, dostaneme kfivku zndzornénou na
obr. 4. Argumentu x = z, nechf odpovid4 bod A. Vzhledem
k udinénym pfepokladim kiivka méd v bodé 4 teénu ¢, jejiz
smérnice je, jak zndmo, rovna derivaci f'(z,) funkee f(x)
Ppro z = x,. Zvét&i-li se argument z, o Az, dostaneme na te¢ns
bod B. Oznadime-li pfiristek pofadnice 4’B znakem df(z,),
je df(zy) : Az = f'(x,), &ili df(zy) = f'(z,) . Az. Tento pii-
ristek se v diferencidlnim po&tu oznatuje ndzvem diferencidl
funkce f(z) pro x = =z, Jest jej oviem odlidovati od pfi-
ristku funkce A'C, ktery se oznaduje znakem Af(z,) a jest
obecné rizny od privé zavedeného diferencidlu. Je-li f(z)=2,
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je df(z) = dz, ale podle prav& vyslovené definice je také
df(z) = 1. Az, nebot derivace funkce f(x) = z je rovna 1.
Proto lze piiristek Az také nazyvati diferencidlem ne-
zévisle proménné a oznadovati jej dz. Pak se rovnice, jiZ jest
definovan diferencidl, psiva obyéejné ve tvaru

df(zy) = f'(x,) . dz.

y
A ﬁ"f’
| i
|
fo—Ax— X
Obr. 4.%) Obr. 5.

Podobny postup lze zvoliti i pro funkei f(x, y) dvou nez4-
visle proménnych z,y, o niZ budeme pfedpoklddati, Ze je
spojitd pro z = z,, y = ¥y, a Ze ma pro tyto hodnoty obé
parcidlni derivace. Zndzornime-li tuto funkeci graficky
v prostoru, t. j. nandSime-li hodnoty nezévisle proménnych
jako soufadnice z, ¥ a jim odpovidajici hodnoty funkce jako
soufadnici z, dostaneme plochu. Argumentim =z = x,,
y = y, odpovidd bod A. Vzhledem k udinénych pfedpokla-
dim m4 plocha v bodé A teénou rovinu 7 (viz obr. 5, kde
v3ak neni zminénd plocha pro jednoduchost zakreslena).

*) V obr. 4 usedka A’B méa byti oznadena f'(z,).4z a usedka 4°C
mé byt oznatena Af(z,).
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Zvétsi-li se argument z, 0 Ax a argument y, o Ay, dostaneme

na teéné roviné bod B. Priristek A'B oznalime zcela ana-
logicky znakem df(zx,, y,) & nazveme jej totdlnim diferencidlem
funkee f(z,y) pro * = z,, y = y,. Jde o to, abychom jej
vyjadFili s pomoci pFiristkd Az, dy. Je-li Ay = 0, dostdvdme
funkci /(a:, %) jedné proménné z, nebof druhd proménnd
Yy = ¥, je konstantni. Tu je podle pfedchdzejiciho pFiristek

A,B, = Mo o) . 4z. Podobné pro Az =0, ¢ili z= gz,
o

jde o funkei f(zy, y) jedné proménné y, jejiz piiristek je
AgBy = of (x; %o) . Ay. AvSak vzhledem ke shodnosti troj-
thelnfkt A B,B'B =~ AAA,B,, kde B,B’ || 4,4’, je BB =
= A*B, Vedle toho A’B’ = A,B,, takie A'B= A’B’ +
+ B'B= A4,B, + A,B,. Potom je

of(z,, of(z,,
df(y, ¥o) = f(at;?/o) . Az + f( aoy.'/o)' ay.
Je-li f(z,y) = =, je jednak df(z, y) = dz, jednak df(z, y) =
= 1. 4z, ¢ilidz = Az. Podobné pro f(x, y) = y je df(z, y) =
= dy a také df(z,y) = 1. Ay, takie dy = Ay. Proto pii-
ristky Az, Ay nazyvdme diferencidly nezdvisle proménnych
a oznadujeme je dz, dy. Pak se totdlni diferencidl obydejné
vyjadiuje ve tvaru

dl(z‘)y yo) — af(z07 yO)dz + af(IOl yO) dy

oz oy
Zcela obdobnd lze zavésti pojem totdlniho diferencidlu
i u funkee f(z,y,2, ...) vice proménnych z,¥,2,.... Pro

T =24, Y = Yo 2 = 2, ... je totalni diferencidl této funkce

df(-"o, Yo: 29> -") = aﬂL’yao.;'M d.‘B+

0f(Zos Yo» Z0» - --) 0f(Zos Yor Zgs - - -)
4+ % dy + % dz 4 ....




Porovndme-li tento vysledek s vysledkem dvah v pied-
chdzejicim odstavci, lze uvésti obecny piedpis, jak stanoviti
horni hranici prosté chyby funkce nékolika proménnych:

Horni hranice prosté chyby funkce nékolika nezdvisle pro-
ménnych, jejichZ hodnoty jsou ddny nedplnymi ésly, nent vétsi
nes vyraz, klery vanikne, utvofime-li absolutni hodnotu totdiniho
diferencidlu této funkce, do niZ misto absolutnich hodnot di-
ferencidld, mezdvisle proménnyjch dusadime hornt hranice chyb
téchto proménnych a misto absolutnich hodnot parcidlnich
derivact funkce dosadime jejich maximdlni hodnoty, jichZ
nabudou v intervalech, jimiz jsou dand nevplnd éisla definovdna.

Ptiklad 1. Je-li flz,y) =z y, je df(z,y)=dz+ dy
o |dz+ dy| < |dzl + |dy|. Proz2=4d=ata«, y=B=
= b 4 f dostividme

(A+B)—@+b)| <o+

v souhlasu s odst. 4.
Pfiklad 2. Je znédmo, Ze d(zy) =ydz+ zdy, [ydz+
+ zdy| < |y| - |dz| + |2] . |dy], takze
|[AB—ab| <(b+ Bla+ (a 4 x)B
podobné jako v odst. 6.
Ptiklad 3 Jeito
yder —z dyl

l ( ¥ I— Fi
vychéz{ pro prostou chybu podilu vyraz
b+ fa
< o (a + &) _ & '
51S 57 T G—pr = G—FF
co? je vysledek jen nepatrnd vEtdf neZ vyraz odvozeny
v odst. 7.

Pozndmka. P¥i praktickém poditdni netieba itizkostlivé
hledati maximélni hodnoty, jichf dosihnou absolutnf
hodnoty parcidlnich derivaci, nybrz s dostagujici pfesnosti
1ze do absolutnich hodnot parcialnich derivaci pfimo dosaditi

ldyl
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stfednf aproximace danych velidin. Rozdily, jeZ tak vzniknou,
jsou bezvyznamné, nebot horni hranici prosté chyby odhadu-
jeme vidy jen na jednu nebo nejvyse dvé platné cifry a radéji
je zaokrouhlujeme vzestupné.

Pitklad 4. Urditi pfeponu pravoiihlého trojihelnfka jsou-li
dény odvésny A = a 4+ «, B= b 4 p. Jde o funkei f(z, y) =
= V::z + 2. Tu je
o=| T | < [t o | |t

J2+¢ [Tll@+y V=49
Pak horni hranice prosté chyby, s niZ je vypodtena piepona,
neni vétsf nez vyraz*)

(@+ o)x b+ BB
Va+tap+@—B2 Jia—aP+ (@+87
co% viak lze s dostatetnou pfesnosti nahraditi vyrazem
ax + bf
Vot o
jako v pfikladé 2. v odst. 8.

Priklad 5. V trojihelniku jsou diny strany a = (32,4 +
4 0,05) em, b= (46,5 £ 0,05) cm, ¢ = (24,8 4 0,05) cm.
Uréiti jeho thly a obsah.

Z kosinové véty

a® = b + ¢ — 2bc cosx
dostdvdme diferencovdnim
ada = bdb+ ¢ dc—ccosx db —b cosx dc + be sinx dox
a odtud
besinx dx = a da — (b — ¢ c0s3) db— (¢ — b cosa) de.

]
jo nejvatsf, kdyz (Z—) je co

*) Vyraz

|z __|— 1
Ve + 4 v)\?
1 ¥
1+ ()
nejmensf, t.j. pro ¥y = b — B,z = u 4 «. Podobné zjistime, %e druhy
vyraz je nejvéthi proz=a —a,y =b + f.

71



JeZto vSak besina = 2P, kde P je obsah trojihelnika,
b — ¢ cosx = a cosy, ¢ — b cosn = a cosf, je

2P do = a{da — cosy db — cosf dc),
takZe vyraz

|do] < % (|da| + |cosy]| . |db] + |cosf]| . |de])

lze pfiblizné vziti za horni hranici chyby tdhlu «, méfenou
oviem v mife obloukové.*) Pfitom |da|, |db|, |d¢| znadf horni
hranice chyby danych stran. Podobné dva vyrazy, které
vzniknou cyklickou zédménou, lze povaZovati za horni
hranice chyby ostatnich @hla. Déle z rovnice 2P = be sinx
dostaneme diferencovanim
2 dP = ¢ sinx db + b sinx dc 4- b¢ cosx da,
a dosadime-li sem za dx podle ptedchdzejiciho, vyjde
4P dP = abc cosx da + ¢(2P sinoc — ab cosx cosy) db +
. + b(2P sinox — ac cosw cosff) de.
JeZto viak
2P sinx — ab cosx cosy = ab(sina siny — cosa cosy) =
= ab cosf,
2P sinx — ac cosx cosff=ac cosy,
je
4P dP = abc(cosx da 4 cosf db + cosy de).
Lze tedy vyraz

abe
|dP| < iP (|cosx| . |da| + |cosp| . |db| + |cosy]| . |de|)

vziti za horni hranici chyby, se kterou je uréen obsah.
Poéitime-li stfednf aproximaci dhli a obsahu ze stfednich
aproximaci stran, vyjde podle pravidel zndmych z trigono-
metrie: « &2 41°30°, f§ =~ 108°2', ¥ ~ 30°28’, P ~~ 382 cm?;
pfitom neni vzat zietel na sekunddrni chybu, kterd vznik4

*) Nasobime-li nalezeny vysledek &islem 180 . 80 : ;7 == 3438, dosta-
neme horn{ hranici chyby v uhlovych minutéch.
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tim, Ze logaritmy, jichZ jsme pouZivali k vypoétim, jsou
&isla zaokrouhlend, a kterd pii uZiti étyrmistnych tabulek
je u v3ech uhli mensi nez 1’ a pfi uréeni obsahu mensi ne
0,14 cm?. Primérni chyba je pak podle odvozenych vzorci

ldo| £ 2P (|da| + |cosy| . |db| + |cosf]| . |de|) < 16,
[dg] < < (|cosy| |da| + |db] + |cosx| . |de]) < 28,
[dy| < <-<p [cosﬂ[ |da) + |coswx| . |db| + |de|) < 12,

|dP| é ZF (|cosa] . |da] 4 |cosB| . |db| + |cosy| . |de|) < 2.4.

Je tedy celkem « = 41°30" + 16, f = 108°2' + 28', y =
= 30°28" + 12, P = (382 4 2,4) cm?. Mohli jsme tedy
vskutku sekunddrni chybu vynechat.

Pfiklad 6. Dény dwé
koule s poloméry r, =
= (13 + 0,05) cm, r, =
= (11 & 0,05) cm, jejich
stfedy jsou navzijem
vzddleny om =(204-0,1)
cm. Jaky je objem télesa
dodkovitého tvaru obé-
ma koulim spoleé¢ného?

Obé Lkoule se proti-
naji v kruZnici o polo- Obr. 6.
méru p, jejiz rovina od-
tind od kouli kulové tsede o vyskach v,,v,. Pro né plati
(viz obr. 6)

= 1,(2r; —vy),
02 = 05(2r; — vy),
m=1tr,— v+ rg— v,
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Odtud tieba urditi g, v,, v, a dosaditi do vyrazu pro objem,
ktery je podle zndmych vzorcil ze stereometrie
V= 2'7"92(”1 + vg) + 37(v® + v°) =
= §7v,%(2r — v,) 4 v (2rs — v,) + dw(v,’+0,°) =
= 7'5("1'”12 + r03?) — da(v® + v)d).
Utvofime-li diferencidly, dostaneme
dV = n(v? dry+2r,v, dv, 4 v dry + 2rv, dv,) —
— a(v 2 do+v2do,) =
= at[v,® dry+v,? dry+-v,(2r; — vy) dvy+0,(2ry—0,) dvy]=
= 71(v? dry+v,? dryt0* dvy+*dvy).
Jeito dm = dr, — dv, 4 dr, — dv,, je dvy 4 dvy = dr, -
+ dr, — dm, takZe
dV = n(v2 dr;+v,2 dry+- o2 dry 2 dry — p* dm) =
= a(2r, dr; + 2ryv, dr, — g% dm).
Pro hornf hranici prosté chyby odtud dostaneme
[aV| < 7(2ryv, |dry| 4 2ry0, |dry| + 02 |dmm|).

Podftdme-li v,,v,, 0,V 2z danych stfednich aproximaci,
dostaneme stfedni aproximace v, ~ 1,8, v, &~ 2,2, p ~ 6,6,
V a~ 282, takZe
[dV|<n(26.1,8.0,054-22.2,2.0,05+6,62.0,1)=x.9,116<29.
Odtud vychdzi V = (282 4 29) cm3.

Cvideni. 89. Zorny ihel optického pklstroje (t. j. vhel sevieny

krajnimi paprsky, které vytvofuji jedtd ostry obrédzek) je 2x. Jakou
&dst oblohy piehlédneme piistrojem, jehoZ zorny thel byl stanoven

hodnotou 40° 4 1°? — [ d % £ sina|dx], % = 0,060 £ 0,008, t. j.
zhruba 69%,.]

40. Méfime-li nezndmy odpor X vodite methodou Wheatstoneova
mustku, dospivime k tuméfe X : R = a: (Il —a), kde R je zndmy
odpor, ! je délka mustku a a uriuje polohu posuvného kontaktu.
Povazujeme-li R a I za pfesné, urdete horni hranici pomérné chyby
méfeného odporu na zékladd horni hranice chyby |da|, 8 niZ byla
uréena poloha posuvného kontaktu. Kdy je pomérné chyba vysledku
X

X <a(t da[ nejmensf pro a y.]

nejmensf? — [
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4]. Kémen byl volnd puitdn do propasti a jeho néraz na dno bylo
slySeti po ¢ 4 |d¢| vtefindch. Uréete horni hranici pom&rné chyby,
8 niZ lze vypodisti hloubku propasti. (Gravitaéni zrychleni g a rychlost
zvuku ¢ povaZujte za pfesné.) — [Je-li A hloubkae propasti, je doba

I /2h
pédu —g—; doba, jii potiebuje zvukovy signdl na cestu zp&t, je L.

lag
+ 2g¢ e

takZe platf |/ — + — = ¢, odtud —— 'dhl (1 +l/

<2 M

42. V prexi se pravy thel vytytuje tak, Ze se sestroji trojdhelnik
o strandch ¢ = 3m, b = 4m, ¢ = 5 m. Je-li horni hranice chyby
kazdé strany 0,1 m, stanovte hornf hranici chyby, jeZ odtud vyplyvé

alda| + b|db| + ¢|de] 8°
ab < ]

48. Soufadnice bodt A(z;; y,). B(zy: ¥,) byly zméFeny s chybami,
jejichz horni hranice jsou |dx,|, |dy,|, |dz,|, |dy,]. S jakou chybou lze
odtud vypotisti vzdélenost s = AB a tihel p, sevieny kladnym smys-
lem osy z a piimkou AB? — [([dz,| 4 [dz,|) lcosp| + (|dy,| +
+ Idyil) [sing], [(|dz,| + |dz,]) Ising| + (Idy,| + |dyal) icosel] : 5.]

44. Byly zméteny hrany kvéddru: a = (48,2 4 0,1)cm, b =
= (27,56 + 0,1)cm, ¢ = (16,3 £+ 0,1)ecm. TUrdete délku tdlesné
dhlopfitky! — [|dul £ cosx|da| + cosfl|db| + cosy|de|, kde «, f,y
jsou uhly, jeZ svird uhlopfitka s hranami; u = (57,8 + 0,2) cm.]

pro sestrojeny tGhel. — [

45. Na vodorovné rovind stoji stoZar, jeho: vrchol spatiujeme
od severu ve vydkovém thlu o = 30°10’ + 10°, pokroéime-li 0 a =
= (25,2 & 0,1) m na zdpad, uzifme jej ve vyskovém thlu f =

= 19°30' 4 10". Urdete vyiku stoZéru! — []dzlg% |da] +
23 [cosx cosf
= (m ldal + 257 ldﬂ[), z = (11,3 £ 0,3) m.]

46. Déna koule o polom&ru 7 = (20 4- 0.1) cm a svitici bod vzdéleny
od jejtho stfedu o m = (50 + 0,5) em. Jakd &ést povrchu koule

. P rldm| 4+ m|dr] P

47. V trojitheinfku byly zméfeny strany a = (23,4 + 0,05) m,

b = (46,8 + 0,05) m a tthel y = 73°26’ + 3°. Stanovte tfeti stranu,
zbyvajfci thly a obsah! — [¢ = (45,97 + 0,08) m, & = 29°12' + @',
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B = 177°22" + 8", P = (625 4+ 2) m3 |d¢| < |cosf||da| + |cosx||db] +
2P . d

+ 2 |dyl, lda] < sinfldal + sinalds| + aleosflidyl, 151 < 1%
|db

b
+ e + |°°t87“d7|~]

P

48. V trojuhelniku byla zmé&fena strana a = (46,2 + 0,05) m
auhly § = 68°64’ + 3',y = 78°18' + 3'. Urbete tieti dhel, zbyvajici
strany a obsah! — [« = 32°48’ + 6,5 = (79,6 4+ 0,4)m,c = (83,6 +
+ 0,4)m, P = (1800 + 10)m?% |da| < |dB| + |dy|, sinaldb] <

< sinfldal + oldf] + bleosa ldyl, 1P| <2 |daf + JeNaBl +
+ Bidy)]
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