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V. LINEARN{ INTERPOLACRE

19. Zbytek interpolace. Funkéni hodnoty mnohych funkei,
jichz uZivime k vypoétim, byvaji sestaveny v tabulky.
Tabulka obsahuje vidy jen takové hodnoty funkef, jeZ
0dp0v1da.j1 argumentim vybranym néjakym piesnd stano-
venym zplsobem, ale v praxi ¢asto potfebujeme funkéni
hodnoty argumentil, které v tabulce pi'lmo obsaZeny nejsou.
Tuto kapitolu vénujeme postupu, jimZ Ize takové funkdni
hodnoty stanoviti, a provedeme jeho rozbor. Argumenty
funkcf uvedenych v tabulce jsou zpravidla &isla pfesnd;
v dal3im je budeme oznadovati malymi pismeny.

Bud déna funkece f(z) spo-
jitd pro vSecka z z intervalu
[a,b], pfi éemZ pfedpokliddme,
ze a << b. Funkce f(z) necht
m4 pro viecka z z tohoto in-
tervalu prvnf i druhou deri-

aci. Jejim grafickym zné-
zornénim v pravodhlé sou-
stavé soufadnicové jest kiivka
y = f(z) (obr. 7). Jsou-li dény
dvé hodnoty f(a), f(b) této
funkce a chceme-li vyjddFiti
f(c), kdea < ¢ < b, ¢&asto si Obr. 7.
pomdhime tak, Ze oblouk
kiivky y = f(z) mezi body A4, B nahrazujeme ise¥kou
AB, a misto, abychom brali sprdvnou funkéni hodnotu

C = f(c), spokojime se s pfibliZnou hodnotou C,C*, kde
C* lezi na tsedce 4B. Tu plati, jak je zfejmo z obrdzku,

b
X

Tento postup, pfi ném? se oblouk kfivky nahrazuje &ist{
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pHmky, se nazyvd linedrni inferpolace. Jim se dopoustime
urdité chyby v uréeni hodnoty f(c), jeZ je zndzornéna tsetkou
C*C a kterou budemg nazyvati zbytek interpolace. Budeme
ji oznadovati znakem z(c). Pfitom plati

2(0) = Co0 — Gi0% = o) — fia) — (O =L@ )
Nahlizfme-li na zbytek interpolace jako na funkc1 z, je
by —
o) = fo) — fla) — =LA g,

Pro x=a dostdvdme 2(a)=0, pro z="> dostdvime
2(b) = 0, jak se lze dosazenim presvédélit. Proto je mozno
piedpokladat, Ze z(x) lze vyjddFiti ve tvaru

2(x) = (z —a)(@ — blv(=),

kde v(x) je jakdsi vhodné zvolend funkce z;*) pro z =—c je
z(c) = (¢ — a) (¢ — b)v(c). UtvoFime-li funkei

b
F@) = fte) — flo) — 0= o) (o) a—bpie,

je tato funkce rovna nule pro z = @, x = b, ¢ = ¢, pti demi
a < ¢ < b. Podle pfedpokladu, ktery jsme uéinili o f(z),
je také F(x) funkce spojitd pro viecka z z intervalu [a, b]
a mé4 pro vSecka x z tohoto intervalu prvou i druhou derivaci.

V diferencidlnim poétu se dokazuje véta zvand Rolleova:
Je-li F(a)= F(c)=0 a jeli F(z) funkce spojitd, kterd
mé pro viecka z z intervalu [a, c] derivaci, pak existuje
asponi jedna hodnota z,, pro nif a < z, < ¢, takovd, Ze
derivace F’'(z;) = 0.**) Pro na8i funkci F(z) jsou pfedpoklady
splnény, proto véta plati. Pfedpoklady jsou viak také splnény
pro viecka x z intervalu [c, b], proto také existuje takové x,,

z(r)
(z —a)(z — )
jichZ ostatnd potfebovati nebudeme, miZeme volit libovolns.

*+) Jeji dikaz je v kazdé udebnici diferenciélntho po&tu. Je to na pf.
véta I na str. 109 ptirugky E. Cecha.

*) Proz Fa,z % b je v(z) = ; hodnoty v(a), v(b),
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pro né% ¢ < z, < b, fe F'(z,) = 0. Derivace funkce F(z) je

6 —f@)
b—a

Jezto také F'(x) je funkce spojitd, a jak jsme pravé dok4zali,
existuji &isla z,, z, takovd, Ze F'(z,) = F'(x,) = 0, a jeito
déle funkce F'(x) m4 derivaci, kterd je rovna druhé derivaci
F"(z) pivodnf funkce F(z), plati véta Rolleova i pro funkei
F'(x). To znamens, Ze existuje aspoii jedno z, té vlastnosti,
te T, << Ty < T, pro néz F'(zy) = 0. Cislo z, ndleif také
do intervalu [, b]. Druh4 derivace funkce F(z) je

F'(z) = f"(x) — 2v(c).
Pro z = z,0dtud plyne f"(z,) — 2v(c) = 0, &ili v(c) = 3" (x,)-
Je tedy zbytek interpolace z(c) vyjddfen ve tvaru
z(c) = (¢ — a)(c — b)v(c) = }(c — a)(c — b)f"(x,).

Provedenou tvahu lze doslova opakovati i v tom pfipadé,
kdyZcneni uvnitf intervalu [a, b]. Jen je tfeba pfedpoklidati,
Ze f(x) je spojitd a md prvou i druhou derivaci pro viecka x
z takového intervalu [a;, b,], v némZ jsou obsaZena v3ecka

tii ¢isla a, b, c. Pak je z; vhodné vybrané &islo z intervalu
[a,, b,], které nemusi nutné ndleZeti do intervalu [a, b].

Mdéme tedy vysledek: Necht f(x) je funkce spojitd v intervalu
[a,, b] @ md pro viecka x z tohoto intervalu prvou i druhou
derivact. Jsou-lt a, b, ¢, tfi libovolnd étsla z daného intervalu,

je vidy
f(6) — f(a)
fle) = f@) + ——5—+ (c—a)+} *)

+ 4(c —a) (¢ — b)f"(z,),
kde x, je vhodné vybrané &islo z intervalu [a,, b,].

F(z)=f'(z) — (22 — a — b)v(e).

Tabulky byvaji zpravidla sestaveny pro argumenty, je
se postupné zvétduji o uréitou konstantu, zvanou krok
tabulky, kterd byvé pro celou tabulku nebo asporni proznaénou
jeji ¢ast stejnd. Krok tabulky oznalime pismenem k. Dva
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argumenty v tabulce po sobé jdouci jsou podle toho a, b =
= a + h a rozdil funkénich hodnot téchto dvou argumenti
se nazyvd fabulkovy rozdil (tabulkovd diference). Pro tabul-
kovy rozdil zavedeme struné oznadeni

fla + k) — f(a) = 4f(a).

Hleddme hodnotu funkce odpovidajici argumentu ¢ =
=a + Oh, kde 0 < @ < 1. Priristek funkce odpovidajicf
&4sti kroku @k dostaneme linedrni interpolaci jako Wmérnou
¢dst tabulkového rozdilu ve tvaru

B —

f““*‘—})bf(“), Oh = Af(a). 6.

Nahradime-li sprdvny ptirlistek funkce f(a + Oh) —f(a)

nalezenym pfibliZnym vyrazem Af(a). &, dopoustime se

urdité chyby, kterou jsme vySe nazvali zbytek interpolace.

PoloZime-li b = a + h, ¢ = a -+ Oh, je podle svrchu odvo-

zeného pravidla tento zbytek interpolace roven vyrazu
2(a + Oh) = — {61 — OWf’(x,),

kde z, je vhodné zvolené éislo z intervalu [a, a + k). Je tedy

celkem
fla + Oh) = f(@) + 4f(a). @ — $O(1 — OV’ (x,).

Ném pljde o absolutni hodnotu zbytku interpolace. Pro

tu platf
l2(a + Oh)| = $O(1 — OW|f"(=y)],

nebof vyraz ©(1 — @) nenf pro 0 < @ < 1 nikdy zédporny.

Maximélni hodnoty dosihne pro @ = 4, a to rovné 4.

Je tedy vidy ©(1 — @) < }. Druh4 derivace f"(z) nabyvd

pro riznd z z intervalu [a, @ + A] riznych hodnot; oznaéme

znakem z,’ takovy argument z tohoto intervalu, pro ktery

je |f"(x,")| maximélni, pak je |f"(zo)| < |f"(xy')|. Je tedy vidy

|z(a + OR)| < 1R (xy)- (**)

Tohoto vyrazu lze pouiiti pro odhad horni hranice chyby,

které se dopustime, jestliZe sprdvnou hodnotu funkce

80



f(a 4+ ©h) nahradime hodnotou f(a) + Af(e). @ vzniklou
linedrni interpolaci.

Zpravidla Ziddme, aby absolutni hodnota zbytku inter-
polace nebyla vét3i nez jakési pevné zvolené &islo {, t. j. aby
|z(a + @h)| < {.To nastane zcela jisté, bude-li

W) < ¢
Toho 1ze doséhnouti vhodnou volbou kroku tabulky. Stadf
voliti h tak, aby
8
< |/ =
= I (o)

Chceme-li naopak k dané funkéni hodnoté y uréiti argu-
ment z, t. j. chceme-li rozfediti rovnici ¥ = f(x) podle =z,
uZivime zpravidla téie tabulky, jiZ uZivime k urdenf
hodnoty funkce. Je-li ¥ rovno nékteré funkénf hodnoté f(a)
uvedené v tabulce, je 2 = a a iuloha je rozie§ena. Neni-li
tomu tak, najdeme takovy argument a, aby platilo f(a) <
< y < f(a 4+ h), jde-li o funkei rostouci, nebo fla) >y >
> fla + k), jde-1i o funkei klesajici. Tu musi platit

y = f(@) + Af(a). O + 2(a + Ok).
Odtud vypoéteme
O—y—/(a) Z(G+QE.

af@) Af(a)
Polozime-li |z(a 4+ Oh)| < ¢, je
Af(@) | = |4f(@)]
To znamen4: (islo yz—l_/(i(a) je stfedni aproximaci’é&isla @
y — f(a)

a &slo a -|— ~df@) . k je stfedni aproximaci &isla =, které

Fedf rovnici y = f(x), pfi éemZ horni hranice prosté chyby
argumentu x nepiesahne (h:|Af(a)|. Odtud ddle plyne,
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Ze argument funkce uréime tim pfesn&ji, &im vétsf je abso-
lutni hodnota tabulkového rozdilu, ¢&ili éim funkce rychleji
stoupd nebo klesa.

Pozndmka. Jezto zpravidla zaokrouhlujeme horni hranici
zbytku interpolace jen na jedno nebo nejvyse na d¥é mista,
lze v predchdzejicich vzorcich s dostatednou presnosti
poloZiti |f”(a)| misto |f"(z,’)|, nebot tyto hodnoty se navzdjem
li&i zcela nepatrné.

Cvident. 49. Naleznéte horni hranice pro zbytky linedrni interpolace

v intervalu [a, a + h], jakoZ i hornf hranice pomérnych chyb, s nimiz
jeo funkéni hodnota, v daném intervalu stanovena, u funkef: a.) z?,

b) z8, c) l/z, d) lx — [a) 1, — h o b) a + R)h?, l 1+ )

] 2 a
K h d) ht 13

3 7 36a?"
36)/a®

50. Druhou a tfeti odmocninu lze stanoviti také z tabulek druhych
a tfetich mocnin tak, e k dané hodnot® funkce y = 2%, resp. y = z°
hleddme ptisludny argument. Stanovte horni hranici pomérné chyby,
jiz se dopustime pouzitim linedrni interpolace a porovnejte ji s vyslpd-
kem predchézejiciho cvideni. — [Je zhruba a) &tyfikrat, b) devatkrét
vdtsi.]

20. Tabulkova chyba. Funkéni hodnoty, uvedené v tabulkdch
jsou zpravidla zaokrouhleny na urdity podet desetinnych
mist. Jsou-li zaokrouhleny na k desetinnych mist, mluvime
o k-mistné tabulce. Zaokrouhlovani se déje nejdastéji s opra-
vou podle zdsad vyloZenych v odst. 3. Podle toho ¢&isla uve-
dend v tabulce jsou &isla netdplnd s chybou, jejiz horni
hranice je polovina jednotky posledniho ponechaného mista,
t. j. 0,5.10—*. Tuto chybu budeme v dal3im oznalovati
ndzvem tabulkovd chyba. Jejivliv se projevuje jako sekun-
dédrni chyba vypodtu. S &isly vyétenymi z tabulek musime
proto zachdzeti jako s &isly netdplnymi a poditati s nimi podle
pravidel odvozenych v kapitole II. Musime si byt jasné
védomi toho, Ze vysledek nemiize byt pfesny, i kdyZ jsou
dand &fsla pfesnd.

) e B
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Tabulkovd chyba m4 oviem také vliv na vypodet tabulko-
vého rozdilu funkénich hodnot dvou argumentd v tabulce
po sobé jdoucich. Pfesnd hodnota f(a) bud zaokrouhlena
na f,(a) a pfesnd hodnota f(a + %) bud zaokrouhlena na
fi(a 4+ k). Tabulkovou chybu é&fsla f(a) oznad{me pismenem T,
a tabulkovou chybu &isla f(@ + k) pismenem 7,, t. j. poloZime

fla) —fi(@) = 7y, fla + k) —fia 4 k) = 7,
Tabulkovy rozdil, ktery vyéteme z tabulky, je f,(a + &) —
— f,(a) misto sprdvné hodnoty f(a + k) — f(a), pfi temz

iHa + k) — f@)] — [fula + B) — f1(@)]] < |7y + |74-
Jeito |7,/ £ 0,5.107%, |7, < 0,5.10~*%, lze z tabulky
stanoviti tabulkovy rozdil s chybou, jejiz horni hranice
je 10—*,

Tabulkovd chyba se také
projevuje, provadime-li v ta-
bulce linedrn{ interpolaci. Jest-
lize misto sprdvné hodnoty
A,A={(a) bereme A,A'=f,(a)
a misto sprdvné hodnoty
B,B=f(a+ b) bereme B, B'=
= f,(a + k), znamend to, Ze
misto podél pfimky A B inter-
polujeme podél piimky A’B’ :

(viz obr. 8). Pfirtstek funkce Obr. 8.
odpovidajici &4sti kroku Ok,

kde 0 < @ < 1, je podle odst. 19 roven [f(a + k) — f(a)] . O,
takZe C,C* = f(a) + [f(a + k) — f(a)] . ©. Dosadime-li sem
f@) = fi(@) + 71, fla+ k) = fi(@ + h) + 7p, dostaneme
CC*=CC 4+ 7.+ (tg— 1) - O, nebot C,C' = f,(a) +
+ [fi(a + k) — f,(a)] . ©. Je tedy chyba interpolované hod-
noty rovna vyrazu v = C,C* — C,0' = (1 — O)7; + O,

takZe
[t < (1 — O)|7y) + Oz £ 0,5.107%,
nebot, jak vime, |7,| < 0,5. 107F, |7,) < 0,5 . 10—+
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Poditdme-li pFirlistek funkce, vydteme z tabulky f,(a)
a f,{(a + k), utvofime tabulkovy rozdil a ndsobime jej
&islem @. Zpravidla v8ak nevyjde &islo obsahujici celistvy
potet jednotek posledniho (k-tého) desetinného mista. Proto
vypottenou opravu zaokrouhlujeme na jednotky k-tého
desetinného mista, &m% se dopoustime daldi chyby, jejiZ
horni hranice je opét 0,5 . 10—*; muZe se tedy stét, Ze celkové
chyba se znaé&né p¥ibliZi k hornf hranici, kterd jest 0,5 . 10—%-
+0,5. 10— = 10—*.

Abychom zbytedn& nezvysovali horni hranici chyby &sla
stanoveného linearni interpolaci z k-mistné tabulky, za-
okrouhlime opravu vzniklou p#i interpolaci radéji o jedno
desetinné misto pfesnéji, nez je poéet desetinnych mist
tabulky (tedy aZ na k + 1 desetinné misto). Takto vypoétend
funkéni hodnota nem4 horni hranici chyby zcela jisté vétaf
nez 0,55 jednotky k-tého desetinného mista. Pfitom neudé-
ldme piilis velkou: chybu, budeme-li pro zjednodusenf
ocefiovati tuto horni hranici jen polovinou jednotky posled-
niho desetinného mista. Nesmime se oviem nechat mést tim,
Ze funkén{ hodnota vy&tend podle toho pravidla mé o jedno
desetinné misto vice neZ hodnoty uvedené v tabulce. Proto
toto pfidané desetinné misto zpravidla’oznadujeme drobné&jsf
dislici.

Tabulky, v nichZ se &asto provddi linedrni interpolace,
mivaji pro urychleni vypo&tu ndsobky desetiny tabulkového
rozdilu (a u mér dhlovych nékdy i ndsobky Sedesatiny tabul-
kového rozdilu) jiz pfedem vypo&teny a sestaveny ve zvldstni
pomocné tabulce nadepsané P. P. (partes proportionales =
= &4sti imérné). Ve Valouchovych pétimistnych tabulkéch*)
jsou v této pomocné tabulce u logaritmid &isel uvedeny
presné hodnoty a u logaritmi goniometrickych funkef
hodnoty zaokrouhlené na jedno desetinné misto. Jejich
posledn{ é&islice (desetiny) pfedstavuji Sesté (pfidané) misto
desetinné. Naproti tomu tabulka &tyrmistnd (str. 2—3)

*) Valouch, Tabulky logaritmické 10.—12. vyd., str. 10—786.
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obsahuje tyto hodnoty zaokrouhlené na jednotky &tvrtého
desetinného mista tabulky, takZe tabulkovd chyba se uZi-
vanim pomocné tabulky zbytedné zvétiuje.

I pii opadném vykonu se projevuje vliv tabulkové chyby.
Nebudeme-li pfihlizet ke zbytku interpolace, jehoZ vliv jsme
vydetfili dfive, a ozna&ime-li f(e + Ok) —z(a + Ok) =y,
dostaneme vzorec pro linedrni interpolaci z odst. 19 ve tvaru

y = f(e) + 4f(a). O.
Odtud vypoéteme
y—fla)
©="a)

Ponechdme dfivéjsi oznaleni f(a) = f,(a) 4 ,, fla + k) =
= fi{a+ h) + t,, kde 7., T, jsou tabulkové chyby &isel
f(a), f(a 4+ ), a tabulkovy rozdil zaokrouhlenych hodnot
z tabulky vyétenych oznadime Af,(a) = f,(a + k) — f,(a).
Pak je Af(a)= Af,(a) + t,— 7,. Za stfedni aproximaci
¢isla @ budeme povaZovati podil [y — f,(a)] : 4f,(a), utvo-
feny z &isel vyétenych z tabulky. Chyba této aproximace
je rovna rozdilu

y—fa) _ y—hla) — nulfi(a + h) —yl + wly —fi(a)]
4f(a) Afy(a) [4fi(@) + s — 7] 4fi(a) '
jak zjistime snadnou tdpravou. Jezto obé lomené zdvorky
v ditateli jsou soudasné téhoz znaménka, je
|Tilfr(@+ B)—y1+ 1y — fi(a)] <
< (@ 4+ B)—fy(a)] - 0,5 . 10~ = | Af,(a)[. 0,5 . 10~E.
Vedle toho je |Af,(a)+ 7,— 73| = |4fi(a)] —10—% za
pfedpokladu, Ze | Af,(2)| > 10—%, takZe pro absolutni hod-
notu vy3e uvedeného rozdilu dostaneme vyraz
y—f@) y—h@|_ 05.10F
4f(a) 4hi@) | = [4h@)] —10-¥
Interpolujeme-li podle tabulek, klademe

y = fi(a) + 4f(a). 6,
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kde © je ddno s urditou chybou. To m4 oviem tyZ ndsledek,
jako kdyby &islo y bylo ddno s chybou |A4f,(a)| krit v&ta
nez vypodteny vyraz, t. j.

0,5.10—*

A @ —10-¢ - |4h@:

jeZ se li3f jen nepatrnd od &isla 0,5 . 10—, tak¥e vliv tabulkové
chyby na vysledek lze zhruba vystihnouti tim, Ze chybu,
s niZ je stanovena hodnota funkce, zvétiime jeité jednou
00,5.10-%,

Priklad 1. Poditejme logaritmicky soudin 11.13.18.19
8 pouZitim pétimistné tabulky. Dand é&isla jsou pfesnd.
Je logll + logl3 4 logl8 + logl9 = 1,04139 + 1,11394 4
+ 1,25527 4 1,27875 + 4.0,5.10—5 = 468935:]:2 10—5.
Vzhledem k moZné tabulkové chybé vysledku tfeba zvEtsiti
horni hranici chyby vysledku na 2,5 . 10—3, takZe vysledkem
je netplné &islo 48904 4 3, jeZ zjistime podle pravidla v odst.
15. Kdybychom poéitali pfimo, obdriime 48906, coZ je
opravdu v nalezenych mezich. Vznikld chyba mize mit
znalny vliv, zejména jde-li o logaritmicky vypoéet vyrazid
sloZenych z vétsiho poétu &isel.

Pfiklad 2. Ctyrmistnymi logaritmickymi tabulkami po¥f-
tejme vyraz

(326,6 4+ 0,05) sin(26°33" 4- 1) sin(48°25’ 4 1')
sin(32°41° + 1) sin(56°18" + 1') '

ponechdvajice paté desetinné misto nezaokrouhleno. Dosta-
neme

log(326,6 + 0,05)

log sin(26°33’ + 1’

log sin(48°25" 4 1’

2,5139 -+ 0,65 .10—440,5.10—*
9,6502s + 2,6 .10—440,5.10—%
9,8739% + 1,2 .10—41-0,5.10—%
2,03816 + 4,45 . 1041 1,5.10—4
—9,73240 £ 2,0 .10—440,5.10—*
—9,92012 4 0,9 .10-410,5.10—%
2,38564 & 7,35.10—4+2,5. 104

)
)

—log sin(32°41’ 4+ 1)
—log sin(56°18" + 1)
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Horni hranici chyby vysledku tfeba zvysiti na (7,35 4 2,5 4+
+ 0,5)10—¢ = 10,35 . 104, takZe hledand hodnota je 243,04+
+ 0,6. Pfitom jsme nebrali v ivahu vliv zbytku interpolace,
nebot ten je, jak v dal3im uvidime, tak nepatrny, Ze jej lze
zanedbat.

Cuvident. B1. Jestlife provddime nésobeni nebo délenf n pfesnych
&isel logaritmicky s pouZitim k-mistné tabulky (pfi éem% pFi linedrni
interpolaci ponechédvéime (k +- 1)ni desetinné misto nezaokrouhleno),
je absolutni hodnota prosté chyby vysledku mensi nez 1,25(n + 1)
jednotek stojicich na k-tém mistd vysledku (poditéno zleva). DokaZte!
— [Uzijte vysledku cvitenf $2.]

21. Druha diference. Pfedpokldddme, Ze funkece f(x) je spojitd
a mé prvou a druhou derivaci pro viechna z z intervalu
[a, @ + 2k]. Do vzorce (*) odvozeného v odst. 19 dosadme
b=a-t+k c=a-+ 2k Podminky tam uvedené jsou
splnény, takZe plati

fa + 2k) = f(a) + 2[f(a + k) — f(@)] + R*f"(x,),

kde z, je vhodné zvolené é&slo z intervalu [a a + 2h].
To lze pfepsat

[fla + 2h) — f(a + k)] — [f(a + h) — f(a)] = R*f"(x,).
Podle toho, co bylo difve Fedeno, je f(a + k) — f(a) = Af(a)
tabulkovy rozdil funk&nich hodnot dvou argumertia,a + A
po sobé ndsledujicich. Vyraz v druhé lomené zdvorce oznadime
fla + 2k) — f(a 4+ k) = Af(a + k). Je to tabulkovy rozdil
funkénich hodnot daliich dvou argumentd a 4 4, a 4 2k
po sobd nasledujicich.

Rozdil dvou bezprostfedné po sobé jdoucich tabulkovych
rozdild se oznaluje ndzvem druhd diference*) a zavedeme
pro ni oznadeni

Af(a + k) — Af(a) = A,f(a).
Podle toho tedy plati
Ayf(a) = k" (x,),
*) K vyvarovan{ omylu budeme dfive zavedeny tabulkovy rozdil
Af(a) nazyvati pront diference.
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kde z, je vhodné zvolené é&islo z intervalu [a,a + 2h].
Oznagme z," tu hodnotu, pro kterou plati |f"(z)| < |f"(x,")]
pro viecka z z intervalu [a,a + 2k]. Pak je absolutni
hodnota druhé diference

| 4:f(a)] S P17 (xy")-

Piipustme v nerovnosti (**), jiz jsme v odst. 19 omezili
absolutni hodnotu zbytku interpolace, za z," zde nalezenou
hodnotu z,”, pro kterou |f"(z)| < |f"(z,")] pro viecka z z celého
intervalu [a, @ + 2k] a ne jen z intervalu {a, @ + £], jak jsme
pfedpoklddali o z,. Tim pravou stranu této nerovnosti
nezmenSime, a proto bude tim spiSe platit

2@ + O”)| < §R7|f"(xo")-
Lze tedy tvrdit vzhledem k vysledku odst. 19:

Zéddme-li, aby absolutni hodnota zbytku interpolace
nebyla vétsi nef urdité pevné zvolené &islo {, dosihneme
toho, bude-li }A%f"(x,")| < ¢, ale pak bude také

| 4./(a)] < 8C,
t. j. absolutni hodnota druhé diference nebude vét¥{ neZ
osmindsobek tohoto dovoleného zbytku interpolace.

Toho lze s vyhodou pouZiti pfi zkoumdani, nepfekrodi-li
zbytek interpolace stanovenou hodnotu, nebof druhou
diferenci lze z tabulky pohodlné vyégist. AvSak vzhledem
k tomu, %e funkéni hodnoty v tabulce jsou zpravidla zatiZeny
urditou tabulkovou chybou, nevyéteme z tabulky ani druhou
diferenci zcela pfesné.

V ptedchézejicim odstavei jsme zjistili, Ze prvnf diferenci
1ze z tabulek vydist s chybou, jejiZ horn{ hranice je 10—,
proto druhou diferenci, jakoZto rozdil dvou po sobé jdoucich
prvnich diferenci, lze z tabulky vyé&ist s chybou, jejiz hornf
hranice je 2.10—* MuZe se tedy hodnota druhé diference
vydtend z tabulky liditi od své pfesné hodnoty aZ o 2 jednotky
posledniho desetinného mista.

Abychom mohli spolehlivéji zjistiti vliv zbytku interpolace,
stadi si vSimnout, e druhd diference zfistdvd b&hem dosti
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dlouhého tdseku tabulky témé&f konstantni, takZe lze s dosta-
tednou pfesnosti vziti v dvahu jeji hodnotu primérnou:
Utvofime-li souéet fady po sobé& jdoucich druhych diferenci,
t. j. vyraz
Af(@) + Af@+ B) + ...+ Agf(a+ (n— D)h) =
= df(a + h) — Af(a) + Af(a + 2h) — Af(a + k) + ... +
+ 4f(a + nk) — df(@a + (n — 1)k) = Af(a+nk)—4f(a),

je také stanoven s chybou, jejiz horni hranice je 2.10-%,
takZe pramérnd hodnota druhé diference je uréena s chybou,

jejiz absolutni hodnota neni vé&tsi nez % . 10~*, Vezmeme-lLi

tedy primér tfeba z deseti po sobé jdoucich druhych
diferenci, je stanoven s chybou co do absolutni hodnoty
ne vétdi nez 0,2 . 10~*, coZ je zcela postaditelné. Pak je hornf
hranice zbytku interpolace uréena s chybou, jejiz absolutni
hodnota neni vétsi ne% 0,025 . 10—%, t. j. &tvrtina jednotky
(k + 1)ho desetinného mista.

Zpravidla Zdddme, aby absolutni hodnota zbytku inter-
polace nepfesihla desetinu jednotky posledniho desetinného
mista, t. j. 0,1.10~% Tomu bude vyhovéno, nebude-li
absolutn{ hodnota druhé diference pfesahovati 0,8 jednotky
téhoZ mista. Zaokrouhlime-li pak na % desetinnych mist
funkéni hodnoty ziskané linedrni interpolaci (ovdem bez
tabulkové chyby, jejiZz hornf hranice je 0,5 . 10—%), obdrZime
totéZz &islo, které bychom obdrZeli, kdybychom zaokrouhlili
na k desetinnych mist pfesné funké&ni hodnoty, nejvyse snad
8 vyjimkami, je-li na (k¥ 4+ 1)nfm desetinném mistd pifesné
hodnoty &tyrka nebo pétka (viz cvié. 3).

Cviéent. 2. Kdyby byla v tabulce uvedena hodnota f(a) s potetni
chybou ¢, jaky vliv by to mélo na prvni a na druhé diference? Bylo
by lze podle druhych diferenci zjistiti chybu £? — [Je-li v tabulce
uvedeno f(a) + & misto f(a), vylteme misto spravnych prvnich
a druhych diferencf hodnoty Af(@ — k) + €, Af(a) — &, Ayf(a — 2h)+
+ &, Adif(a— h)— 2¢, A,f(a) + & vzhledem k tabulkové chybd
a k dovolenému zbytku interpolace musi se piitomnost chyby

projevit, jakmile || > 1,4.107%.]
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22. Tabulky nejjednodusdich funkcl. V tomto odstavei pro-
vedeme rozbor tabulek, jichZz se pfi numerickém pod&iténi
nejéastéji uziva.

1. Tabulka logaritmi. Je-li f(z)= logz, je f'(z) = £

z

(@) = — %, kde y == 0,434 je modul dekadickych loga-

ritmi. JeZto 1:22 s rostoucim argumentem klesd, volime
z, = z," = a, takZe pro zbytek interpolace a pro druhou
diferenci dostaneme

e 2
[ela+ OB < &=, |44f(a)] < 5.

a?

V logaritmickych tabulkdch je zpravidla k=1, t. j. jsou
tabeloviny logaritmy &isel vzristajicich o jednotku. Pak
je proa > 100

[2(a + Oh)| < g-m 104_54 10-¢,

L d

| 4,f(@)] < £ 104 = 43.10-°

a tyto hornf hranice se se vzristajicim a zmenSuji. Pro
a = 1000 je

J2( +@h)|<8 F==54.10,

7
| duf(a)| < 106_43 10—
atd. Ctyrmistné tabulky, v nich? jsou logaritmy zaokrouhleny
na &¢tyfi desetinng mista, obsahuji zpravidla logaritmy argu-
mentid od 100 do 1000 (nebo jesté také néco mélo pfes 1000);
zbytek interpolace v nich nepfekrodi 5,4 jednotky Sestého
desetinného mista, je tedy tak nepatrny, Ze jej lze v praxi
zanedbat. V pétimistnych tabulkdch byvaji tabelovdny
logaritmy argumentd od 1000 do 10 000; tam je zbytek

90



interpolace men#i neZ 5,4 jednotky osmého desetinného mista,
takZe jej lze také zanedbat.

Zidéme-li, aby zbytek interpolace byl mendi nei 0,1
jednotky posledniho desetinného mista tabulky, je tomu
vyhovéno, je-li

ph? ~E / B 1or+1
82SOI 10 éﬂ1a>k-l/8.10 ,
kde & je podet desetinnych mist tabulky. Jde-li o tabulky
&tyrmistné (k = 4, h = 1), musi a > 74; volba argumentid
od 100 do 1000 tomu odpovid4. U tabulek pé&timistnych
(k= 5) je a =233, takZe lze tabelovat logaritmy &isel
vétdich ner 233. Pro k=7 dostaneme a > 2330; proto
se v sedmimistnych tabulkdch uv4déji zpravidla argumenty
od 10 000 do 100 000.

2. Tabulky goniometrickych funkci. Je-li f(z) = sinz, pfi
tem?Z se 1ze omeziti jen na takovd z, pro néZ plati 0 < =z << 4=,
je f'(z) = cosz, f"(x) = — sinz. Jeito sinz je funkce stoupa-
jici (pro 0 < z < =), volime 2z, = z," = a | 2h, takZe

|z(a + OR)| < {h?sin(a 4 2h) < 1A%,
| A:(a)| < B*sin(a 4 2h) < A2

v celém rozsahu tabulky, nebof sin(a 4+ 2h) < 1. Je-li
na pf. b = 10’ &ili v mife obloukové A = z : (180 . 6)=—0,003,
je |z(a 4+ OR)| < } 0,000009 = 10—¢. Jde-li tedy o tabulku
pétimistnou, zbytek interpolace nepiekrodi desetinu posled-
niho mista v celém rozsahu tabulky. Kdyby &lo o tabulku
étyrmistnou, stadi volit A tak, aby platilo }42 < 0,1. 104,
t. j. B <0,0089 = 30". Volime-li tedy krok &tyrmistné
tabilky sind rovny 30’ nebo mensf, zbytek interpolace ne-
pFevysi nikdy desetinu posledniho desetinného mista.

Jinak je tomu u funkce f(z) = tgz. Tu je Flz)=

cos?z ’

(= )— 0% Jeito funkee /" (z) je funkce rostouci, volime
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zy = z," = a + 2h, takZe
#3 sin(a -+ 2h) 212 sin(a + 2A)
4 cos®(a + 2h)’ |4uf(@)] < cosd(a + 2h) °

Zbytek interpolace i druh4 diference jsou pomérnd malé
u malych 1hlf, se vzriistajicim argumentem velmi rychle
stoupajf. Volime-li na p¥. & = 10’, lze vypoditati, Ze horni
hranice zbytku interpolace nepfekrodi &isla, jeZ jsou uvedena
v nasledujici tabulce (vesmés v jednotkdch §estého desetin-
ného mista):

[2(a + OR)] <

a 0° | 15° | 30° | 45° | 80° | 75° | 90°
la+om | o |06 | 16| 42| 147]| 118]

Jde-li o tabulku pétimistnou, je podminka, aby zbytek
intetpolace nepfekrodil 0,1 jednotky posledniho desetinného
mista, splnéna jen pro velmi malé hly nepfesahujic{ p#lis
15°; naproti tomu u tabulky étyrmistné je podminka splnéna
pii témZe kroku = 10’ o néco déle neZ pro 45°. Pro vétii
hodnoty hli viak nelze v tabulce spolehlivé interpolovat.

Pozndmka. Linedrni interpolaci lze zlepditi, uvédomime-li si,
%e zbytek interpolace z(a + Oh) = — 1O(1 — @)h?/"(z,), pfi &em2
h3/"(z,) je velmi pFibliZnd rovno druhé diferenci 4,/(a). Lze tedy psét
pFibliznou rovnost z(a + Oh) = — 1O(1 — @)4,f(a), takie lepisiho
souhlasu doséhneme, opravime-li linedrn{ interpolaci pfidénim tohoto
é&lenu. Pak bude

fla + Ok) = f(a) + O . Af(a) — 3O(1 — O)4,f(a).

Bylo by lze ukézat, Ze chyba tohoto pfibliZzen( je nepatrné.

Hledéme-li na pifklad v pstimistné tabulce o kroku 10’ hodno-
tu tg67°26’, nalezneme tg67°20’ = 2,39449, tg67°30" = 2,41421,
tg67°40” — 2,43422; pak je Atg67°20"=0,01972, Atg67°30’= 0,03001,
A;tg67°20° = 0,00029, tekle tg67°26" = 2,39449 | 0,6 .0,01972 —
—4.0,6.0,4.0,00029 = 2,406287 s chybou co do absolutnf hodnoty
men3i nez 0.5 . 105,

Hleddme-li naopak argument k dané funkéni hodnot8, vypodteme
z nalezené ptibliZné rovnosti

fla + Oh) —f(a) | 3O(1 — O)dsf(a)
Af(a) 4f(a) '

0=
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Lineérnf interpolaci dostaneme
fla + Oh) — Ka)

& ="k
e pak je velmi pFibliznd
o, 00 —0Myfe) _ o | $6,(1—6)4y(a)
0= 06, +T~@1+‘—A/(a)—',

nebof spravné hodnota @ a nalezend hodnota ©®, se navzéjem lis{
jen velmi nepatrna.

Podle toho hleddme-li iihel &« dany tangentou tgx = 3,38856 +
4 0,5. 105, nalezneme v pdtimistné tabulce tg73°30" = 3,37594,
1g73°40" = 3,41236, Atg73°30' = 0,03642 & odtud urdime @, =
= 0,01262: 0,03642 — 0,3465. Vedle toho je tg73°50’ —— 3,44951,
Atg73°40’ = 0,03715, A,tg73°30" = 0,00073, takie O = 0,3465 +
+ %.0,3465 . 0,6535 . 0,00073 : 0,03642 — 0,3465 + 0,0023=0,3488.
Je tedy « == 73°33,488’, &ili « = 73°33°29,3” + 0,27, kde chyba 0,2”
odpovidé chybs 0,6 . 105, a niZ byla déna hodnota tangenty, a chybs
0,5. 103, jez podle konce odst. 20 vystihuje tabulkovou chybu.

3. Tabulka logaritmi goniomelrickych funkei. Je-li f(x) =
_ s . ’ _ ” _ u v "
= log sinz, je f'(x) = u cotgz, f'(z) = — e takie |f"(z)|
je funkce klesajici. Proto poloiime z, = :co” = a, a pak

lela + Ok)| < g'osm, [ Af(a)] <smza

Zbytek interpolace i druhé. diference zmensuji svou absolutni
hodnotu se vzriistajicim argumentem a.

Zbytek interpolace nepfesdhne &islo 0,1 . 10—*, bude-li

10k+l’u
—k
Ssm2 ———< 0,1.107°%, t.j. sma>h1/ g

Pro k=5,h =1 =-2,9.10—4 v mffe obloukové je sina >
> 0,0678, t. j. @ > 4°. V pétimistné tabulce o kroku 1’ Ize
line4rnd mterpolova,t pro argumenty od 4°. Pro k=4,
h=10"==2,9.10-3 je sina > 0,214, t. j. a > 124°, proto
ve &tyrmistné tabulce o kroku 10’ lze interpolovat teprve
asi od 124°.
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B _ 2

Podobné pro f(x) = logtgz je f'(z) = Sz ooss = snoa’

” 4y cos2x
fe)=— sin?2z
zédpornd a pro z > 45° kladn4. Je-li v8ak % dostateéné malé,
lze ptibliZné poloZiti xy’ = z," = a; tim se vysledek zméni
jen nepatrné, takZe zhruba plati

. Funkce f’(z) je rostouci, pro z < 45°

wh?|cos2al

4uh?cos2al
2 sin?2a ’

[ota + O)] < @) < Fne

Zbytek interpolace nabyvd nejmensi absolutn{ hodnoty pro
a = 45°. Tato absolutni hodnota se zvé&t3uje, jestlife a
stoupd k 90° nebo klesd k 0°.

Zbytek interpolace nepfeséhne 0,1 . 10—, bude-li

uh?|cos2al
2 gin?2a

<0,1.10-%

Jeito sin?2a = 1 — |cos2a/?, plyne odtud
2|cos2a® + ph? . 10k+1|cos2a| — 2 <0,
|cos2a| < J(— uh? . 108+1 4 |/u2ht . 102+ 1 16),

nebof |cos2a| nemd¥e byt zdporné. Pro k=56, h=1" =
=2,9.10¢ je |cos2a| < 0,991, t. j. 4° < a < 86°, pro
kteréZto hodnoty lze linedrné interpolovat. Podobné pro
k=4, h=10' = 2,9.103 je |cos2a| < 0,912, takZe 12° <
< a < 78° kdy je pfipustnd linedrni interpolace v tabulce
¢tyrmistné.

Pozndmka. Pro malé ihly, pro nd% nenf linearn{ interpolace dosta-
tetnd spolehlivd, byvé &asto sestavena zvléitni tabulke o malém
kroku (viz na pf. Valouchovy tabulky str. 31, kde jsou uvedeny
hodnoty funkef log sina, log tga uhli mensich ne 5 pFi kroku 17).
Lze také uZit obratu, ktery byl popsén vyse pii tabulce tangent.
Nejtastdji se vSak postupuje takto: Je moZno poloiit sina = k,a,
tga = kqa; pokud je \ihel @ dosti maly, jsou &isla k,, k; (velmi pFibliZng)
nezdvisld na argumentu a. Ozneéime-li logk, = S, logk, = T, je
log sine = loga + S, log tga = loga + T. Hodnoty S a T, jez odpo-
vidaji argumentu g, zpravidla méfenému ve vtefindch, byvaji tabelo-
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vény ve zvladtni tabulce pfipojené k tabulce logaritmt (viz nae pf.
Valouchovy tabulky str. 4 a 5 dole a str. 8—29 dole).

Cuidend. 58. Ukaite, %o v tabulee, kterd obsahuje pétimistné logarit-
my &isel od 1000 vyie, lze pfi kroku & = 4 jestd linedrnd interpolovat.

54. Jak daleko lze v sedmimifstné tabulce sini s krokem A = 1’
jestd linedrns interpolovat? — [Asi do 71°.]

55. Jak daleko lze line4rns interpolovat v pdtimfstné tabulce tan-
gent pfi kroku a) 10°, b) 1’? — [Asi do a) 22°, b) 74°.]

56. S pomoci hodnoty T lze uréiti logaritmus tangenty malého
dhlu a. Jak stanovime log tg(inx —a)? — [log tg(dn — a) =
= —loga — T'.]

23. Potitanl s logaritmy. PFi logaritmickém poditani se vedle
primérn{ chyby, kterd byla systematicky vyZetfena v kapi-
tole IV., uplatiiuje chyba sekundédrni ptisobend jednak zbyt-
kem interpolace a jednak tabulkovou chybou. Jak jsme se-
znali v pfedchézejicim odstavci, byvaji tabulky uspotddény
tak, aby bylo lze zbytek interpolace zanedbat, proto se pfi
odhadu sekunddrni chyby omezime toliko na vysetfeni vlivu
tabulkové chyby. Nelze udati obecné pravidlo, podle néhoz
bychom mohli sekunddrni chybu vypodisti, nybrz je tieba
postupné sledovati jednotlivé podetni operace a vygetfovati
jejich vliv na sekunddrn{ chybu. Toto vy3etfovini byvi
nékdy dosti sloZité.

UkézZeme to na pfikladé a vydetfime A
sekundarn{ chybu v tloze z cvid. 47,
pfi ¢emzZ budeme povaZovati dané é&isla
za pfesnd. Podle nalezeného vysledku a .
podle primérni chyby pak posoudime, b v
jakych tabulek je tfebe pouziti pfi vypoé-
tu. Jde o tlohu:

V trojihelniku jsou dény strany a, b P4 D B
a thel y; stanoviti tfeti stranu a zbyvajici a
uhly.

Lze voliti rizné zptsoby vypodtu. Pro- Obr. 9.
bereme je postupns.

1. Vedeme-li v trojuhelniku ABC vysku AD = v, vzniknou dva
pravouhlé trojuhelniky ACD, ABD (obr. 9), z nichZ lze postupné
vypoéisti

c

8

v = bsiny, CD = bcosy, DB = a — b cosy,
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v
tgf = @b oosy’ a=180—8—y, ¢ =§i_ﬁﬁ_l'
Uiivame-li k-mistnych logaritmu, je é&islo logh stanoveno s chybou,

jejiz absolutnf hodnota je mensf nez 0,5 . lO—k, 8 touz horni hranicf
chyby je stanoveno i ¢islo log siny, takZe logv jestanoven se sekund4rnf

chybou co do absolutni hodnoty mensi nez 10~ k¥, Rovn#z tak absolutni

hodnota chyby é&isla logh cosy je menif nez 10~%, Pti hledéni &isla
b cosy se uplatiiuje jednak teto chyba, jednak chyba vznikajlci linedrni

interpolaci podle konce odst. 20, tedy celkem 1,5 . 10~¥, takZe hornf
hranice prosté chyby &isla b cosy je podle odst. 16 mensf nez
1,5.107%. |bcosy| : u

a 8 touZ chybou je uréeno i &islo @ — b cosy, nebot stfedni aproximaci
éisla a povaZujeme pro vypolet sekunddrni chyby za pfesnou.
Uré&ujeme-li log(a — b cosy), dostdvame pfi hleddni logaritmu jednak

tabulkovou chybu s horni hranicf menaf nez 0,5. 107 o jednak
chybu, ktera vzniké tim, Ze &islo a — b cosy je nepfesné. Tato chyba
je podle odst. 15 co do absolutni hodnoty mensi nez

|b cosy|

- —k pof
“Ta—beosy] 1,5.107% . [tgB cotgy|.

u.t.1,5.107F
I

Je tedy ¢islo log(a — b cosy) uréeno s chybou, jejiZ horni hranice je
men¥{ nez 0,6.10~% + 1,5.107%. |tgf cotgy|. Pak je log tgf urien
8 chybou o horni hranici mensi nez

107% 4+ 0,5.107% 4 1,5.107% , |tgpB cotgy]

a ff samo mé hornf hranici prosté chyby, kterd je podle cvié. 87 c)
mensi neZ vyraz

1
e (2 + 1,5 [tgB cotgy|) [sin2f| . 10~%,
nebof na tabulkovou chybu pfi zpdtném hledani uhlu 8 jest opdt

pricisti 0,5 . 10~%. Touz hornf hranici chyby mé i thel «.

Pokra¢ujeme déle a hledéme log sinf. Horni hranice jeho chyby

obsahuje op&t &len 0,5 . 10~k zpisobeny tabulkovou chybou a vedle
toho podle cvi¢. 86 a) élen

1
gy = (2 + 1,5 |tgf cotgy!) |sin2p) . [cotgh| . 10~% =

= (2 + 1,5 |[tgf cotgy]) cos?f . 107,
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Proto ¢islo loge mé hornf{ hrenici chyby mendf neZ
107% 4+ 0,5.107% + (2 + 1,5 |tgf cotgy|) cos?f .10~

a pak je ¢ urdeno s chybou, jeZ je co do absolutni hodnoty menai
ne% vyraz

1
S12 + (2+ 15 |tgf cotgy]) cosfle . 107k,
Dosadime-li sem &iselné hodnoty z cvié. 47: & = 29°12°, § = 77°22’,
y = 73°26°, a = 23,4, b = 46,8, ¢ = 45,97, vyjde, Ze sekundérnf
chyba uhla «, f je co do absolutni hodnoty men&i nez 1,96 . 10~%

v mife obloukové neboli 6740 . 10~* minut v mife Ghlové. Podobnd
sekundérni chyba strany ¢ je co do absolutni hodnoty men3i neZ
232.107%, Pouzijeme-li &tyrmistnych tabulek, t. j. poloZime-li
k = 4, jsou hornf hranice sekunddrnich chyb: u Ghli «, # menif ne:
0,7 a u strany ¢ mens{ net 0,03 m. Porovname-li tyto hodnoty
8 hornfmi hranicemi primérnich chyb, gstanovenymi ve cvid. 47,
vidime, %e &tyrmistné tabulky k FeSeni ulohy plné stedf.

Bylo by moZno také uifti vysky spusténé s vrcholu B; pak by zistal
vypodet ty%, jen by se strany a, b a uhly «, f navzdjem vymsnily.
Dostali bychom hornf hranici sekundérni chyby tdhlu & (a také )

ve tva.ru—21— (2 + 1,5 [tgo cotgy|) |sin2«]| . 107% — 2,21.107* & hornt
hranici sekunddrn{ chyby strany ¢ ve tvaru
%[2 + (2 + 1,5 Jtgo cotgy|) cos?a]c. 10~ % = 393 . 107,

tak#e pfi uzit étyrmistnych tabulek je chyba pfi urdeni dhld mensf
nez 0,8’ a pfi urdeni strany ¢ mensf nez 0,04 m.

2. Provedeme-li tyZ vypotet s pouiitim véty tangentové, dosté-

vame tgh(x — fB) = cotgly . %-%, x = (90 — 3y) + 3o — B)
B=(90—13p) — % (a—p) c=a:ii-—::£nebo ta.kéc:b:—i:%. Gislo

log tgd{x — f) lze stanovit s horni hranici chyby 1,5. 1075 od-
tud plyne (cvid. 87 c¢) s ohledem na tabulkovou chybu tohoto &fsla,
e dhel }(« — f) 1ze urditi s chybou, jejiZ absolutni hodnota je mensf

ne% vyraz 2L[l .2.107%F, |sin(ac — B)| a s touZ chybou pak lze urditi

o i f. Pak log sinx je stanoven s chybou co do absolutni hodnoty
1

menif nez 0,5. 10~% . e 10—%, |sin(x — f) cotga, loge s chybou

-
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men&f ne# (1,5 + |sin(x — B) cotga|).10~% a &fslo ¢ samo s chybou,
jejiz horni hranice je men3f neZ vyraz

% (2 + [sin(a—Pp) cotgn|) ¢ . 107E.

Potitame-li stranu ¢ s pomoci strany b a whlu 8, vyjde horni hranice
sekunddrni{ chyby mensi ne

% (2 + [sin(x — B) cotgB|)c . 10~

Dosadime-li sem dané &isla, dostaneme horni hranice sekundérnf
chyby: u dhli «, 8 mensi ne: 1,72. 10~* v mife obloukovs, &ili
5900 . 10~% minut v mffe thlové & u strany ¢, je-li poditéna ze strany
a, 353.107%, & je-li poditana ze strany b, 229 . 10—F. Horni hranice
sekundérnf chyby jsou zhruba stejné jako v piipads predeslém. Ctyr-
mistnymi tabulkami nalezmeme Ghly s chybou men&f nez 0,6, a stranu ¢
s chybou mensf nez 0,04 m, resp. 0,03 m.

3. Pii uZiti vity kosinové je vypodet tento:
c = Va’ + b* — 2ab cosy, sinx = siny.%, sinf = smy—f:—

a) Vyraz pro ¢ lze politat tek, #e vypolteme zvlait jednotlivé
¢tleny pod odmocnitkem. Hodnotu loga stanovime s chybou absolutnd

mensf nez 0,5 . 10_", loga? s chybou absolutn® mensf ne 10~* & odtud
vzhledem k tabulkové chybd urtime &islo a3 s chybou co do absolutni

hodnoty men3i nez 1,5 . 10°F g2 4. Obdobns stanovime b* 8 chybou

co do absolutni hodnoty men&fnez 1,5.10~% .53 ;: 4 a &islo 2ab cosy
s chybou, jeZ je co do absolutni hodnoty men&f nez

2,5.10~% . 2ab |cosy| : @,

nebot logaritmus kaidého z jeho &tyF &initeld [mé horni hranici

chyby mensf nez 0,5 . 107, Je tedy vyraz pod odmoonitkem urden
s chybou, jejiZ horni hranice nedosihne &isla

7‘1_ (1,6a% + 1,5b% + 5ab loosy|)10~E,
Jeho logaritmus mé chybu s hornf hranici men3i ne%
2 ]
05.107% 4 .~ Loa7 + LBV + Bab jcomy|
7 ¢

. 107k
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Horni hranice chyby &fsla loge je rovma polovind tohoto vyrazu
a ¢&fslo ¢, jez mu odpovid4, mid horni hranici chyby mensi ne%

—k 2 2
l[o,s 10—k 4 95 .210 (1 L 3at 4+ 3 :L’ 10ab !cosy|)] .

I
_ 3c? + 3a* + 3b2 + 10ab |cosy|
h 4uc

.107F, coz 1ze proy < Rpsitvtvaru

4a® 2__ .2 L DY B Y |
LM . lo_bapmy Z th,va,ruﬁa—b.
2uc = 2uc
Vyraz pro loge mé hornf hranici chyby
0,5.107% 3a% + 3b® + 10ab |cosy|
— {1+ ’
2 e
proto hornf hranice chyby &f{slglogsina je

0,5.10F (5 | 3ab 4 36+ 10ab |cosyl)

L107F,

2 c?
takZe « je urdeno s chybou mensf neZ

1 06.10°¢% ( 3a? + 3b2 + 10ab lvosy|
—. 7+
b 2 c?

) - |tgal,

dad + 40 4 o

coz lze pro y £ R vyjbdfit v tvaru . |tgx| . 10~k

2uc?
2__q9__pd

% . |tga] . 10—, Obdobns je thel f

urden 8 chybou co do absolutni hodnoty mensf neZ
4a? + 4b2 + c?

2uc?

a 8 chybou co do absolutnf hodnoty mensi neZ
6c2 — g — b? _
T.]tgﬂ[. 10 kpro'ng.

Pro naSe dané ¢&fsla je hornf hranice chyby pro stranu ¢ mensf nez

221 . 10—‘, pro thel « mensi nez 3,98 . 10~%* v mife obloukové &ili

13700 . 10~ minut v miFe Ghlové a pro tGhel § mensi nez 31,8 . 10~*

v mife obloukové &ili 109000 . 10~% minut v mffe thlové. Tento postup
stanovi stranu ¢ pfibliZnd s touZ piesnosti jako oba postupy pfed-
chézejiof, naproti tomu uhly jsou jim uréeny daleko ménd piesns.
To jsme molili predem odekdvat, nebot thly jsou sinem uréeny ménsd

a proy = R v tvaru

.Itgf| .10 ¥ proy < R
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pfesnd nef tangentou, zejména nelidi-li se piilis od wuhlu pravého.
K uréeni uhli étyrmistnéd tabulke nestadi.

b) Vyraz pod odmocnitkem lze upraviti takto:

¢ = (@ + b)? — 2ab(1 + cosy) = (a + b)*—4abcos?ly =
=(a+b+p)la+db—p)

kde p = 2VE cos}y. Cislo p poditéme logaritmicky, logp je urien

8 chybou o horni hranici 1,6 . 10~ k, kfslo p samo 8 chybou absolutnd

men&f pez 2.10~F . p: p. S touz chybou jsou pak urdena i &sla
a+b+p, a+b— p, ale tu tieba dét pozor, nebotf jednou se chyba &fs-
la p pFidits a po druhé od&ité (viz konec odst. 8). Cislolog(a + b + p) +
+ log(a + b — p) je déno s chybou o horni hranici

_k a
10;‘+,4.2'1° |7 = P l=(1+3’:—)10—"-
C

4 latb+p at+tbdb—p
Pitom prvy &len vzniké seftenim tabulkovych chyb obou logaritmi
a druhy é&len je pusoben chybou, jiZ je zatiZeno é&fslo p. Chyba &isla
loge je pak polovidni, takie ¢ samo mé chybu co do absolutnf hod-
1 2p?
noty mensf ne% 7 (l + c—’;-) ¢.10~% vzhledem k tomu, Ze i pii loge
se uplatiiuje tabulkovéd chyba. Dosadime-li dané hodnoty, je p =
== 53,05 a strana ¢ je urlena s chybou co do absolutni hodnoty

mensf ne 388 . 107%, tedy o néco v&tsf net v piipads a). Pak oviem
také chyby uhld «, § vyjdou v&taf.

c) Lze vak také poloZiti

P 2)/ab cosly .
at+b  a+b = sme,

¢c=(a+ b)Vl —sinlp = (a + b) cosp.
Sekundérni chyba vyrazu pro logsing je 2. 10‘”, pek je @ uréeno

s chybou mensf nez — . 2,5. 10°%, tgp. Horni hranice chyby &isla

L ]
1
logcosg je 0,5 . 107% 4+ B " 2,5.107F, tg3p. Cislo loge mé chybu
co do absolutnf hodnoty mensf ne% (1 ¢ 2,5 . tgip) . 10~% & konedns
tislo ¢ mé chybu, jejiZ horni hranice je %(1,5 + 2,5. tgip)c . 107%,

Dosadime-li sem dané &isla, vyjde @ = 49°5’ a podle toho horni
hranice chyby &isla ¢ jo 511 . 107k, tedy opét o néco vyssf.
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d) Upravime-li odmocninu na tvar
® = (a —b)? + 2ab(1 — cosy) = (@ — b)® + 4ab sin®}y
a poloZime-li

2)/ab sindy , la — b
W = tgy, vyjdec = cosp

Pak je logtgy uréen s chybou men3i nez 2. 10~%, odtud plyne pro y
horni hranice chyby 2,5. 10— %, sin2yp : 24 a pro logcosy je chyba
co do absolutni hodnoty menai neZ

2,6.10~F
S
takZe loge mé chybu co do absolutni hodnoty men&f ne%

05.10°% + p . 8in2p tgy = (0,6 + 2,5. sindy) . 1075,

(1 + 2,5.8in%p) . 10~%.

Horni hranice chyby &fsla ¢ je tedy % (1,5 + 2,6 . sinty) ¢ . 10~ F.

Dosadime-li dané éisla, vyjde y = 59°24' a chyba pro ¢ je co do
absolutni hodnoty mensf neZ 355 . 10—k, Odtud jest vidéti, Ze riz-
nym zpisobem vypoétu dostaneme riiznou sekundérni chybu.

Pii logaritmovani soudinu (nebo podilu) n éisel je tabul-
kovs chyba nejvySe rovna (n 4+ 1)z, kde 7 je horni hranice
tabulkové chyby ka¥dého logaritmu. Pomérnd chyba vy-

sledku pak nedoséhne %(n + 1)r. Predpokldddme-li, Ze

viechna éisla, 8 nimi% provéddime vypodet, maji (aspoi pfi-
blizné) touz pomérnou primérni chybu g, je pomérné chyba
vysledku ng. Nechceme-li, aby sekunddrni chyba vysledku
byla vét&i neZ pétina chyby primérni, t. j. mé-li byt

1 n
— <0.2. . — 1o.
o n4+1)1<02.n0,musi 70,20 P | 0 <0l

To znaédi, Ze k vypodtu tfeba volit takovou tabulku, aby ta-
bulkovd chyba byla mensi nez desetina primérné pomérné
chyby ¢&isel, s nimi% provddime vypodet. JeZto &sla, k nim%
vede praktické méfeni provddéné obyéejnymi prostfedky,
jsou zatiZena pomérnou chybou tak asi 103 (viz odst. 2),
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plyne odtud, %e k vypoltim s takovymi ¢&sly plné staéi
tabulka &tyrmistnych logaritmi. P¥i trigonometrickych vy-
pottech je viak tfeba, abychom se pokud moZno vyhybali
urdeni Ghli (zejména blizkych k pravému) pomoci sinu
a uréeni Ghli (zejména hodné ostrych) pomoci kosinu.

Cruifent. 87. Jsou-li ddny odvésny a, b pravouhlého trojihelnika,
lze potitati pfeponu ¢ bud podle véty Pythagorovy nebo trigono-
metricky 8 pomoci nékterého uhlu trojuhelnika. Ktery vypoéet
poskytuje pii logaritmickém pocitdni mensi sekundarnf{ chybu? —

[Prvy, totiz c¢. 1,5. 107k, 4, pFi druhém vyjde (1 + cos?a)c.1,5.
L1107k, i, resp. (1 + cos?f)c.1,5. 107k, I’y

88. Uhel ¢ je dan vztahem sing = a:b. Odtud lze urditi ¢ bud
piimo nebo tak, Ze piSeme tgp = a: V(b + a)(b — a). Porovnejte
sekundédmi chyby, které vzniknou, uréujeme-li @ logaritmicky! —
[a.1,5.10~F: )20, o]/5 —ab.1,5.10~%: ub?%; druhy zpisob
je presné&jsi.]

24. Logaritmické pravitko. Pfi odhadech hornich hranic chyb
se vyskytuje Fada vypodtd, pfi nichZ stadf zjistit jen nékolik
mélo prvnich é&islic. K rychlému stanoveni téchto &fslic
uzfvime s vyhodou logaritmického pravitka, jak jiz difve
bylo podotéeno. Budu piedpoklddati, Ze ¢tensf znd zdsady,
podle nich% se na logaritmickém pravitku poéitd. V tomto
odstavei se budeme zabyvati pouze otdzkou, s jakou pfesnost{
lze na logaritmickém pravitku provédét vypodlty.

Na logaritmickém pravitku jsou naneseny logaritmické
stupnice, t. j. stupnice, které zndzoriuji funkei y = C logz,
kde C je vhodnéd konstanta. C4st logaritmické stupnice
je zobrazena na obr. 10. Bod logaritmické stupnice, oznadeny
dislem z, dostaneme, naneseme-li od poédtku dseéku délky y,
jeZ vyhovuje vztahu y = C logz. Jeito logl = 0, je poddtek
stupnice oznaden &islem 1; jeZto ddle logl0 = 1, je &islem 10
oznaden ten bod stupnice, jehoZ vzdédlenost od poédtku je C.
Vedle toho plati logl0® . x = n + logz, a proto se logarit-
mickd stupnice skldd4 z dseki o délee C, které vesmés jsou
shodné, a kaidy z nich zndzorfiuje éisla z intervalu [107,
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107+1], Usek logaritmické stupnice znizorn&ny na obr. 10
predstavuje &sla z intervalu [1, 10].

Logaritmické pravitko obsahuje zpravidla dvé zékladni
stupnice, jednu, kterd je na horni &4sti pravitka, struéné
nazveme horni, druhou, kterd je na dolni &4sti pravitka,
nazveme dolni. Ob&é maji touz délku, zpravidla 250 mm.
Horni stupnice obsahuje usek od 1 do 100; konstantu této
stupnice oznafme C,, je tedy 250 = C,logl00, takze
C, = 125. Dolni stupnice obsahuje tisek od 1 do 10 pii téze

X
1 3 4 5 6 2891

Y c
Obr. 10.

celkové délce; konstantu této stupnice oznaéme C,, proto
250 = C, logl0, takZe C, = 250. Stupnice nékterych kapes-
nich pravitek mivaji délku men&i, na pf. polovi¢ni, pak jsou
hodnoty téchto konstant také poloviéni.

Predpoklédejme, Ze lze bez optickych prostiedkid pouhym
okem odlisiti od sebe dva body, jejichZ vzdilenost je 0,1 mm,
t. j. Ze Ize délku y uréiti s chybou, jejiZ horni hranice je mensi
nez 0,1 mm. Ptdme se, jakou &isti délky C je tato horni

. . s )1 :
hranice chyby. U stupnice horni je to zlomek —OC— =0,8.10-3
1
1
a u stupnice dolni %’— = 0,4 .10—2 Délka C piedstavuje
2
vzrist logaritmu o jednotku, takie pfesnost dolni stupnice
odpovid4 zhruba pfesnosti trojmistnych logaritmu, pfesnost
horni stupnice je poloviéni. Toto é&islo, 0,8.10—3, resp.
0,4.10-3, je to, co se v logaritmickych tabulkich oznaduje
ndzvem tabulkovd chyba; u trojmistnych logaritmi je, jak
vime, mensi nez 0,5 . 10—3,
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PovaZujeme-li y za stfedni aproximaci pfesné hodnoty Y,
je |Y —y| < #, kde 5 << 0,1. Odpovidd-li délce ¥ &slo X
a délce y &islo z, je |Y —y| = |ClogX — Clogz|. Aviak
podle odst. 15 je

C
10 logX — C loge| < — .,
r—¢
kde £ je horni hranice prosté chyby é&isla X. Je-li déno 7
a volime-li £ tak, aby bylo

Cué
T—E ="
bude také |Y —y| <n. To ale znamens, %e £ vyhovuje
nerovnosti
¢

4

n n
Cutn ~Cu
Dovedeme-li tedy délku Y ur&iti s chybou, jejiz horni
hranice 7 < 0,1 mm, miZeme na stupnici urditi &islo X tak,
%e horni hranice jeho pomérné chyby vzhledem ke stiedni

I

aproximaci — vyhovuje napsané nerovnosti. Dosadime-li
z

za C, u,7 naSe hodnoty, shleddme, Ze tato horni hranice
pomérné chyby je u horni stupnice 1,84.10—3 a u dolnf
stupnice 0,92 . 10—3, &ili zhruba 2°/,, u stupnice horni a 19/,
u stupnice dolni.

Odhadujeme-li ¢4sti dilk& nanesenych na stupnici, délime
je (od oka) na stejné &4sti. JeZto dilky logaritmické stupnice
nejsou stejné velké, je otdzka, do jaké miry je to oprdvnéno.
Délime-li dilky stupnice na stejné &asti, provadime vlastné
line4rni interpolaci a vyslovime pro ni poZadavek, aby zbytek
interpolace nedosahl desetinu z 0,1 mm, t. j. z délky, kterou
jedté dovedeme rozlisit. JeZto jde o funkei y = Cloge,
je podle odst. 22 zbytek interpolace

Cuh?
[2(a + OB) < ~2-—.
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Nasemu pozadavku vyhovime, bude-li

Cuh? 0,08
,uh<001 t. j. h<al/0”,

dili & < 0,038 . @ u stupnice horni a & < 0,027 . ¢ u stupnice
dolni. To znadf, e na logaritmické stupnici musi byti na-
neseny tak velké dilky, aby jejich délka h, jez odpovidé
kroku tabulky, vyhovovala odvozenym nerovnostem. Zpra-
vidla byvd voleno na horni stupnici

h=002pro 1<a<?, h=02 pro 10 a < 20,
h=10,05 pro 2L a< 5, h=06 pro20<a< 50,
h=01 pro 5{a<10, h=1 pro60<a< 100
a na dolnf stupnici

h=0,01 pro 1 < a< 2,
ih=10,02 pro 2<a < ¢4,
h=0,05 pro 4< a < 10,
Tyto hodnoty nalezenym nerovnostem vyhovuji, takZe

na logaritmickém pravitku lze linedrné interpolovat bez
nesnézi.

Kazdé logaritmické pravitko obsahuje také chyby spodiva-
jici v nesprivném umisténi délicich ¢drek. MiZeme viak
od dobrého pravitka ofekdvati, e tyto chyby jsou proti
chybim vznikajfofm nepfesnym &tenfm &sel tak nepatmé,
Ze jejich vliv 1ze zanedbat,

Cvilent. 59, Hodnotu zlomku, jeho% &itatelem je soudin m Sinitelt
8 jmenovatelem soudin n &initell, podftdéme na logaritmické pravitku
tak, %e déleni o nAsobeni provadime stiidavé (pokud to lze). PFi
tomto postupu pomdrné chyba vysledku nepfesiéhne a) 2(m + )
jelim>mn, b) (2n+ 14 2p) 7, jelim < n, e) 2(n 4 p) 7, je-li Eita-
tel roven 1, kde 7 = 0,4.10—3; u, poditdme-.li na stupnici dolnf, a
7=208. 10‘4 : p» potitime-li na stupnici horni, a p udéva, kolikrdt
bylo tfeba pii vypodtu posunouti Soupdtko o celou jeho délku zleva
napravo nebo naopak. DokaZte!
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—_ e
60. Hodnotu vyrazu ¢ = Ja¥+ b =a 1+ —5 (kdea < b)ur-

&ujeme takto: Na dolni pevné stupnici nastavime &islo b:a (a na
dolni pohyblivé stupnici nastavime proti 1 ne dolni pevné, proti b
na dolnf pohyblivé leZ{ b : a na pevné), k ndmu vyéteme na horni
pevné stupnioi dfslo b¥:a?, vydtené &islo zvétiime o 1 a takto
vznililé 3fslo nastavime ne horni pevné stupnici; proti nému &teme
na dolni pohyblivé stupnici vysledek. Stanovte horni hranici po-
mérné chyby pfi tomto postupu! — [5tc, kde T = 0,4.10—3 : u.]
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