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KAPITOLA PRVN{

JEDNODUCHE ULOHY A DEFINICE

. Ndhodné zjevy a statistické zdkonitosti. Elementarn{ definice
pravddpodobnosti. Dovedeme pfedvidati nékteré zjevy s men-
8f nebo s v&t3{ piesnosti, ponévadZ zndme jejich pfidiny nebo
asponi uréditou pravidelnost v jich pribéhu; jiné zjevy jsou
viak takové, Ze jich nedovedeme piedvidati.

Méjme na pf. kostku, jejiZ stény jsou obvyklym zpisobem
oznaleny ,,0ky* (na jedné sténd je jedno oko, na druhé dvé
oka atd.). Hodime-li ji z vétsf vzddlenosti na vodorovnou
rovinu (na stil), kostka po dopadu na stil nejprve odsko&i
(po pfipadé nékolikrit), pak se vali po stole a na konec se
zastavi. Koneény vysledek, t. j. podet ok na vrchni strané
kostky v koneé&né poloze, zévisi zajisté na jeji podéteéni po-
loze a na zpiisobu, kterym byla vrZena (kritce fedeno: na po-
éatedni rychlosti kostky), a nelze jej pfedvidati. Pfedstavme
si, Ze kostkou hodime po druhé; i kdyZ jeji po&étedni poloha
a poddteéni rychlost jen malo se lisi od poditeénich podminek
v pfedeslém hodu, piece miZe byti koneény vysledek pa
druhé docela jiny neZ po prvé. Koneény vysledek neni mozno
predvidati; objevi-li se uréity pfedem odekivany podet ok,
pravime, Ze je to zjev ndhodny.

Opakujme pokus s kostkou mnohokrit a zaznamendvejme
vysledky; ve statistice vysledki se objevi uréitd pravidel-
nost. Hodime-li kostkou n. pf. 6000krit, padne jedno oko
pfiblizné 1000krdt, dvé oka také pfibliZné 1000krit atd.,
oviem za predpokladu, %e kostka m4 piesné tvar krychle, Ze
je z homogenniho materidlu a Ze ji hdzime z vétsf vzddlenosti
na stil. Kdyby dfevénd kostka méla kovovou vloZku pobliZ
jedné stény, padala by éasté&ji na tuto sténu a zminén4 pravi-
delnost ve statistice pokusii by se tim porusila. Kdybychom
kostku, kterd leZi na stole, opatrné a jen mdlo zdvihli a pak
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pustili, dopadla by jisté na tu sténu, na které piivodns leZela;
za tdchto podminek zjev neni néhodny a zminénd pravidel-
nost ve statistice pokusi byla by vyloudena.

Pravidelnost jevict se ve statistice dlouhé ¥ady pokusi (hizi-
me-li kostkou, vyjde dany potet ok pfiblizné tolikrat, kolik
je Bestina z celkového podtu pokusil; hdzime-li minci, padne
Piiblizné v poloving pfipadd na lic), povaZujeme za disledek
uréitych podminek, za kterjch se pokus kond (kostka je piesnd
krychlového tvaru, je homogenni; mince je soumérnd a ho-
mogenni; v obou piipadech je tfeba hdzeti z v&t3f vzddle-
nosti).

Mira pravdépodobnosti, se kterou oéekivime néjaky zjev,
odvodi se takto: je-li » pofet viech t&ch piipadi, které viibec
mohou nastati jakoZto vysledek pokusu, a m podet viech
téch mezi nimi, které vedou k oéekdvanému zjevu (,,piipady
pfiznivé*), je pravdépodobnost p, Ze zjev nastane, rovna
poméru m : n,

m
P= M

Pravdépodobnost zjevu vypolteme, délime-li polet pripadi,
které jsou zjevu pFiznivé, poftem viech pfipadd, kieré vibec
mohou nastati jakosto vijsledek pokusu.

Vypotet pravdépodobnosti podle této definice pfedpo-
kldda: 1. Ze ustanovime, které pfipady povaZujeme za mozné
a 2. Ze spoditdme piipady piiznivé uvazovanému zjevu.

Pravdépodobnost, Ze pfi hodu kostkou vyjde pét ok, je 1,
nebot mezi viemi ze Sesti moZnych pfipadi (» = 6) je jediny
pHznivy (m = 1). Pravdépodobnost, Ze vyjde sudy podet ok
je 3, nebot zde n = 6, m = 3. Pravdépodobnost, Ze hozen4
mince padne na lic je 4 (n = 2, m = 1).

Krajni pfipady pravdépodobnosti jsou: nemoZnost (zjev
vilbec nemiZe nastati jakoito vysledek pokusu; m = 0,
p = 0) a jistota (zjev nastane v kazdém z n moznych piipady;
m = n, p = 1). Vidy plati, Ze
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0<pL 1L
Pravdépodobnost, Ze zjev nastane, budiZ p; pravdépodob-
nost, Ze tyZ zjev nenastane, je
n—m

q= =1_p)

nebot je celkem » — m pfipadd nepfiznivych. V piipads, Ze
p =3}, je téZ ¢ = 4; pravdépodobnost, Ze zjev nastane, je
v tomto piipadé rovna pravdépodobnosti, Ze zjev nenastane.

Definice pravdépodobnosti (1) pfihliZi jen k jedné strénce
néhodného zjevu, totiz k podminkdm pokusu (v piipad®
kostky je déno, Ze pokus musf miti jeden ze Sesti moZnych
vysledkt a Ze jen v jediném z téchto pfipadd vyjde dany
potet ok). Proto nazyvdme nékdy pravdépodobnost takto
definovanou pravdépodobnostt a priori, lisice ji od t. zv. prav-
dépodobnosti a posteriori, kterd je déna druhou strinkou nd-
hodnych zjevi, totiz pravidelnosti jeviei se ve statistice
dlouhé fady pokusi. V kaZdé dloze, kde se vyskytuji jakkoli
zfskané &fselné hodnoty pravd&podobnosti, je mozn4é kontro-
la, uZijeme-li dat plynoucich ze statistiky dlouhé fady po-
kusi.

Definice (1) nenf logicky bezvadnd, nebot obsahuje logicky
kruh, jak poznamenal Poincaré. Klademe-li totiz, pfi daném
n, veli¢inu p dmérnou podtu m pifznivych pfipadi, povaZu-
jeme vlastnd viechny moZné pFipady za stejné pravdépodobné.
Tak v pfipadé kostky vede definice (1) k tomu, Ze kaZdy
z moZinych vysledkt (jedno oko, dvé oka, ...) mé stejnou
pravdépodobnost }. Pravime-li zde, Ze je ,Sest piipadi
moZnych*, vlastnd implicitnd uz pfedpokliddme, Ze kazdy
ze Sesti pfipadli md stejnou pravdépodobnost. ObtiZ je
v pojmu ,,pf{padd stejnd pravdépodobnych‘ (viz pozndmky
k idloze b, v odst. 2.); v ka?dé tloze musime rozhodnouti,
které piipady povaZujeme za stejné pravdépodobné.

Nadim ikolem bude objasniti pojem pravdépodobnosti
rozborem rozmanitych tloh; z toho vyplynou rozmanité do-
pliky a objasnéni k pilivodni definici (1) pravdépodobnosti.
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2. Jednoduché alohy, a) V osudi je m kouli bilych a m' &er-
nych, celkem m + m' kouli; jak velikd je pravdSpodobnost,
%e vytdhneme bilou kouli? Za pfedpokladu, Ze tah kterékoliv
koule m4 stejnou pravdépodobnost, obdriime

m

p=m+m"

b) Jak velikd je pravd&podobnost, Ze vrhneme dvéma kost-
kami dany soudet ok? UvaZujme nejprve o soudtu 2; ten se
vyskytne jen v tom jediném ptipads, Ze na jedné i na druhé
kostce se objevi 1. Oznadime tento piipad znakem (1, 1).
Soudet 3 miZeme dostati dvojim zplsobem: bud (2, 1) nebo
(1, 2); soudet 4 tiemi zplisoby: (3, 1), (2, 2) nebo (1, 3) atd.
Délice tato ¢&isla &islem 36, které udivé poéet véech moZnych
pfipadi (pfipad je dén, je-li ddno, kolik ok vyjde na prvni
kostce a kolik na druhé), dostaneme pravdépodobnosti
vrhnouti soudet 2, 3, 4, ... Hodnoty pravdépodobnosti sesta-
vime do tabulky:

Soudet ........... 234|5678|9101112

Pravdépodobnost .. |3%|¥s| % |3 | ¥ |3% fch’z. 75| 7% | %

Predpokldddme, Ze kaZzdy ze tficeti Sesti piipadid (a, d)
(kdea=1,2,...,6,b=1,2,...,6) mé stejnou pravdépo-
dobnost; rizné souéty ok maji proto rizné pravdépodobnosti,
ponévadi kazdy se uskuteéfiuje jinym poétem onéch pfipadd.
Nebylo by sprivné usuzovati takto: ponévadi soudet ok,
ktery padne na obou kostkich, ma jednu z jedendcti riznych
hodnot (od 2 do 12), je na pf. pravdépodobnost vrhnouti
soudet pét rovna ;. — Vrhneme-li nékolikrit dvé kostky
a vyjde-li po kazdé jiny soudet ok, maji tyto vysledky obecné
razné pravdépodobnosti. Statistika velkého podtu hodd
dvéma kostkami dala by vysledky odpovidajici hofejsi ta-
bulce; kdybychom hodili 3600krdt, vysel by soudet 2 asi



100kr4t, soudet 3 asi 200krat, soudet 4 asi 300krat, ..., soudet
12 asi 100krat.

KaZdému, kdo chce vniknouti do poétu pravdépodobnosti,
se doporuduje, aby sém pokusy s kostkami provadél, vysledky
zapisoval a srovndval je pak s theoretickymi vzorei pro prav-
d&podobnost.

3. Permutace, variace a kombinace. K vypoétu tloh o pravdé-
podobnostech potfebujeme nékterych vzorc kombinato-
rickych, jichZ odvozeni zde uvddime.

a) Je déno n riznych prvki a hleddme potet P, permutaci,
které z nich lze utvofiti, t. j. pofet viech moZnych zpisobd,
kterymi lze ty prvky sefaditi.

Jsou-li dény dva prvky a, b, jsou celkem dvé permutace:
ab a ba; jsou-li ddny tfi prvky a, b, ¢, je celkem Sest permu-
taci: abc, ach, bac, bea, cab, cba.

Je-li zndmo P, ,, je

Py, = nP,_,,

nebof z kazdé permutace « utvofené z » — 1 riznych prvki
dostaneme permutaci z » prvki, zafadime-li n-ty prvek do
permutace « pfed jeji prvni nebo pfed druhy, ..., pfed
(n — 1)-ty nebo koneéné za (n — 1)-ty prvek; naopak kazdd
permutace z n prvki dd se takto vytvofiti. Napisme shora
uvedeny vzorec postupné pro 7= 2,3,...; ponévadi
P, =1, bude

P,=2.1,P,=3P,=1.2.3,P,= 4P,=1.2.3 .4, ...

Obecné plati pro pocet permutact bez opakovdnt (t. j. z riznych
prvki) z n prokd
P,=1.2.3....,n=n! 1)
Predpoklddejme nyni, #e mezi danymi n prvky je =,
stejnych; pofet navzdjem riznych permutaci, které lze z n
prvki utvofiti v tomto pfpads, je



Kdyby obecné bylo mezi n prvky k skupin takovych, Ze prvni
by se sklddala z n, stejnych prvkd, druhd z n, stejnych
..+, k-t8 2 np stejnych (pfi demZ dva prvky vzaté ze dvou riz-
nych skupin by byly vidy rizné), bylo by

my+ mgt . m=n,

a podet permutact s opakovdnim z n prvki, t. j. podet riiznych
permutaci, by byl roven

Pn'= (n1+ n2+ vt nk)!'

nyl gl Lyl

@)

Nékterd z &isel n,, 7y, ..., n; mohou byti rovna 1; jsou-li vie-
chna rovna 1, pfechdzi vzorec (2) v (1).

b) Variace bez opakovdni r-té tFidy z n rizngch prokd (r < n)
jsou skupiny po 7 riznych prveich, pfi ¢emZ pfihliZzime k po-
Fadi prvkd ve skupiné. Abychom ustanovili podet V,(n)
variaci bez opakovéni r-té tiidy z » prvki, zvolime nejprve
jeden z n prvkd, ktery ddme na prvni misto; pak zvolime
jeden z (n — 1) zbyvajicich, ktery ddme na druhé misto; pak
dalsi z (n — 2) zbyvajicich, ktery ddme na tfeti mfsto atd.
Tak najdeme, Ze

Vin)=n(n—1)(n—2)...(n —r + 1). (3)
Ze t¥i prvkd a, b, ¢ [n = 3,r = 2, V,4(3) = 6] je Sest variacf
druhé t¥idy:
ab, ac, ba, be, ca, cb.

Variace s opakovdnim r-té tFidy z n prvkdi jsou skupiny po
r prvcich, pfi demZ kaidy prvek se miZe na kterychkoli mis-
tech opakovati. Na prvnifmisto miZe piijiti kterykoli z n
prvki, na druhé rovnéZ, na tieti také atd. Podet variaci V,'(n)
s opakovénim 7-té t¥idy z » prvki je tedy dén vzorcem

V, (n) = n'. 4)
Tak na pf. ze dvou prvkia, b (n = 2, r = 3) moZno utvofiti
osm variaci tfetf tiidy s opakovénim:
aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb.
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¢) Kombinace bez opakovdni r-té tHidy z n riznyjch proki
(r £ n) jsou skupiny po r prveich, ve kterych se nepiihliZi
k pofadi prvkd. Permutujeme-li viech r prvkl"l tvoficich
urditou kombinaci, dostaneme viechny variace bez opako-
véni, které lze utvofiti z téch r prvki. Oznaéime-li znakem
C,(n) polet kombinaci bez opakovénf z » prvki, méme podle

(1) a @)
Ve(n) = Cy(n) . r!
(n) n(n—l)(n—2)...(n—r+ 1)
Celm) = 1.2.3...r
nebo n!
Ci(n) = Hm—n

Vzorec (5) vyjadfuje vétu: z n prvki je tolik kombinaci r-té
tiidy kolik je kombinaci n — r-té t¥idy (na p¥. ze sedmi prvki
je tolik kombinac{ étvrté t¥dy kolik je kombinaci tfetf t¥dy).
Diéle plyne z (5), Ze

n! n!

Cr(n) + Criy(n) = (n—r)! + r+n—r— 1)

_nllr+14+n—r) (n + 1) _

T+ )N m—n) T D n—r)

Cisla C,(n), kters zna&ime té% (n),, jsou binomické koeficienty,
které vytvoruji t. zv. Pascaliv trojuhelntk. NapiSme je tak,
aby v n-tém fddku byla &isla (n)g, (n)y, ..., (n)s; pEi tom kla-
deme pro kazdé n, (n)g = 1. Dostaneme tak

(5)

(5a)

Cr4-1 (n )'

n=1 1, 1

n=2 1, 2, 1
n=3 1, 3, 3, 1
n=4 1, 4, 6, 4, 1
n=2>5 1, 6 10, 10, 5, 1

Podle (5) je kazdy fddek Pascalova trojihelniku soumérny
podle stfedniho &lenu; podle (5a) je kaZdy koeficient roven
soudtu obou nad nim stojicich.
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Kombinace 8 opakovdnim r-té tfidy z n rdznych prokd jsou
skupiny po r prvecich, pii éem% se prvky mohou libovoln&
opakovati a nepfihlii se k jich pofadi. Abychom uréili podet
kombinaci s opakovédnim druhé tfidy ze &ty prvkii a, b, ¢, d,
pfipojme k nim pidty prvek e a utvofme viechny kombinace
bez opakovéni druhé tfidy z téchto péti prvki [podle (5) je
jich Cy(5) = 10]:

ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de.
Nahradme nyni prvek e v kaZdé z téchto kombinacf, kde se e
vyskytuje, tak, aby vznikla kombinace s opakovinim; dosta-
neme deset hledanych kombinaci:

ab, ac, ad, aa, be, bd, bb, cd, cc, dd.

Plati tedy, znaéime-li znakem C’,(n) podet kombinaci s opa-
kovédnim r-té t¥idy z n prvka,
Cy'(4) = Cy(5).

Podobné, abychom dostali kombinace s opakovdnim tfeti
tiidy z ti prvkd a, b, ¢, utvofme nejprve viechny kombinace
bez opakovéni tieti tiidy z péti prvki a, b, ¢, d, e [podle (5)
je jich deset]:

abe, abd, abe, acd, ace, bed, bee, ade, bde, cde.
V kazdé z kombinaci, kde se vyskytuje néktery z prvkid d, e,
nahradme jej nékterym z téch prvki a, b, ¢. které se vysky-
tuji v téZe kombinaci. Tak dostaneme deset hledanych kom-
binaci s opakovadnim:

abe, aab, abb, aac, acc, bbe, bee, aaa, bbb, ccc.
Je tedy

03,(3) = Cy(5)

a obecné plati, Ze
(n+4+r—1)

C/(n)=Ci(n+r—1)= i —1)

(6)
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4. Pravdépodobnost dhrnnd. V&ta o stitinf pravd8podobnost!.
Budiz » podet viech piipadd, které mohou nastati jakozto
vysledky pokusu. Z nich necht m, pf¥ipadi je piiznivo zjevu
A,, my pHpadi jinému zjevu 4,, ..., m; piipadid zjevu 4;.
Pravdépodobnost, Ze pokus povede ke zjevu A;, je podle
definice (1) odst. 1. déna vzorcem p; = m; : n. Pravdépodob-
nost whrnnd p, Ze nastane bud zjev 4,, nebo zjev A,, ..., nebo
Ay, jest urdena vzorcem

p=m‘+%j"'+m"=pl+pz+...+m,

nebof pifznivych pfipadd je nyni m, + my + ... + m;.
Smysl vzorce vyjadfime takto:

Jsou-li py, Dy, ..., Pr pravdépodobnosti k vzdjemné se vylu-
Sujicich zjevdl, které se mohou dostaviti jakoZto vyjsledky pokusu,
je pravdépodobnost, Ze bud prvni, nebo druby, ..., mebo k-t
z nich se dostavi, rovna soultu p, + py+ ... + pg.

Kdyby kromé uvaZovanych pfipadd (v celkovém po&tu
my, 4+ my + ... + my), jeZ jsou piiznivé kaidy jednomu ze
zjevii Ay, A,, ...,, Az, nebylo jinych moznych vysledki po-
kusu, bylo by

My + Myt ...+ M= n
a tedy

ntmt. .. +tm=1
bylo by jisto, Ze se dostavi jeden ze zjevii A4;.

Priklady: a) Pravdépodobnost vrhnouti jednou kostkou
bud pét ok nebo Sest je § + + = §.

b) Pravd&podobnost vrhnouti dvéma kostkami soudet ok
rovny bud péti nebo Sesti je (podle odst. 2b) 4 + % = .

¢) V osudi je b bilych kouli, ¢ ervenych a m modrych.
Pravdépodobnosti: p, vytdhnouti bilou, p, fervenou a p,
modrou jsou
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c . m
b4+c+m’ P = b+c+m’
P+ P+ Pmn=1.
Pravd&podobnost vytdhnouti bud bilou nebo &ervenou je

b+e
b+cec+m
5. Pravd&podobnost sloZend. Vita o nésobeni pravddpodobnosti.
Zavislé a nezdvislé velitiny. a) Budiz =, podet viech pii-
padi, které mohou nastati jakoZto vysledek pokusu, m, pak
podet téch z nich, které jsou pfiznivy zjevu 4,. Pravdépo-
dobnost p,, Ze 4, nastane, je déna vzorcem

b+c+m, Pc=

= Dp + Pe-

Oznadme pismeny m,, 7, & p; obdobné velidiny pro né&jaky
jiny pokus, ktery se koné za jinych podminek neZ prvnf a pfi
kterém otekdvdme zjev A, Pravdépodobnost, e nastane
zjev A, je
My
P Ty
Piedpoklddejme, Ze mezi vyskyty zjevii 4, a A, neni
souvislosti, Ze tedy A, a Ay jsou vzdjemné nezdvislé.
a hledejme pravdépodobnost p, Ze prvni pokus povede k 4,
a druhy k A;. Polet viech moZnych piipadii, jeZ se mohou
vyskytnouti jakoZto vysledky obou pokusi, je =, . n,, nebof
kazdy z n, moZnych vysledkid prvého pokusu miZe se kombi-
novati 8 kazdym z n, moZnych vysledki druhého. Podet
piiznivych pitipadd je z podobného diivodu roven m, . my,
je tedy

_ Mmymy
P= nyng

14



Je-li p, pravdépodobnost, fe nastane zjev A, a p, pravdépo-
dobnost, Ze nastane zjev A,, nezdvisly na A,, je p, py pravdépo-
dobnost, Ze nastanou oba zjevy.

Priklady: a) Pravdépodobnost, Ze ve dvou hodech kostkou
vyjde po kaidé pfedepsany podet ok (na pf. po kazdé dvé
oka), jerovna } . } = 5.

b) Pravdépodobnost p, Ze ve dvou hodech kostkou vyjde
po kaZdé tyZ podet ok (pfedem nezndmy), vypodteme tfemi
zpisoby:

1. Podet piiznivych piipadi (= 6) délime poétem vsech
moznych (= 36), tedy p = & = }.

2. p jakoZto pravdépodobnost dhrnnd rovnéd se souétu
pravdépodobnosti 8esti vzdjemné se vyluujicich piipadid
(1, 1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) a (6, 6); viz oznaeni zave-
dené v odst. 2b. KaZdy z mich md pravdépodobnost 45, tedy
P=6.4=1%

3. Uifvajice pravidla o pravddpodobnosti sloZené uvaZu-
jeme takto: pravdépodobnost p, = 1 (jistota), Ze vibec né-
kolik ok vyjde, kombinujeme s pravdépodobnosti p, = %, Ze
pravé tolik ok, kolik vyslo v prvnim hodu, vyjde také ve
druhém; je tedy p = pp. = §.

b) Podobné jako jsme odivodnili pravidlo o nésobenf
dvou pravdépodobnosti, odvodime pravidlo platné pro souéin
libovolného podtu pravdépodobnosti: Jsou-li p,, p, ..., Pi
pravdépodobnosti zjevit navzdjem nezdvislyjch, je pravdépodob-
nost p, Ze viech k zjevi. se uskutelni, rovna soulinu p,py ... Pr,

P="DPa2 .- Pr-

¢) Neni.li splnéna podminka nezdvislosti, nelze uZiti pra-
vidla o ndsobeni pravdépodobnost{ (viz odst. 48. a nisl.).

6. Obecndjsi pojem pravddpodobnosti. Dvd zdkladnl vity o poti-
tanl s pravddpodobnostmi. AcZkoli definice pravd8podobnosti
podand v odst. 1. se hodi jako zéldad vypodtu v mnohych
tlohéch, nebudeme se na ni vézati, nybrZ ptipustime obecné,
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e pravdépodobnosti mohou byti vyjédreny &isly p,, p,, -- -,
obsaZenymi v mezich 0...1 (pfi éemZ p = 0 znaéi nemoz-
nost, p = 1 jistotu), bez ohledu na onu definici; dkolem podtu
pravdépodobnosti pak je studovati vztahy mezi pravdé-
podobnostmi, pfi ¢emz vychdzime z téchto dvou zdkladnich
vét:

1. Véta o dhrnné pravd€podobnosti neboli o seditdni pravdé-
podobnostt: Jsou-li p, Py, ..., pr pravdépodobnosti zjevi
vzdjemné se vylubujicich, je p,-F p,+ ...+ pr pravdé-
podobnost, %e asponi jeden z téch zjevi nastane.

II.V&ta o slofené pravdépodobnosti neboli o mndsobent
pravdépodobnosts: Jsou-li py, p,, ..., pr pravdépodobnosti k
zjevl vzdjemné nezdvislych, je pip, ... pp pravdépodobnost,
%e viech k zjevii se uskutedni.

- Tyto dvé véty bereme za axiogy. V piipadé, %e ufijeme
definice (1) odst. 1., daji se obé véty na zédklad® této definice
dokdzati (viz odst. 4. a 5.); piipoustime vSak s obecné&jsiho
stanoviska, Ze lze s pravdépodobnostmi poditati (algebraicky),
i kdyZ jejich &iselné hodnoty nejsou znimé a kdyz tedy
nemiifeme tvrditi, Ze byly odvozeny uZitim definice (1)
odst. 1.

7. PFiklady na uZitf zakladnich v&t. a) BudiZ p pravdépodobnost,
Ze néjaky pokus se zdaifi. Vykondme-li fadu % pokusi,
je pravdépodobnost, Ze vech k pokusid se zdaii, rovna p*.
Je-li p malé¢ &islo, ubyvé p* rychle s rostoucim k.

b) Je-li p pravdépodobnost, Ze se pokus zdaii, kolik je
tieba vykonati pokusi, aby pravdépodobnost, Ze aspon jeden
z nich se zdaff, se rovnala danému &slu r (0 < r < 1) —
Pravdépodobnost, Ze se pokus nezdaii, je 1 — p. Pravdé.-
podobnost, %e ani jeden z k pokush se nezdafi, je (1 — p)*.
Tato posledni pravdépodobnost dopliiuje se s danou pravdé-
podobnosti 7 na jistotu (bud se ani jeden pokus nepodaif,
nebo se podai{ aspon jeden), takZe

(l—pf+r=1
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a tedy _ log(l —1)

log(1 —p)
Tento vyraz neni obecnd roven celému &slu. Je.li podet
pokus® mensi nez &islo & zde vypodtené, bude pravdépodob-
nost, %e se aspon jeden pokus podai, o néco mensf neZ r;

je-li potet pokust v&t3{ neZ k, bude ona pravddpodobnost
vétsf neZ r.

Héz{me-li na pf. dvéma kostkami, je pravdépodobnost,
Ze na kaZdé z obou se objevi jedno oko, rovna 3%. Kolikrit
musime hoditi, abychom se stejnou pravdépodobnosti mohli
&ekati, Ze aspon jednou se objevi po jednom oku soudasnd
na obou kostkéch, i Ze se to nestane ani jednou?

Zde je
P=vpr=1%
a tedy ne log(l1 — %) — 246,
log(1 — 3)
Musili bychom tedy hoditi 25krdt.

¢) Pravdépodobnost p, Ze ve tfech vrzich dvéma kostkami
vrhneme soudty ok 5 a 7, kaZzdy jen jednou, vypodte se takto:

Pravdépodobnost, ¢ v jednom hodu vyjde soulet 5,
je 3% = 1, pravd&podobnost, Ze v jednom hodu vyjde soutet
7, je % = }, pravdépodobnost, Ze v jednom hodu nevyjde
ani 5ani 7, jerovna 1 — } — 1 = }§.

Oznalme pismenem a jakykoli soudet ok, jenZ neni roven
ani 5 ani 7; v serii t¥{ vrhéi mohou se vyskytnouti tyto
piiznivé pripady:

6,7a; 5,,7; a,5,7; 7,5,a; 7,a,5; a,7,5.
Kazdy z nich mé (pfi neuréitém a) pravdépodobnost
P41
hledand pravddpodobnost p je Sestkrat vétai, tedy

p=6.%.}. 1 = A4

Bv. 58 — 17



d) Hodime pét penizfi. Pravd&podobnost, Ze tfi z nich
padnou na lic a dva na rub, je

(5)9: 25 = .
e) Pravdépodobnost, Ze k kostkami vrhneme soudet ok N,

rovnéd se koeficientu pfi =¥ v rozvoji (uspofddaném podle
mocnuin veliéiny z) vyrazu

é(z—l—xz—i—x’—*—x‘—}—xf'-t—z“)".

f) Bilé a &erné koule jsou ve tfech osudich. V prvnim je m,
kouli bilych a n, éernych; ve druhém m, a n,, ve tfetim pak
mq & ny. Pravdépodobnost voliti ¢-té osudf je p;(i =1, 2, 3).
Volime jedno osudi a vytédhneme kouli; jak velkd je pravdeé-
podobnost p, Ze vytihneme bflou? — p uréime jakoZto
pravdépodobnost dhrnnou. Bylo-li zvoleno =n-té osudi,
je pravdépodobnost, Ze vytdhneme bilou kouli, rovna

; pravdépodobnost, Ze jsme volili :-té osudi a pak
it p P ] P

z ného vytéhli bilou kouli, je p; —
mi + ng

Volby jednotlivych osudi jsou piipady vzdjemné se vyludu.-
jlci, takze

_ my ™My my
y4 P1ml+ n1+ Pam2_|_ n2+ Pama_i_ Ty
Kdyby viechny koule byly smichdny v jediném osudi,
byla by pravdSpodobnost p’, Ze vytdhneme bflou koul,
uréena vzorcem
p = my + my + my .
my + my+ mg+ Ny + Ny + 7y
8. Matematicka naddje neboli stfedni hodnota proménné velltiny z4-

vislé na ndhodd. a) Osoba 4 hédzi kostkou a ziskd, padne-li
jedno oko, vyhru 1 Ké&s. V fadé 6000 hodii padne jedno oko
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piblizng 1000kr4t, tak¥e A miZe odekdvati vyhru ptiblizng
1000 Kés. Na jeden hod pfipadd tedy primérné vyhra
1343 Kés = 1 Kés, t. j. Sestina z vyhry moZné v jediném
hodu.

Je-li obecné p pravdépodobnost, Ze se n&jaky pokus zdat,
a dostane-li osoba A za kady zdafily pokus k korun, jest
otekdvati, Ze po provedeni N pokusi ziskd celkem p¥ibliZné
Npk korun.

Z toho pfipadd na jediny pokus primérné pk korun;
kterdito &dstka se nazyvd matematickou nadé&ji osoby A4
(nebo také m. n. zisku) pro jeden pokus.

Pojem matematické nad&je rozifujeme na vSechny ilohy
o pravdépodobnostech takto: Ptedpoklidejme nejprve,
%e néjakd velitina z nabude uréité hodnoty z,, zdai-li
se pokus a Ze p je pravdépodobnost, %e se pokus podafi;
matematickd nadéje velitiny « je pak rovna soudinu px;.
V nejobecnéjdim ptipadé budiZ = ,,ndhodnd velidina‘ t. j.
veli¢ina, kterd miize nabyti kterékoli z n hodnot

Ty, Ty, « vy Tny
kaZdé s uréitou pravdépodobnosti; necht jsou

pl’ pZ’ L pﬂ

pFisludné pravdépodobnosti; p; je tedy pravdépodobnost
rovnice £ = z;*). Za pfedpokladu, Ze  nemiiZe nabyti jinych
hodnot nezZ z,, x,, z5, ... ¥, plati

Pt ot ..+ Pa=1 (1)
a matematickd nadéje velidiny x je ddna vzorcem
P1%y + P¥a + ... + PaZn. (2)

Slovy: matematickd nadéje (nebo: stfednt hodnota, pravdé.
podobnd hodnota) velifiny z se vypodte, ndsobime-li katdou

*) Zkrécend oznateno: P(z = z;) = p;. Obecnd znamené P(R)
pravddpodobnost, Ze vztah R platf.
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hodnotu, které ta velikina midfe nabyti, pravdEpodobnostt,
Ze oné hodnoty nabude, a sefteme-li vSechny soudiny tak utvofené.

Znaky pro matematickou nadé&ji velitiny z jsou s. h. (z)
nebo E(z).

b) Pojem matematické nadéje se shoduje v podstatd
s pojmem aritmetického stfedu. Méfime na pf¥. néjakou délku
n-krit a obdrizime tak n» hodnot (obecnd riznych, pondvadz
se vyskytuji pozorovaci chyby) =,,x,, ..., x,; za ,,pravou
hodnotu** z méfené délky bereme obyéejné aritmeticky stfed
hodnot z;

R e e
= m ]

Pii tom predpokliddme, Ze kaZdé jednotlivé z n» méfeni
zaslouZf stejnou divéru jako kterékoli jiné z nich. Kdybychom
viak z jakychkoli divodd pfisoudili veli¢éindm a; kladné
,»,Vahy* 8, poditali bychom pak ,,pravou hodnotu‘* méfené
délky podle obecnéjitho vzorce (zobecnény aritmeticky stfed):

£= 812y + 825 + ...+ Snn,
$1+ 8+ . A8
je-li 8, =8y, =...= 8,, je hodnota £ totoZni s obytejnym
aritmetickym stfedem, ktery jsme shora nazvali z.
Polozme

takZe
Pt Pt ...+t Pa=1
Stfedni hodnota £ veliiny « bude, jak plyne z pfedchozich
vzorcl, rovna
§=p% + pFa+ ... + Paa

(2) jest obecnd definice stfedni hodnoty velidiny z za téchto
pfedpokladi:
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1. £ nemiZe nabyvati jinych hodnot neZ nékteré z fady
Xy, Ty, «ery Ty

2. Hodnot® z; pfisuzujeme vdhu \imérnou nezdpornému
koeficientu p;.

3. Soudet viech téchto koeficientt rovné se jedné.

Jsou-li viechny hodnoty p; kladné a jsou-i mezi velidi-
nami z; asponi dvé rizné, plati nerovnosti

Zpin < 8. h. (7) < Zpgs,

kde Zpip & Zpya, znadi nejmensi resp. nejvsti z &isel z; ... z,.
Nebot nahradime-li v soudtu pz; + ...+ Pz, kaidou
veliéinu z; hodnotou z,,;,, zmens{ se tim hodnota soudtu
DA Zp;, vzhledem k (1); podobné se dokdZe druhd nerovnost.

c) Priklady: Hé4zime kostkou; jakd je s. h. podtu ok?
Zde je patrn&
=1, p=13(0=1232345,86)
a tedy
sh@=4+4+i+4+4+8=1
Hé4zime dvéma kostkami; jakd je s. h. soudtu ok? Podle
odst. 2b méme zde

s.h.(a:)=%:7,kdeM:2.1+3.2+4.3+5.4+

4+6.54+7.6+8.5+-9.44+10.34+11.2412.1; N=36.
Ve velkém poé&tu hodii dvéma kostkami je primérnd hodnota
soudtu ok rovna sedmi.

Kdybychom hézeli m kostkami, byla by stfednf hodnota
soudtu z ok rovna

s.h.(x)=m .,
nebot
z=¢4+n+0+ ...

kde & znadi potet ok na prvni kostce, # na druhé, { na treti
atd.; podle obecné véty (viz odst. 10a)
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g.h.(z)=8h. ()48 h. (p) +sh &)+ ..,
kde kaZdy stitanec se rovnd .

9. Matematicka naddje pti hazardnlch hrich. Hra je hazardni,
je-li vyhra &i prohra podminéna ndhodnymi zjevy. Hazardni
hra je spravedlivd, maji-li v8ichni hrédi stejné matematické
nadéje na vyhru, &ili jsou-li stfedni hodnoty ziskd, jeZ mohou
jednotlivi hr4&i otekdvati, navzdjem rovny. Pfedpoklddejme,
Ze hraji dva hrddi; budiZ p, pravdépodobnost, Ze vyhraje
prvni, a p, pravdépodobnost, Ze vyhraje druhy; a, a a,
necht jsou pfipadné vyhry prvého resp. druhého. Podminka
spravedlivé hry zni

Pry == Pally,
¢ili
;- Q3= P3Py

Rozumi se, Ze vyhra jednoho hréée je vidy na wdéet dru-
hého; a, je tedy vklad, ktery ddvé prvni hrié do hry, e, pak
vklad, ktery ddvd druhy hrdé. Podminka spravedlivé hry
dé se vyjadiiti také takto (plati pro jakykoli podet hrddd):
stfednd hodnota zisku pro kaidého hrdée rovnd se nule; piihlizi
se ke viem moZnym vysledkiim jedné partie, zisky se poéitaji
kladné a ztrity jako zdporné zisky. Budi? x zisk prvniho
hride (médme na mysli stdle pfipad dvou hridt); podle obecné
formule o stfedni hodnoté mdme

8. h. (z) = pyz; 4 po7,,

pii dem% 2z, = a;, ¥, = — a, . 2, je zdporné &islo, pondvadz
uddva ztrdtu prvnfho hrdde pfi prohie. Hledand podminka
zni tedy

s.h. (z) =0, &ili p,a, — pya, = 0,

ve shodé s hofejsim vysledkem. Posledni rovnice vyjadiuje
zérovenn podminku, e zisk y druhého hréfe m4 stfedni
hodnotu rovnou nule; nebof pravdépodobnost, %e druhy
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hrd¢ prohraje ¢istku a,, je p, a pravdépodobnost, Ze vyhraje
téstku a,, je p,, tedy

8. h. () = — pya, + Ppaa,.

Priklad 1. Héz{f se dvéma kostkami. Je-li soudet ok 7
vyhrou pro prvniho hride a soudet 8 vyhrou pro druhého, je

=% P2=73
a podminka spravedlivé hry zni
1a, = 4%a, aneb a,:a,= 5:6.
Hra bude tedy spravedlivd, zaplati-li druhy hrié prvému
5 K&, padne-li soudet 7, a prvni druhému 6 Kés, padne-li
soudet 8.

Hraje-li se mnoho partif, bude z celkového jich podtu asi }
téch, ve kterych vyhriva prvni hrié¢, a asi 4i; t&ch, ve kterych
vyhrdvd druhy. Je-li na pi#. viech partif 3600, vyhraje prvni
asi 600krét, druhy pak asi 500krdt. Kazdy hrd¢ miZe ode-
vati, Ze b8hem 3600 partii pfijme asi 5.600 = 6.500 =
= 3000 Kés a Ze asi zrovna tolik vyplati.

Kdyby vyhry v jednotlivé partii nebyly v poméru 5 : 6,
nebyla by hra spravedlivd; byla by vyhodnéjsi pro jednoho
z hrd&d neZ pro druhého, coz by se ukdzalo ziskem jednoho
po velikém poétu partii.

Priklad 2. Loterie md 10000 losd a jsou &tyfi vyhry
po 5000 Kés. Jakou cenu mé jeden los? Pravdépodobnost,
Ze urdity los vyhraje, je

_(9999);  [9999.9998.9997.1.2.3.4
P = 10000), ~ 10000.9999.9998 .9997.1.2.3
4
—'l—o-mo

Cena losu se rovné matematické nadéji, kterou mé majitel
losu vzhledem k olekdvané vyhte; tato nadéje &ili stfednf
hodnota vyhry je p . 5000 = 2 Kd&s a to je prdvé cena losu. —
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Jiny zptisob vypodtu: Uhrnnd cena viech vyher je 20 000 Ké&s;
to je zdroven uhrnni cena viech losh, tak¥e na jeden los
pripadd 20 000 Kds : 10 000 = 2 Kds.

Takovéto loterie je spravedlivéd; podnikatel loterie m4 zde
jistotu (prodé-li oviem viechny losy), Ze sém nemutZe nic ani
zfskati ani ztratiti, nebot na &éty¥i vyhrdvajici losy vyplati
celkem 20 000 Kéds, coZ je priavé ddstka strZend za viechny
losy. M4-li loterie podnikateli néco vynésti, musi byti ceny
losti vy#&i; loterie neni pak spravedlivé hra.

10. Dv& obecné véty o stfednich hodnotich. a) BudiZ = velidina
z4visld na ndhod$; z mife nabyti ka%dé z hodnot z,, z,, ..., z
8 pravdépodobnostmi po fadé p,, p,, ..., ps. Podle (2) odst. 8.
plati, Ze

h
8. h. (z) = Zp,z,.
a=1

Budi y jind veli¢ina, kterd mie nabyti ka?dé z hodnot
Y1> Yz + - Yi 8 pravdépodobnostmi po Fadé p,’, ps’, ..., P&’
8 z tieti velidina, kterd mlZe nabyti hodnot 2z, 2, ...,2%
8 pravdépodobnostmi p,", p,”, ..., p;". BudiZ pak p,s,
pravdépodobnost, Ze soudasné plati

T= T, Y= Yp 2=12,
kde
a=12,...0 f=12,...,y=12,...,L

Uhrnné pravdépodobnost pa, %e = z,, jo déna vzorcem

Z zpaﬁr'

=1 y=1

podobné pravdépodobnost p,’, Ze y = y;, je

Pa= z Zpaﬂr

am] y=l

a pravdépodobnost p,”, Ze z = 2,, je
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Podle definice je
A E I
b @yt =22 gy @ + 9+ )=
3 =1ly=1

= s 1 ZPﬁ ys + zpr 2y =

= 8. h. (=) + s. h. () + 8. h. (2).

Platf tedy véta (a to pro libovolny podet stitancd), Ze stFedni
hodnota soultu nékolika veliin rovnd se soutu jejich strednich
hodnot.

Pifklad: Hodime-li jednou kostkou, je stfedni hodnota
poétu ok rovna 4. Hodime-li m kostkami, je stfednf hodnota
soudtu ok rovna souétu stfednich hodnot pro jednotlivé
kostky, tedy m . §; (srv. odst. 8c).

b) Poditejme nyni stfedni hodnotu soudinu ti velidin
z, ¥, z podriujice zavedené oznaéeni Vyraz

8. h. (zyz) = Z Z Zpap, T.Yp2y,

a=1f=1
ned4 se obecné redukovati na stredm hodnotu jednotlivych
veli¢in z, y, 2. Jen ve zvldétnim piipads, Ze velidiny z,y, z
jsou navzdjem mezdvislé, plati podle véty o slofené pravdé-
podobnosti, Ze

Papy = Pa - P8 - Py

A k !
8. h. (zyz) = (gpiaa;‘) (ﬁzjﬂfyﬁ) (yzﬁ””z’) —
= [s. h. (z)] . [s. h. ()] . [s. h. (2)].

Stredni hodnota soudinu nékolika velitin navzdjem nezdvisljch
rovnd se soudinu jejich stfednich hodnot (srv. té% odst. 38).

a tedy
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Poznamenejme, %e véta a) plati zcela obeend ¢ pro navzdjem
2dvislé veliing.

¢) Je-li a konstanta, je s. h. (a) = a, nebot a je velidina,
kterd s jistotou (p = 1) se rovnd a. Je-li @ konstanta a z
velitina zavisld na ndhodé, je s. h. (ax) = a s. h. (z), nebot

a a z lze povaZovati za velidiny navzdjem nezdvislé, takZe
podle odst. b) plati

s.h.(@az) =s.h.(e).s.h. (zx) = a .s. h. (z).

I1. Stfedni hodnota druhé mocniny. Budi¥ zase z velidina
zdvislé na ndhodd, =z,,z,, ..., z, necht jsou jeji moZné
hodnoty a p,, p,, ..., pp pFisluiné pravdépodobnosti. Je tedy

s.h () =02, 4+ s+ ... PuZps Pr+ P2+ .-+ Pon=1.
Pro libovolnd &isla a,, a,, ..., as, by, by, ..., b, plati Lagran-
geova identita
(a®+ a? + ...+ @) (b + b2 + ... + bp?) —
— (@1d) + agby + ... + apbu)? = (@10 — arhy)® +
+ (@yb3 — @b ) + ... 4+ (@p—1bn — Apbp—y)*.
Dosadme sem

n
;= Vpi, b; = Vpizi; zlpi =1
i=
vychdzi
n n 2
2piEd — [ZP-‘%’] = 2, 2 pipe(@: — ),
i=1 i=1 ik

kde posledni soudet se vztahuje ke vSem riiznym dvojicim
indexita k (4, k= 1,2,...,n). Tento soudet rovnal by se
nule jen tehdy, kdyby viechny hodnoty z; byly si navzdjem
rovny. Obecné je kladny a proto

é?i:c.-ﬁ — [ég;,-x,-]z =0

8. h. (x%) = [s. h. ()]

aneb
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Uvedme piiklad: Je-li # pofet ok, ktery vyjde pfi hodu
kostkou, je podle odst. 8¢

8. h () =1
stfedni hodnota velid¢iny 22 je
s.h. (@) =3}{14+4+ 9+ 16 + 25+ 36] = % = 15,16...
a tedy
8. h. (%) = 15,16 ..., [s. h. (x)]* = 4 = 12,25.

(2. Véta Bienayméova-CebySevova. Budiz = velidina, kterd
nabyvd nezdpornych hodnot =z, z,, ..., 2, s resp. pravds.

n
podobnostmi p,, P, ..., Pn; Zp.- = 1. Je-li « kladné é&slo, je
- i=1

8. h. (Z“) = zlp,-x,"’.
i=

Oznaéme znakem Z' soudet, jen% se vztahuje k tém a jen
7

k tém indextim i, pro které plati, ¥e z; > 4; 4 je dané
kladné &islo. Pak je

8. h. (%) > D'p* > A*) 'p; = A*P(4 < ),
3 [

kde P(4 < z) znadi pravdépodobnost, fe 4 < , a tedy

PAL a2,
aneb 1)
Pz < 4)> 1—*‘;1;—0("”“—).

Jedna nebo druhd nerovnost (1) vyjadiuje vétu Bienayméovu-
Cebysevovu pondkud zobecnénou dle Chindina.
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Cebysev pivodnd uvafoval o pHpads, %e &« = 2. Pak jest*)

PA< <> 114,(’),
aneb (2)
Pe<A)>1— s.l;a(zz)_

Témto nerovnostem (2) ddme ponékud jinou dpravu tim,
%e zavedeme proménnou z, kterd po pifipadd nabyvd téz
zdpornych hodnot. Pak bude

P(a|2 )< 208,
8 h (xﬁ) (3)
Pl <A)=P—A<e<A)21———F—

Posledni rovnici lze psdti té2 v tvaru
2
P(EI— < 1) >1—s.h ("’—)

Diikaz nerovnosti (3) provede se zcela obdobnd jako pro (2):
Znadi-li Z' soudet, jenZ se vztahuje k tdm a jen k tdm inde-

xiim, pro které platf |z;] > 4 je
8.h. (@) = D"pa > A" p= AP(z > A),

z &ehoZ plynou nerovnosti (3).
PiSeme-li pro struénost

8. h.(x)=u? A=1tu, t >0, u>0,

*) Dvé znaménka < v prvni nerovnosti (2) jsou nezdvisla;
pravdépodobnost P(A < z) %o z je bud v&tsi nez A nebo rovna A
je vyjédfena urditym Zlslem a toto &islo muZe byti bud mensi ne
8. h. (z?) : 4%, anebo muZe byti rovno s. h. (z?) : 4%. Podobnd je tomu
ve druhém vzorei (2) i ve vzoreich (3) a (4).
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e Ptu< |o) < %

. . @
Pl > |z)) 2 1 — 5.

Jeli ut stfednt hodnola velidiny %, je pravdépodobnost,
Ze |x| < tu, bud rovna &slu 1 — 7125, nebo v&tH.
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