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KAFITOLA TRETI

GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI

26. Definice geometrickych pravdépodobnosti v nejjednodusSich
Glehdch. a) Je ddna setka A B a volime bod M nékde uvnitt
AB nebo na kraji. MnoZstvi viech ptipadi, jez zde mohou
nastati (t. j. mnoZstvi viech bodl lezicich na tse&ce AB),

métime délkou 4B useCky AB a pravime, Ze mnofstvt viech

bodi leficich na dané dsebce md za miru délku této dsetky.
Zvolme nyni na AB dva body C a D. (Obr. 6.) Mnozstvi

Obr. 8.

viech bodid leZicich na CD mé za miru délku vsedky CD.
Pravd&podobnost p, Ze bod M voleny na usebce AB le£t zdroves;
na jejt &dsti CD, uréujeme vzorcem

D
=
Definice (1) je zcela obdobné definici pravdépodobnosti

podané v odst. 1. Na misto &isla n, které uddvalo polet
moZnych piipaddi, nastupuje zde mira 4 Bbodového mnozstvi
na tusefce AB, a na misto &sla m, které uddvalo pocet
piiznivych pfipadi, nastupuje mira CD bodového mnoZstvi,
jehoZ body odpovidaji ,,pfiznivym piipadim”.
Pravdépodobnost (1) se neméni, podine-li se usetka CD
beze zmény délky uvniti AB. Jeou-li tedy C,D; a C,D, dvé
polohy useéky CD uvnitf 4B, povazujeme piipady, Ze bod M

y (1)
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voleny na 4B le#f bud na C,D,, nebo na C,D, za stejnd
pravdépodobné. Tento pfedpoklad odpovidé pfedpokladiim
o piipadech stejné pravdépodobnych, o nichZ jsme jednali
v odst. 1; viz pozndmku na konci odst. 1.

N4s predpoklad lze vyjddfiti téZ tak, Ze hustota pravdé-
podobnosti je konstantnf; viz odst. 31.

Je-li AB délka oblouku AB néjaké kiivky a CD délka
oblouku CD, jenz je &4sti pfedeslého, udédvd (1) zase pravdé-
podobnost, Ze bod voleny na A B lezi zdrovei na CD.

b) Podle vzoru (1) tvoii se tyto dal3i definice.

Vedme bodem O dva polopaprsky svirajici duty thel a.
Za miru mnozstvi v8ech polopaprskii o vrcholu O a probiha-
jicich uvniti dhlu o bereme velikost x toho dhlu. Mnozstvi
viech polopaprskii vedenych bodem O mé tedy miru 2.

Pravdépodobnost p, Ze polopaprsek vedeny v roving danym bodem
O lezt v daném 1dhlu & o vrcholu O, je ddna vzorcem

[2.4
= (2)

Za miru bodového mnoistvi, které jest utvofeno viemi
body néjakého oboru A v roving, povaZujeme jeho plodny
obsah P. Je-li A, st oboru A a P, jeji plodny obsah, je
pravdépodobnost p, Ze bod M, voleny v 4, le%f zéroven v 4,,
déna vzorcem

P
p=—75 (3)

Tento vzorec by platil také pro ktivoplochy obor 4 voleny
na libovolné plo3e a pro jeho 84st 4,; P a P, by byly pfisludné
plosné obsahy.

Za miru bodového mno%stvi, které jest utvofeno viemi
body n&jakého trojrozmérného oboru 4, povaZujeme jeho
objem V. Je-li A, &4st oboru 4 a V, jeji objem, je p pravdé-
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podobnost, Ze bod M voleny uvnitf 4 lei{ zdroveir v A,,
déna vzorcem
"

P= 4)

27. PHimky v rovind. Pfimka v roviné budiZ urédena soufad-
nicemi g a @ tak, e v bodovych pravoihlych soufadnicich
x, y md rovnici

z cosp + ysing —q = 0;

@ jest uhel, ktery svira kolmice spusténd na piimku z podatku
soufadnic O s osou Oz, a q vzdilenost piimky od O (0 g <
< 2x; ¢ 2 0). V dalsim se budeme zabyvati dvojrozm&rnymi
mno#stvimi pfimek; soufadnice ¢ a ¢ piimky, jei je &dsti
takového mnoZstvi, jsou spojité a vzdjemné nezdvislé
proménné.*) Takové mnozstvi miZe byti na pf. utvofeno
viemi pfimkami, jichZ soufadnice ¢,  vyhovuji nerovnostem

el Flg,9) <1,

kde a a ! jsou konstanty a F(q, ¢) dand funkce dvou promén-
nych. Za miru dvojrozmérného piimkového mnozstvi M
bereme integral

[/ dg dg, (1)
M

vztaZeny ke viem piimkim mnoZstvi M. Pravdépodobnost,
%e pFimka obsazend v M je zdrover obsaZena v édsti M, mnoZstvl
M, je ddna vzorcem )
{Jdgde: [[dgdg. @)
M, M
Tak na pi. viechny pfimky protinajicf kruznici K opsanou
polomérem R kolem poditku soufadnic jsou stanoveny

*) Kdyby mezi g a @ byl urdity analyticky vztah, takZe kazdé hod-
notd @ by odpovidala urgitd hodnota g, bylo by pfimkové mnozstvi
jednorozmé&rné (obecné byly by ty pfimky teénami rovinné kfivky).
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nerovnostmi 0< g< R, 0L ¢ < 2n; mire mnostvi
utvofeného témito pfimkami je

27 R
f[ dgdp = 2aR.
oo

Je-li K, kruZnice o poloméru R, soustfednd s K, R, < R,
je mfra pfimkového mnoZstvi utvofeného pfimkami protina-
jicimi K, rovna 2nR,. Pravdépodobnost, Ze piimka protfna-
jici K protind ziroven K, je rovna 2= R, : 2nR nebo R, : R.

28. Uhrnna a sloZena pravdipodobnost geometrickd. a) Predpo-
kldddme, Ze pravdépodobnost piipadu, kdy volime bod
na tsedce, potitd se podle vzorce (1) odst. 26.1 Rozdélme
tsedky AB o délce I na = dild, jichz délky jsou 1,1, ...1,.
Pravdépodobnost py, Ze bod zvoleny na AB leii uvniti*)
k-tého dilu, je podle onoho vzorce
L
Pr= T
Pravdépodobnost, %e bod zvoleny na 4B le#f bud uvniti
i-tého dilu, nebo uwnitf j-tého, je ve shodé s obecnou vétou
I. odst. 6.

L+

Li_—’- = pi + P
Pravdépodobnost, Ze bod zvoleny na AB lezi bud uvnit¥
¢-tého dilu, nebo j-tého nebo k-tého jest

L+1441
L{_'__k.zp‘—i—p’-l-p‘

atd.

b) TotéZ pravidlo o séitdni pravdépodobnosti plati v p-
padech, kdy béii bud o polohu polopaprsku, nebo o polohu

*) Misto ,,uvniti‘‘ miZeme ve viech tdchto dvahéch Fci té% ,,uvnitd
nebo ng kraji*.
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bodu v rovind nebo v prostoru (viz rovnice (2), (3) a (4)
odst. 26) nebo o polohu piimky v rovin& (rovnice (2) odst. 27).
Tak na pf. budiz ddna uzaviena plocha, jeZ omezuje &4st T
prostoru o objemu ¥; uvnitk 7 jsou dény dalsf dvé vzdjemns
se vyludujicf uzaviené plochy, které omezuji ¢dsti T, a T,
prostoru o objemech ¥V, resp. ¥V, Pravdépodobnost p,,
%e bod zvoleny uvnitf T'le#f uvnitf T',, a pravdépodobnost p,,
%e bod zvoleny uvnitf 7' leZi uvnité 7', jsou dény rovnicemi
Vi V,

P = v P = v
Pravdépodobnost, Ze bod voleny uvniti T lezf bud uvnitf 7',,
nebo uvnitt 7', je

Obecnd véta o uhrnné pravdépodobnosti zni takto: Je-li T
mnozstvi prvki (bodd, pfimek a pod.) a ¥ jeho mira, jsou-li
pak T,,T,... T, &sti mnoZstvi T bez spoleénych prvki

a Vy,V,y...V, po fadé miry onéch &isti, je pp= KVE—

pravdépodobnost, Ze prvek voleny v T je zdroveii v T, a

Vi+ Vet ...+ Vy -
A ’JIS it pat ot e

pravdépodobnost, Ze prvek zvoleny v T je bud v T,, nebo
v T,, ... nebo v Ty, (srv. vétu I. odst. 6).

¢) Budiz CD &4st dselky AB; poloime I, = CD,l= AB.
Volme na 4B dva body; mno#stvi viech takovych péri
mé mfru [2.*) Podobnd mno#stvi utvofené véemi piry bodi
volenymi na CD m4 miru [,2. Pravdépodobnost, Ze dva body
volené na A B leZi zdroven na CD, rovné se

*) Podle odst. 26a je ! m&rou mnoZstvi viech bodi na tselce
o délee I.
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2

R (1)

Pravdépodobnost, Ze tfi body volené na AB jsou na CD,
je podobné
1,3

- 2)

Obecnd véta o sloZené pravdépodobnosti zni takto: Je ddno n
mnoZstvi Ty, k= 1,2,..., n a v kazdém z T} je vytlena
jeho uréitd ¢dst M. Pravdépodobnosti pz, Ze prvek zvoleny
v T je zdroven v M (k= 1,2, ..., n), jsou

‘)_Ml M, _ M,

11" 111 ’ Pz— sz cer T’n— Tﬂ’
kde miru kaZzdého z mnoistvi T} nebo M, znadime tym%
znakem jako mnoistvi samo. Pravdépodobnost sloZend,
¥e prvek zvoleny v T, je v M, a %e z4rovefi prvek voleny
vT,jev M, ...a%e prvek voleny v T, je v M, je ve shodé
8 obecnou vétou II. odst. 6, rovna

M, M, M,... M,
=T, T,...T, ~PiPePope )

Bezi-li na pf. o polohu dvou bodi na dseéce o délee I, kteréd
zdroven lezi na jeji ¢4sti o délce I,, dosadime do (3) n = 2,
T.=T,=1 M,=M,=1, a vzorec (3) pfechdzi v (1).
Obecné je M* mira mnoistvi sloZeného ze viech skupin
po n riznych prveich, které lze voliti uvnitf daného mnoZstvi
o mife M. Pfiklad:

Na dané tisedce A B o délce l volime n bodl 4,, 4,, ..., 4y;

délku A4y oznalme a; a piedpokliddime, 7e 0 < a; < ... <
< ap < l. Jak velikd je pravdépodobnost*) g(x)dx, Ze a,
je v mezich z a = + dx a kolik je primérné mezi tise¢kami

*) Hledana pravd®podobnost se blif nule pro lim dz—»0; proto ji
predpokléadédme ve tvaru g(x) . dr.
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AA,, A\A4,, ..., A,B téch, jich% délka jest obsaZena mezi z
az - dx?
Pravdépodobnost, %e jeden bod A; mé od bodu A vzdéle-

nost v&t3i nez z(z < I) je 1 — %; pravdépodobnost, Ze kazdy
zbodi 4,, ..., 4, méd od bodu A vzdilenost vétsi nef z, je
n
z
plx) = (1 _T) . 4)

p(x) je pravdépodobnost, Ze a, = z (nebot a; >a; pro
k > 1). Hledand pravdépodobnost p(x) dz souvist s p(x) podle
rovnice

p(x) = @(x) dz + p(x + dz),
nebot v piipads, Ze @, > x miZe byti bud 2z < a, < z + da,
nebo z + dz < a,. Mame tedy

n—1
p(z)de = — de:) dz= % (1 —;) dz. (5)

Body A,, 4,,..., A, jsou na AB voleny zcela libovolné
a nezdvisle jeden na druhém. Proto povaZujeme vétu (4)

odvozenou pivodné pro pravdépodobnost, ze délka 04, = a,,
je v danych mezich, za platnou pro kaZdou z daldich tsedek
A A, 4,4, ..., A,B. Soudin (n + 1) p(z) &li

(n+1)(1—%).

uddva stiedni podet téch z (n 4 1) tsedek AA;, 4,4,,...
.., A4B, které jsou delsi neZ z. Konetné (n + 1)p(z) dz &ili

) n—1
&11)1(1 _;) da o

je hledany prémérny podet téchz (n +- 1) dselek AA,, 4,4,, ...
.o, Ay B, jichZ délka je mezi x a z + dz.
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Viimnéme si je&td limitniho tvaru, kterého nabude vzorec
(5), rostou-li » a I do nekonedna tak, e pom&r n:[ zistiva
rovny konstanté 2 (k = poétu bod A4, ptfipadajicich na jed-
notku délky). V tomto pfipadé je I = n: ha tedy

]

limp(z) dz = k e—hz da. (8)

To znamend: Jsou-lt body po neomezené pfimce tak rozsely,
Ze primérné jich pfipadd h na jednotku délky, je pravdé-
podobuost, te vzddlenost dvou sousednich bodd je v mezich x
at x + dz, ddna pravou stranou vzorce (8).

29. Pravddpodobnost, e smér voleny v prostoru vyhovuje danym
podminkdm. Volime ur¢ity neproménny smér p, a ptdme se, jak
velkd je pravdépodobnost, Ze jiny smér p svird s p, ihel
obsaZeny v mezich & a ¢ + df, kde & je pfedepsany thel.

Predpokldddme, Ze sméry p, a p jsou uréeny piimkami
(polopaprsky) vychdzejicimi z daného bodu O. Diti smér
znamend diti bod P na kulové plofe opsané jednotkovym
polomérem kolem O; vektor OP mé dany smér. Necht
je smér p, dén bodem P,, smér p pak bodem P; podminka,

Ze smér p m4 sviratis p, Ghel
A obsaZeny v mezich #a & | dd,
vyjédii se geometricky takto:
bod P lezf na jednotkové ku-
lové plofe uvnitié kulového
pésu, jenZ vznikd otodenim
oblouku AB kruZnice o po-
lom&ru OA = OB =1 kolem
OP, (viz obr. 7). Povrch to-
hoto kulového pésu je 27 sind
d?® povrch celé kulové plochy
: jo 4m, takZe hledand pravdé-
Obr. 7. podobnost, %e smér voleny
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v prostoru md od pevné dancho sméru dchylhku obsafenou
v mezich 8 a & 4 49, je

27 sind d® _ sind
47 )

Pfi tomto odvozeni povaZujeme za platnou zédsadu vyslove-
nou v odst. 26b: pravdépodobnost, Ze bod zvoleny na povrchu
koule lezi v n&jaké &4sti tohoto povrchu, je imérnd plodnému
obsahu té &dsti.

30. O pravd3podobnostech zévislfch na tase. V nékterych
fysikdlnich Glohdch uZivd se pojmu geometrické pravdé-
podobnosti tak, Ze nékteré soufadnice maji vyznam &asu.

Pravdépodobnost, Ze bod M voleny na tsedce délky I lezi

ds. 1)

na jeji nekonednd malé &4sti o délce dz, je rovna de Pravdé-

podobnost, %e ze dvou bodi M, N volenych na té dseéce
jeden leZi v jeji &4sti o délce dz a druhy v jiné jeji 84stio délce

Zavedeme-li proménny ¢as misto proménné délky, nabu-
dou uvedené vzorce tohoto vyznamu:

Pravdépodobnost, Ze zjev, ktery se vyskytuje v dasovém
intervalu (x znad¥f &as poditany od poéitedniho okamiiku
z=0) od £ = 0 do z = [, vyskytne se pravé v nekonedné
dz

T
Pravddpodobnost, Ze jiny zjev, o kterém je také znédmo,
Ze se vyskytne v asovém intervalu 0 ... [, vyskytne se privé

malé &dsti 2 ...’z 4 dz tohoto intervalu 0 < z <, je

v intervalu y ...y + dy, je Ell (0 < y < I).. Pravdépodob-
nost, Ze dva zjevy, o nichZ je zndmo, %e se oba vyskytnou
béhem intervalu 0...7, vyskytnou se jeden v intervalu

dzdy

z...z -+ dz, druhy v intervalu y ... y + dy, jeT'
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Uvedme jedtd za idelem srovndni dvé dlohy:

a) Vypotisti pravdépodobnost p, Ze dva body M, N volené
na vsedce o délce ! maji vzddlenost mensi nez e. Vzdalenost
prvého bodu od kraje dsetky budiz x, druhého y. Volba obou
bodl bude zndzornéna v roviné Ozy jedinym bodem 4’
o soufadnicich z,y (obr. 8).
VSechny moZné pfipady, t. j.
vSechny péry M, N takové, Ze

jsou zndzornény body A4’

vyplinjicimi &tverec OABC

o strané l. Viechny pfiznivé

piipady, t.j. vSechny pary M,
X, N takové, Ze

MN = [x—y| <e,

Obr. 8.

jsou zndzornény body A’ leZi-
cimi v pruhu omezeném rovnobé&ikami, které maji rovnice

y=z+¢e y=2—e¢.
Plodny obsah &tverce je I2, plodny obsah tohoto pruhu (pokud
lezi ve &tverci), je I2 — (I — ¢)? takie

p= o M

b) Dvé osoby si umluvi, Ze bdhem uréité doby (x znadi ¢as)
od z = 0 do z = [ se sejdou na urditém mistd a Ze ten, kdo
pfijde diive, potkd na druhého nejdéle po dobu ¢ a pak
odejde, nepfijde-li druhy. Jak velikd je pravdépodobnost p,
Ze se setkaji? Je-li  okamZik, kdy se dostavi prvni osoba,
a y okami?ik, kdy druhd, zndzornime zase v3echny moZné
ptipady body A'(z, y) leZicimi uvnitf dtverce OABC jako
v piedeslé dloze. Obor piiznivych pfipadid je ddn podminkou,
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e tasovd odlehlost mezi pfichodem prvého a druhého neni
v&ti ek &, tedy |z — y| < ¢, jako v pFedeslé uloze. Vychézi
vzorec (1) pro hledanou pravdépodobnost.

Vzorce a zpiisob vypoétu v dloze b) jsou dplnd stejné jako
v tloze a). Rozdil v iilohdch je v interpretaci proménnych,
které maji v jedné iloze vyznam délek, ve druhé vyznam
¢asovych intervald.

31. Zobecndnf plvodni definice. Hustota pravddpodobnosti. a) Bu-
diz AB tsetka délky I a vytknéme na ni dva body CD,

tak, ze CD = jednotce délky. Pravdépodobnost, Ze bod M,

voleny na AB, leii na CD, je podle odst. 26a rovna %

Kdybychom vytkli jiné dva body E, F na AB, zase tak, aby
EF = jednotce délky, byla by pravdépodobnost, e bod M,

voleny na AB leii na EF rovna opét%.Pravdépodobnost,

které v jednom i ve druhém piipad® pfipadé na jednotku
délky (bud na CD nebo na EF), &ili hustota pravdépodobrosti
je stejnd. Uzivajice definice (1) odst. 26. pFedpokldddme tedy,
Ze hustota pravdépodobnosti je konstantni.

Jsou viak piipady, kdy mdme divody, pro které pfi-
poustime, Ze hustota pravdépodobnosti je proménna podle
toho, kde na AB volime tseéku CD nebo EF o jednotkové
délce. V takovych ilohich potitime s proménnou hustotu
pravdépodobnosti podobné jako s proménnou hustotou
hmoty v mechanice. Pravdépodobnost p, Ze bod voleny
na usedce AB o délce ! leZi na jeji nekoneéné malé &asti CD
(viz obr. 9).

x0 ' — Xxe{

Obr. 9.

73



AB=1, AC =z, (D = dx,
vyjéddfime — to je zdkladni piedpoklad — ve tvaru f(x) dz,
kde f(z) je spojitd funkce proménné x, vyhovujici podminkdm
!
f) >0, of f(z) dz = 1.
Velidina f(z), kde z znadi vzddlenost bodu C na AB od 4,
je limita poméru

P ; =0
PO lim dz = 0;

jinymi slovy f(z) je proménnd hustota pravdépodobnosts.

Vytknéme nyni na AB dva body A’, B’ o tsetkach
AA'= 2, AB' =z, (0 < 2, < z, < l) a hledejme pravdé-
podobnost p(x,, 2,), Ze bod M voleny na AB leii na A'B’.
Tato pravdépodobnost je soudet nekoneénd malych pravds-
podobnosti f(x) dx vztahujicich se na viecky dx, na které
si myslime Gsetku A’B’ rozdélenu. Vzhledem k (1) je tedy

p(ey, ) = [f(z) dz, ]
kde - @)

!
f(z) >0, Off(x) de=1.
Ve specidlnim piipadé konstantni hustoty je f(z)= ¢,

l
a tedy podle (2) [c¢ dz = ¢l = 1; z toho plyne
0

1  Zy—xy A'B
&) = playz) = 2T = =,

coZ je pravé definice (1) odst. 26.
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b) Uprava vztaht (2) pro pipad, Ze jde o pravdépodob-
nosti vztahujfci se k dhlim, nebo k bodéim v roviné nebo
v prostoru, je nasnads.

BudiZ z tdhel (O < z < 27), jehoZ vrchol a jedno rameno
se neméni; druhé rameno dhlu se ot4& kolem vrcholu.
Pravdépodobnost, Ze tihel z jest obsaZen v mezich & a 9+dd
budiz /(&) d¥. Pak pravdépodobnost, Ze z je v mezich &, a B,,
se rovné

[
5{ f(9) a8,
8 podminkami: '
2n
f(® >0, of/w) do = 1.

c) Je-li f(z,y)dxdy pravdépodobnost, Ze bod zvoleny
uvnit} urdité ddsti P roviny leZi uvniti nekonednd malého
obdélnika, ktery mé jeden vrchol v bodé (z,y) a rozméry
dz, dy, a je-li P, &4st oboru P, je

p=[ ;/(z, y) dz dy,

pravdépodobnost, Ze bod zvoleny v P le#i uvniti P,. Hustota
pravdépodobnosti f(z, y) vyhovuje podminkém.

flx,y) >0, f!]‘(z, y)dzdy = 1.

Je-li na pF. Ozy vodorovn4 rovina a hdzime-li z v&tsi vzdile-
nosti zrnkem tak, abychom trefili bod O, mé funkee f(z, y)
vétsi hodnoty pro body blizké bodu O neZ pro body vzdile-
néjéi od C, nebot pravdépodobnost, %e zrnko dopadne do
plosky o obsahu 1 em? poloZzené blizko O je v&t3i, ne% Ze do-
padne do plosky stejné veliké, ale vzdilendjii od O. V pfipads,
%e hustota pravdépodobnosti je konstantni, takZe podle
odst. 26b je f(z, y) = 1/P, kde P zna&i ploiny obsah oboru P,
je hledand pravdépodobnost, Ze bod leif v P,,
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p=ff/(z,y)dxdy= %,
P,

coZ se shoduje s rovnici (3) odst. 26; P, je obsah oboru P,.

d) Je-li f(z, y, z) dy dy dz pravdépodobnost, Ze bod zvoleny
uvnitt uréité ¢isti ¥ prostoru leZi uvnité nekonedné malého
pravotihlého rovnobéinosténu, jenZ m4 jeden vrchol v bods
(z, 9, ) a rozméry dz, dy, dz, a je-li V', &ist oboru V, je

ffff(z! Y, Z) dxdydz
vy

pravdépodobnost, Ze bod zvoleny ve V lezi ve V,. Hustota
pravdépodobnosti f(z, y, z) vyhovuje podminkim

2,9,2) >0, [[[fz,y,2)dedydz=1.
14

V piipadd konstantni hustoty je f(z,y,2) = 1:V, kde V znadi
objem oboru V; hledan4 pravdépodobnost je pak

[[ff(e.y,2) dedy dz= 11,
v, V

kde V, je objem oboru V,. Tato rovnice se shoduje s rovnici
(4) odst. 26.

Obdobné by se zavedla hustota pravd&podobnosti v pfi-
padé pfimek v roving, jich% polohu stanovime soufadnicemi
q a @ podle odst. 27.

Pozndmka. Véty o Ghrnné a o sloZené pravdépodobnosti
dokdzané v odst. 28. pro pfipad konstantni hustoty plati
i v piipadech, Ze hustota je promé&nn4. PonévadZ pak poditéni
8 pravdépodobnostmi se zaklddé na téchto dvou vétdch,
piend3eji se vysledky odvozené v kapitolich I. a II. na geo-
metrické pravdépodobnosti. Totéz plati o vétidch tykajicich
se stfednich hodnot (viz odst. 32).

32. Stredni hodnoty pti geometrickych pravddpodobnostech. a) Po-
dle definice uvedené v odst. 8a vypo&te se stiedni hodnota
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vefiéiny zdvislé na ndhodd tak, Ze kaZdé jeji moznd hod.
nota se ndsobf p¥islusnou pravdépodobnost{ a soudiny se se-
&tou. Tato definice se piend$i na geometrické pravdépodob-
nosti s tou zménou, Ze na misto souétl se zavedou integraly.

Piiklady: b) Na tseéce 4B délky ! volime dva body C, D.
Jak velkd je stfednf hodnota vdsetky CD?

Piedpokldddme, Ze hustota pravdépodobnosti je konstant-
ni. Useka A4 B necht leif v ose Oz, tak¥e koncovym bodiim
odpovidaji hodnoty x=0 a x=1. Pravdépodobnost,
Ze usetka bodu C je v mezich 2 aZ z + dr a Ze soudasné

tseka bodu D je v mezich y aZ y + dy, je —(1";# Délka

CD = |y — x|, tedy

8. h. 0D~ff|y Ildzd f[f(y—:v)dz+
1 l
+f(x‘—y) dz]dy: l—zf(?lz-i‘ —2-—11’/)‘1?/:?- ()
v 0

Vypodet 1ze provésti také takto: Predpoklddejme, Ze bod C,
bliz§i bodu A4, m4a dGsedku z, bod D pak usetku y; z < y.
Pakje0 <z <y, 0< y <l atedy

8.h. (CD)=15.h. (y—x) = 8. h. (y) —s. h. (z) =

1 Y
_ dy dx | dy
[l A [
0o 0

¢) Stfedni{ hodnota &tverce vzdélenosti dvou bodd C, D
volenych na usedce o délce [ je

(=]
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s. h. (y-—x)’—s h (y’)—28 b. (#) .s.h. (%) + 8.h. (2P =

- . dx dy_l
fessfoe f fon e o
0

Ph vypoltu uzivime véty (odst. 10b), Ze s. h. (xy)=s. h. (z) .
. 8. h. (), nebot volbu jednoho bodu C povaZujeme za ne-
zdvislou na poloze druhého bodu D.

d) Ulohy b) a c) lze Fediti té% uZitfm vzorce (1) odst. 30,
podle n&hoz

2 e
PET T

je pravdépodobnost, Ze dva body C, D volené na usedce
o délce ! maji vzddlenost mensi nez e. Pravd&podobnost,
%e ona vzdélenost je mensf neZ ¢ + de, je p + dp a tedy

2 2e

je pravd&podobnost, Ze ona vzdilenost jest obsaZena v me-
zich ¢ a ¢ + de. Z toho plyne, Ze

1
—— 2 2¢e l
S.h.C.D: fe('l__'ﬁ-)d“::?’
I2
2 __ 2 de=_"_
5. h. CD f ( -

ve shodé s rovnicemi (1) resp. (2).

¢) Dva body M, M’ jsou zvoleny uvniti ¢tverce o strané
a. Stfedni hodnota &tverce vzddlenosti MM’ je

L[ [l + o] Jacswasar=5
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Pozndmka. V tlohéch o geometrickych pravd&podobnos-
tech a stiednich hodnotidch pfedpokliddd se zpravidla, Ze
hustota pravdépodobnosti je konstantni.

33. Setny konvexni kFivky v rovind. Buffonova dloha o jehle.
a) BudiZ k uzaviend, vypukld (konvexni) kfivka v roviné
(t. j. takovd, Ze kterdkoli pfimka ji protind nejvyse ve dvou
bodech) neboli ovdl. Volme pocdtek O soufadnic uvnitt .
Je-li @ iihel ktery svird vnéjsi normédla (t. j. normila vystu-
pujici z vnitfku kiivky k& ven)
8 osou Oz, je vzdédlenost OP
tetny od potétku O uréitou
funkef dhlu @, kterou oznaéime
f(®) (obr. 10). KaZdému Ghlu
?(0 < ¢ < 27) odpovidd je-
diny bod dotyku A na k;
funkce f(p) je jednoznatni a
periodickd s periodou 27z (je
definovéna pro viechny hod-
noty uhlu ¢). Kazdd piimka

x cosp.} ysing —qg =0,
protinajici kfivku k vyhovuje
podmince

¢—f@) 0.

Znamen{ rovnosti plati zde jen pro piipad, %e piimka se
kiivky k dotykd. Mérou mnoZstvi utvofeného viemi se¢nami
kiivky k je podle vzorce (1) odst. 27 vyraz

Obr. 10.

2%
m — fqudq): fthp=dff(?’)d9”

ktery mizZeme psiti také v tomto tvaru:
2n
m = }[((@) + flg + m] do.
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Vyraz v hranaté zdvorce udivéd vzdilenost dvou teden

t a t’ kolmych k normdle ON uréené tihlem @ (obr. 11). Tuto
délku miZeme povaZovati za polovinu priimétu celého
obvodu kfivky donormély ON;
pii tom si pfedstavujeme cely
jeji obvod rozloien na ne-
kone&né malé elementy a séi-
tame absolutni hodnoty jed-
notlivych primétia. Pramét
obvodu do ON oznadime pis-
menem A; obdrZime

27

m=1 f A dg.
0

Posledni integrdl vypoéteme
podle Cauchyho takto: Pro-
mitneme-li né&jakou usetku
délky s do piimky, kterd s ni
svird thel @. jest absolutni hodnota primétu s.|cose|.
Integrujme tento vyraz dle ¢ od 0 do 2:: vychézi
2n in
s . [|cosg| dp = 4sfcosp dp = 4s.
0 0

Obr. 11.

Obvod kiivky % si myslime rozdéleny na nekoneéné mnoho
nekonen& malych &4sti; napiSme poslednf rovnici pro kazdou
takovou &ést s a viechny rovnice seétéme. Dostaneme

2n
fAdp=14L,
0
kde L znadi obvod kiivky %; je tedy
m= L. (1)

Mira pFimkového wmnokstvi, wulvofeného viemi pFimkami
protinajicimi dany ovdl, se rovnd jeho obvodu.

BudiZ %, ovél obsaZeny cely uwvniti k a L, jeho obvod.
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Pak je*) L, << L a podle vzorce (2) odst. 27 pravdépodobnost p,
%e pFimka protinajict ovdl k protind zdrovert jiny ovdl k, lefict
uvnitf k, je rovna poméru L, : L obvodi obou ovdld,

p=0L,: L. (2)

b) UZijeme rovnice (2) k FeSeni této iilohy: V roviné jsou
parysovany ekvidistantni rovnobéiky a mimo to ovél &,
o obvodu L,; vzdilenost 2a dvou sousednfch rovnobézek
je tak velikd, Ze kiivka &, nemfize protinati dv& z nich.
Je vypotitati pravdépodobnost p, Ze kfivka k; je protata
n8kterou rovnobéikou (piisluiny pokus se providi tak,
%e se rovnobéiky nakresli na vodorovnou rovinu a na nf
se hodf ovil k,, vystfiZeny z papiru).

Narysujme kruznici ¥ o priméru 2¢ a uvnitf k narysujme
k,. Obrazec u sloZeny z k a k, povaZujeme za neproménny
utvar; méni-li k; polohu, méni ji soudasnéi k. PoloZme
obrazec u jakkoli na rovnobiiky; v ka?dém ptipadé je k
profata nékterou rovnobéZkou (a jen jedinou, nehledime-li
k pifpadu, Ze & se dotykd dvou sousednich rowvnobézek).
Vypodet pravdépodobnosti p se tedy pfevadi na FeSeni dlohy:
pfimka protind kruZnici k o obvodu L = 2na; urtiti pravds-
podobnost p, Ze protind soufasné ovél k, o obvodu I,
le#{cf uvnitt k. Podle vzorce (2) bude

L, _ L

P=T = Zna @)

c) Pfedpoklidejme, Ze se k, redukuje na usecku délky 2b;

kiivka k, je v tom piipadé vlastné zplostél4 elipsa, jejiz hlav-

ni osa = 2b a vedlejsi osa nekoneénd mald. Mame L, = 4b
a rovnice (3) déva

p=2 (4)

na’

*) Nerovnost L, < L je dusledek vdty: Le#i-li konvexnf{ mnoho-
thelnfk cely uvnitf jiného konvexnfho mnohothelnika, mé prvnf
kratif obvod neZ druhy.
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Rovnice (4) ddva felend Buffonovy 2lohy o jehle, kters zn{
takto: hdzime jehlu (nebo hilku) o délce 2b na rovinu, na ni%
jsou narysoviny ekvidistantni rovnobézky; je-li 2a vzdéle-
nost dvou sousednich rovnobéiek (2b < 2a), jak velkd je
pravdépodobnost p, Ze jehla protne nékterou z téch rovno-
bézek? — Stran pokusdi, kterymi se potvrzuje sprdvnost
vzorce (4) viz odst. 35.

d) UZijeme nyni rovnice (1) k feSenf dlohy: Nalézti prav-
dé&podobnost p, Ze pfimka protinajici obvod vypuklého &tyt-
thelnfka A BCD protind jeho dvé prot&jéi strany AB a CD.

Vedme 1hloptitky, jez se protnou v O a poloZme (viz obr.
12)

AB=a, BC=1b, CD=¢, DA=d, AC=m, BD=n.

Predeviim hleddme miru M pro mnoZstvi piimek, které
protinaji strany a a c. MnoZstv{ pfimek, které protinaji obvod
trojihelnika AOB, m4 podle (1) za miru délku jeho obvodu;*)
podobné pro obvod trojihelnfka COD,

Soudet obou t&chto mér (obvodi) totiz a + ¢ + m + n je
mérou mnoZstvi U sloZeného ze viech pifmek protinajicich
obvod AOB a ze v3ech pfimek protinajicich COD. V mnozstvi
U je kazd4 piimka protinajici strany a i ¢ obsaZena dvakrit.
Kazd4 piimka protinajici obvod A0B nebo obvod COD pro-
tind zdroven obvod &tyfdhelnika ABCD. Naopak kaZdd
piimka protinajici A BCD protinéd obvod bud jednoho, nebo
druhého trojithelnika (nebo oba). Proto je

at+ct+m+n—M
mérou mnozstvi viech pfmek, které protinaji obvod &tyi-
dhelnika 4 BCD; tato mira je podle (1) rovna jeho obvodu
a-+ b4 c+ d, tedy

*) Véta (1) byla dokézéna pro uzavienou vypuklou kfivku. Plati
viak i pro vypukly mnohothelnik, ponédvad lze sestrojiti uzaviend

vypuklé kfivky, které probthaji libovoln& blizko jeho obvodu & jichZ
délka obvodu v limit® se rovné délce jeho obvodu.
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a+c+m+n—M=a+b+c+d

M=’m+ n—b—d.

Podobné mnoZstvi piimek protinajicich strany b a d mé
mfru

nebo

M=m+n—a—ec.

Pravdépodobnost p, fe primka protinajict obvod vypuklého
SyFihelntka protind jej ve dvou protéjdich strandch, je (viz
obr. 12)

MM, min
T atbtcid “atbtetd

Pro &tverec (a = b=c=d,m=n=aV§-)j°

p=]2—1=0414...

1.

Pro obdélnik, jeho# strany jsou v poméru 3:4 (a = ¢ = 3,
b=d=4,m= n=5)je*)

p= %: 0,428...

34. Bertrandovo paradoxon a jeho vyklad podle Borela. Na3f
tlohou bude nyni srovnati Fedeni téchto tif dloh:

*) Viz G. Polya: Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten (Sitzber.
der Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 126, 319; 1917).
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a) Na vodorovné roving je narysovdna fada ekvidistant.
nich rovnobéZek; vzdélenost dvou sousednich rovnobéZek
budiz 2r. Na rovinu hodime kruhovy kotou& o poloméru r,
jenz vidy protne jednu z rovnobézek (v krajnim piipadé by
se kotoué dotykal dvou sousednich rovnob&zek); jak velkéd je
pravdépodobnost p, Ze tétiva vymezend na kotoudi onou rov-

nob&zkou je véts nez r|/31¥)

Poloha kotoude na roviné jest urdena soufadnicemi z,y
jeho stiedu a Ghlem m, ktery svird néjaky polomér na kotoudi
vyznaéeny s pevnou pfimkou. Necht dané rovnob&zky majf
smér osy Oy. Je zfejmo, Ze délka tétivy vymezené na krui-
nici nezdvisi ani na y ani na w, nybr? jeding na x. Staéi srov-
névati jen seény kolmé na urdity primér kotoude a tloha se
d4 vysloviti takto: na pevném priméru 4B kotoude volime
bod a vedeme jim tétivu kolmou k 4 B; jak4 je pravdépodob-

nost p, Ze takto sestrojend tétiva bude deldf nez rV3? Prav-

dépodobnost se zde vztahuje k volbé bodu M na priméru

AB. Pokud je bod M ve vzddlenosti men3i ne% 4r od stfedu

kotoude, je pfisluind tétiva deldi neZ rl/§, jinak je krat#i (obr.

13). Bodové mnoZstvi na AB = 2r odpovidajicf ,,pfiznivym
pifpadim* (t.j. usetka CD),
mé tedy miru r a

p=5-=} (1)

Ny

b) Na pevné roving narysu.-
jeme pfimku a a v jednom jejim
bodé A piipichneme k roviné
list prihledného papiru, na

Obr. 13.
*) r1’§ je délka strany rovnostranného trojuhelnika vepsaného do

kruZnice. p je tedy pravddpodobnost, Ze tstiva bude deldi neZ strana
tohoto trojuhelnika.
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ndémZ je narysovéna jednak kruZnice o poloméru » prochéze-
jicf bodem A, jednak rovnostranny trojihelnik 7' s vrcholem
4 do ni vepsany. Roztodime list prudce kolem bodu 4; list
se otddi ve 8vé roviné a zastavi se koneéné v urdité poloze,
takZe piimka a protind kruZnici v tétivé urdité délky. Je
vypodisti pravdépodobnost p, Ze tato tdtiva bude delsf nek

r)/3 (obr. 14).

Obr. 14.

Za miru mno#stvi v¥ech poloparskid vedenych v roviné
bodem A vezmeme 2n. Za ,,pFiznivy pfipad* povaZujeme,
kdy# polopaprsek (nebo polopaprsek protivného sméru) pro-
chédzi vnitfkem trojthelnika 7'; p¥islusné mnozstvi polopa-

prskit m4d miru 23—7!, takZe (vzorec (2) odst. 26)

27
p=T.2n=§. (2)

¢) Hizejme na kruhovy kotoud o poloméru » malé zrnko
tak, aby kterdkoli ¢dst kotoude mohla byti zasaZena se stej-
nou hustotou pravdépodobnosti. Bod, ve kterém zrnko do-
dadne, povaZujme za stfed tétivy. Jak velkd je pravdépo-

dobnost p, Ze tétiva takto urdend bude delsi neZ rV§ ?
Je-li stied tétivy ve vzddlenosti mensf neZ }r od stiedu
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kotoude, bude tdtiva del’i neZ rV§ (obr. 15). Mnozstvi v8ech
piipadl moZnych (polohy zrnka uvnitf kruhu) m4 za miru
obsah kruhu 7% mnoZstvi pfipadi pfiznivych (body uvnitf
kruhu soustfedného o poloméru }r)
m4 obdobné za miru }mr%. Protoje

(vzorec (3) odst. 26)
' _ nr? . 3
‘ pP= —4- AT = i ( )

Kdybychom vSechny tfi Glohy a),

b) a ¢) vyjadFili jedinou otdzkou: jak

velikd je pravdépodobnost p, Ze té-

Obr. 15. tiva volend v kruZnici o poloméru

r je delsf neZ rV?; ?, dospéli bychom
k paradoxnimu vysledku, Ze tiloha m4 tfi riznd fedeni (1),
(2) a (3). J. Bertrand napsal proto, Ze ona otdzka, a viibec
pojem geometrické pravdépodobnosti, nem4 uréitého smyslu.
E. Borel rozebiraje otdzku ukdzal, Ze v kaZdé iloze o geo-
metrickych pravdépodobnostech je tieba pfihlizeti k pod-
minkim, za kterych se provdd&ji pokusy.

S tohoto hlediska nestadi se ptati: jak velikd je pravdépo-
dobnost, Ze tétiva bude del3i nez rV§, nybrz je nutno udati
zplisob, kterym se ,,ndhodné& zvolena tétiva‘‘ sestrojuje. PFi-
hliZejice k tdmto podminkdm rozezndvdme tfi riizné dlohy
a), b) a ¢); kazdd sama o sobé m4 dobry smysl a uréité feseni,
jak jsme ukézali.*)

Kdybychom volili tétivu tak jako v tloze a) (hdzenim ko-
toude), dostali bychom v fad® 1000 postupné vykonanych

pokusii asi 41000 = 500krit t&tivu delsi neZ rVE Kdyby-
chom volili tétivu tak jako v tloze b) (roztodenim listu papi-
ru), dostali bychom v fadé 1000 pokusi asi $1000 = 333krat

%) Viz Borel: Le hasard, No 34, 35; Borel: Eléments de la Théorie
des probabilités, No 46.

/
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tétivu delsf nez r]/3. Kdybychom kone¢né volili stfed titivy
podle ¢) (hdzenim zrna), vysla by v fadé 1000 pokusi tétiva

delii nez rl/g' asi 1000 = 250krét.

35. Statistické ovdFenl vzorcl pro geometrické pravddpodobnostl.
V odstavei 22 bylo uvedeno, jak se data odvozend ze sta-
tistiky o vysledcich dlouhé fady pokusi srovnavaji s theore-
tickymi formulemi o pravdépodobnostech; ponévadZ odvo-
zeni té&chto formuli (podané v kap. II. pro nespojité pravdé-
podobnosti) se opird o zdkladni véty o pravdépodobnosti
dhrnné a o pravdépodobnosti sloZzené, a ponévadz ob& tyto
véty platf i pro geomatrické pravdépodobnosti, plat{ vzorce
odst. 22 beze zmény i pro pFipad, Ze p je geomelrickd pravdépo-
dobnost. B&%i hlavné o kontrolu té&chto theoretickych vzorci:
a) V fad& n postupné provedenych nezdvislych pokusi je
podle theorie stfedni podet zdafenych roven zp; p je pravdé-
podobnost, Ze jeden pokus se zdafi. Vykonejme veliky poéet
ns pokusi; je-li s serif pokusi, v kazdé n pokusi (s a n veliks
¢isla) a je-li my podet zdafenych pokusid v k-té serii, mé byti
pfibliZzné

mytmat .t my O

P np.

b) Je-li = m — np dchylka poéitand pro fadu o n poku-
sech, ve které je m zdafenych, je podle theorie s. h. (k%) =
= np(l — p). Délime-li zase pokusy na s serii po n pokusech,
mé byti pFiblizns )

(my —np)*+ (mz—nsp)’+ oot (g —np)® ap(l — p).

¢) Utvofme tichylku pro kaZdou z s serii:
my, — np, My — NP,..., My — NP

a spodftejme, kolik z téchto tdchylek m4 absolutni hodnotu
men&i ne? k; je-li takovych dchylek celkem », md byti podle
theorie pfibliznd
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. h -«
Y == 8@ (Tp(l———i)—) ’ (3)

O je funkce zavedend v odst. 21.

Uvedme jakoZto pfiklad Buffonovu dlohu o jehle (odst.
33c). Je-li 2a vzdilenost sousednich rovnobézek a 2b délka
jehly, je pravdépodobnost, Ze se pokus zdafi, t. j. Ze jehla

protne nékterou rovnobézku, rovna‘%bl- = p. Vykondme-li s
gerii po » pokusech, ekdme podle (1), Ze
my o+ myt .k my 2

n.8 = 7a

Vzorec (1) byl od riznych autorli ovéfovdn pokusy.*)
Bylo by zajimavo ov&fiti téZ vzorce (2) a (3) pro geometrické
pravdépodobnosti p; dosud, pokud vim, se tim nikdo neza-
byval.

36. Methoda libovolnych funkci. Regularisace pravd&podobnosti.

a) Uloha o rulets. Ruleta je kotoud rozdéleny na veliky
potet stejnych vysedi, které jsou stiidavd fervené a derné.

*) Polozime-li pro struénost m;, + my + ... 5- ms = m, dévé rov-
2b on .
nice v textu 7 = — —. Na pravé strand jsou dané velidiny; ze sta-
a m

tistického pozorovéni prusekd dé se tedy nalézti ptibliZné hodnota
tisla 7.

Bvycarsky matematik R. Wolf konal v letech 1849—1853 takové
pokusy a odvodil ze serie 5000 pokusi hodnotu 3,159 pro &islo z. Viz
o tom Czuber: Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte
(Leipzig, 1884, p. 88); Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrech-
nung (Leipzig, 1912, p. 164); Markov: Iz8islénije vérojatnostéj, 4. vyd.
(Moskva, 1924, p. 263). — Byvaly posluchag pfirodovédecké fakulty
Masarykovy university J. Bafa v préci: Nékteré pokusy o geometric-
kych pravdépodobnostech (Spisy vydédvané piirodovédeckou fakultou
Masarykovy university &. 80, 1927) uvéad{ vysledky pokusi, jimZ se
potvrzuje Buffoniv vzorec, Bertrandovy vzorce (viz odst. 34 textu)
e fada jinych theoretickych vzored.
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Uvedeme ruletu do rychlé rotace. Kotoud se mnohokrat otod
dokola a pak se zastavi. Jak velkd je pravd&podobnost p,
%e, kdy% se kotoud zastavil, pevny ukazatel ukazuje na &er-
venou vyse&? (V obrazci 16 je ruleta se 12 vysetemi.) Uhrnny
thel, o ktery se ruleta otoéi, souvisi s tim, jak velikou poé4-
tedn{ rychlost jsme ji udélili.
Predpokléddme: pravdépo-
dobnost, Ze thrnny,; ihel,
o ktery se ruleta otodi,, jest
obsaZen v mezich & a 4 4.d9,
dé se vyjddfiti formuli f(3) d9.
Pfitom je hustota pravd&po-
dobnosti f($#) kladné a’spojitd
funkce, kterd vyhovuje pod-
mince

0ff(f}) d9=1. (1)

(To znamen4: je jisto, e onen thel jest v mezich 0 a2+ c0.)
BudiZ ¢ stfedovy thel jedné vysede na ruleté; zndzornime
funkei y = f(#) graficky a rozdélime osu & d&licimi body na
stejné dlouhé intervaly o délce ¢ a délicimi body vedeme po-
fadnice a% k priseku s kfivkou y = f(&#). Plocha omezend
kiivkou a osou O# je tak rozdglena na svislé pruhy o &ifce e,
jez odpovidaji sttidavé vyse&im dervenym a ernym. V obraz-
ci odpovidaji bilé pruhy dervenym tuseéim a vydirkované
dernym. Pravdépodobnost p se rovné soudtu ploch bilych
(obr. 17).

' /W
[ 4

Obr. 17.
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Ruletu nesmime rozt4deti ani p¥ili§ mdlo*) ani pfili mnoho
(s ohledem na jeji pevnost). Je-li 4 maximélni hodnota Ghlu,
o ktery se miiZe ruleta otoéiti a » podet pruhii v obrazei 17**),
je ne = A. Piipustme, Ze funkce f({#) m4 derivaci, jejiz abso-
lutni hodnota je mensi neZ konstanta M. Rozdil ploch dvou
sousednich pruhii je mensi nez e(u’ — ), kde u’ a u jsou resp.
maximum a minimum funkce f(#) v intervalu o délce 2¢ od-
povidajicimu obéma pruhiim.

Velidina y’ — u je men3i nez 2M ¢, rozdil plosnych obsahii
obou pruhi je tedy mensf ne 2M 2 Soudet ploch viech bi-
lych pruhfi (kterych je celkem }n) lidf se od soudtu ploch
viech vyéirkovanych pruht o méné nez }n . 2M e = Mnel=
= MAe.

Je-li ¢ nekonedné malé, je také tento rozdil nekonelné
maly, t. j. Ghrnnd pravdépodobnost p Ze vyjde dervend =
= uhrnné pravdépodobnosti, Ze vyjde dernd.

Kdybychom nic nevédéli o funkei f(#), nemohli bychom
nic poéitati; jen proto, Ze néco o ni vime, miZeme tvrditi, Ze
hledand pravdépodobnost je rovna }.})

Vysledek je pozoruhodny tim, Ze moZno funkei f(&#) v 8iro-
kych mezich libovolné voliti a Ze tyto zmény nemaji vlivu na
konedny vysledek; pfi velkém podtu vyseéi je p piibliznd
rovna jedné poloving, necht je f(#) jakdkoli (methoda libo-
volnyjch funkci).

Podle Frécheta pravime, Ze zde nastdvé regularisace prav-
dépodobnosti; v jednoduchém vysledku p = } neprojevuji se
podrobnosti z prib&hu funkee f(#). Tato funkce zdvisi obecné
na konstrukei rulety a na individualité hriéové; pro rizné

*) Kdybychom ji udélili jen velmi maly néraz, take by se otodila
méné neZ o thel ¢, dovedli bychom piedvidati vysledek; zjev by nebyl
ndhodny (srovnej s tim, co bylo fedeno o hdzeni kostkou na zadatku
odst. 1).

**) n jo tim v&tsf, &im vice vyseli mé ruleta.

1) Uvedeny dikaz pochézi od Poincaréa. K dikazu stadi pfedpo-

klédati, Ze () je spojité nebo jen integrovatelné.
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hréde bylo by tieba zavésti riizné funkce f(#), ale vysledek
p = } platf stejnd pro viechny rulety a pro vSechny hréde.

b) Methoda libovolnych funkef, kterd pravé byla vyloZena
na problému rulety, je velmi obecn4 a d4 se ji uziti takika ve

viech dlohdch o poétu pravdépodobnosti; ukéZeme to na pii-
kladech v dalich odstavcich.

37. Pomocnd véta o pFirdstku funkce ndkolika promdnnych; zobec-
néna methoda libovolnych funkel. a) BudiZ f(z, y, 2) kladnd funk-
ce spojitd v okolf bodu z=a, y= b, z = ¢ se spojitymi
parcidlnimi derivacemi f;/, f," a f,’. PoloZme

()= Ha+ ht, b+ kt, c + It);
@(t) je spojitd funkce proménné ¢ se spojitou derivaci. Plati
tedy
o) —@(0)=(1—0)¢'(0), 0 <O <1 (1)
kde ¢'(t) znadi derivaci funkee @(t). PonévadZ

p1)=fla+h, b+ k, c+ 1), p(0)= f(a,b,¢),
@) =ht@+ ht, b+ kt, o+ 1) +
+ klll,(a’-l_ ht, b+ ktv 0+ lt)+
+ l/ll(a + ht: b + kt) c + lt)l
je podle (1)
fle+h, b4+ k c+1)—fa, b,c)=
=ht,/(a+ O, b4 Ok, ¢+ Ol +
+ kf)/(a+ Ok, b+ Ok, c+ A1)+
+Uf/(a + Ok, b+ Ok, c+ O1).
Rovnice (2) vyjadfuje v&lu o priristku funkece tii pro-
ménnych.*)

(2)

b) V odst. 36 byla vyloZena Poincaréova methoda libovolnych
funkei pro p¥ipad, ze hustota pravdépodobnosti f(z) byla
funkei jedné proménné. Vezmeme nyni v uvahu pfipad, Ze

*) Tento dikaz je uveden podle knihy N. N. Luzin: Differencial-
noje iztislénije (Moskva, 1946, p. 377—378).
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hustota f(z, y, z) pravd&podobnosti je spojitd funkce tfi pro-
ménnych z, 5, z se spojitymi parcidlnimi derivacemi f,’, f,’,
fz' v urditém oboru 4. Predpokliddme, %6 A je &dst prostoru,
v némi bod je uréen pravoihlymi soufadnicemi z, y, z, ome-
zend uzavienou plochou. Pokud bod z, , z je v 4, nechf tyto
derivace vyhovuji podminkdm

ItZ| < K, |ty| < K, |t/| < K (3)
kde K je konstanta.

Rozdélme obor A na m oboril stejného objemu, které na-
zveme ,,elementdrni obory*. Je-li 4 objem oboru 4, md
ka%dy elementdrni obor objem

&= % 4)

P¥i tom pfedpokladdme, Ze vzddlenost dvou bodd volenych
uvnitf téhoZ elementdrniho oboru je vidy kratif neZ délka I
aZe
lim! = 0. (5)
m—>x
Jinymi slovy: roste-li m do nekoneéna, bliZf se vSechny roz-
méry elementirniho oboru nule.

Rozdélme pak kaZdy elementarni obor ve dvé ¢dsti; kazdd
z téchto &4sti miZe byti sloZena z mensich dild, jeZ lezi oddé-
leny jedny od druhych. Objem prvé &asti, kterou nazveme
bilou, budiZ A¢ objem druhé &isti, kterou nazveme &ernou, je
(1 — A)e. Pomér A objemu bilé &isti k objemu celého elemen-
tdrniho oboru budiZ konstantni; pomér ten je &islo obsaZené
mezi O a 1, které nezdvisi ani na uvaZovaném elementdrnim
oboru ani na &isle m.

Zavedme integrily I a I,:
I= fAfff(z.y,z)dzdydz, I, = fAfff(z,y,z)dzdydz
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integrdl I m4 za integradni obor 4, integradni obor 4, inte-
gralu I, je sloZen ze viech bilych &4stf obsaZenych uvnit# 4.
Hodnota integrélu I, zdvisf na &isle m. Roste-Ii m do neko-
neéna, je
limI, = Al (6)
m—rx
Abychom dok4zali rovnici (6), oznaéme pismenem & libo-
volny elementdrni obor sestrojeny uvnité 4. Uvnitt d je bod
(z, y, 2), ve kterém nabyv4 funkce f(z, y, 2) nejvétsf hodnoty
M a bod (z + Az, y -} Ay, z + Az), ve kterém ta funkce
nabyv4 své nejmensf hodnoty M'. Podle pfedpokladu je

|42) < 1, [4y| <1, |47 < L.
Vzhledem k (2) a (3) je
M—M = fz+ Az,y + Ay, z + Az) —
— f(=, y,2) < 8IK. @)

Nésobme &islem 4 tu &4st integrdlu I, kterd patif k uvaZo-
vanému elementdérnimu oboru §; soudin je mensi neZ AMe,
je-li ¢ objem oboru 8. Ta &ést integrdlu I,, kterd se vztahuje
k bilé &4sti oboru J, je véti nez AM'c. Rozdil onoho souéinu
a této Edstiintegrdlu I, je mensf ne

(M — M') eA < 3lAKe = 3”;{5‘4 ,

jak plyne z (7) & (4). Trojndsobny integrdl (Al — I,) je limita
soudtu m takovych rozdili; proto je
|AI —I| < 3IAKA. (8)

Vzhledem k (5) konverguje (AI — I,) k nule, roste-li m do
nekoneéna; tim je dokdzdna sprdvnost rovnice (6).

Obdobny vysledek plati pro funkei libovolného podtu nez4-
visle proménnych. V pfipadé, %e f je funkece jen jedné nez4-
visle proménné a Ze A = }, vyjadfuje (6) Poincaréovu vétu
uvedenou v pfedeslém odstavei.
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¢) Vratme se k funkei f(z, ¥, z) tFf prom&nnych a pFedpo-
klddejme, %e f nezdvisf na z. Pak je tfetf élen na pravé strans
rovnice (2) roven nule a proto budeme miti na misto (7)
nerovnost

M— M < K. 9)

Predpoklddejme nyni, Ze utvofime integrily I a I, s troj-
rozmérnymi integraénimi obory A resp. 4, jako dfive, s tim
rozdilem, Ze ,,elementdrni obory* budou miti s rostoucim m
do nekoneéna, nekoneéné malé rozméry ve smérech Oz a Oy;
plipustime vBak, %e rozméry elementdrnich oborf nejsou
nekonedné malé ve sméru Oz. Bude tedy

|42 £ 1, |[4y| £ 1, liml = 0,
m—>o

bude platiti nerovnost (9), a z nf plyne, Ze (8) se proménif na
|AI — I,| < 2IAKA. (10)

Z toho pak ndsleduje, Ze rovnice (6) plat{ i v tomto piipadé:
f(z, y, z) nezavisi na z arozméry elementérnich oboril, méfené
rovnobéiné k Oz, nemajf za limitu nulu.

38. Nové Fefenl ulohy o jehle. a) Na vodorovné roviné jsou
narysovény ekvidistantni rovnobézky; vzdélenost dvou sou-
sednich rovnobézek budi% 2a. Hodime na rovinu jehlu o délce
2b. Ulohou je vypoéitati pravdépodobnost p, Ze jehla protne
nékterou rovnobézku.

Vyjadiime nejprve podrobné piedpoklady, za kterych
kondme pokusy: Rovnobézky jsou narysoviny na vodorov.
ném &tverci C, jehoZ strana m4 délku 2na (podet rovnobézek
= n + 1). Jeden vrchol &tverce je v poédtku O pravoihlych
soufadnic a dvé jeho strany leii v osdch Oz a Oy. Vrcholy
étverce majf tedy soufadnice

(0,0), (2na, 0), (2na, 2na), (0, 2na).
RovnobéZky narysované na &tverci majf rovnice

y=0y y=2a, y=4a, ceey y=27ba,
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a d2lf jej na n shodnych obdélnfki o rozmérech 2na a 2a. Na
zalatku kaZdého pokusu umistime jehlu ve stfedu dtverce C
tak, %e jejf osa je svisld a udélime ji pak uréitou rychlost ve
sméru svislém vzhiiru. Jehla oviem nenf na poditku v na-
prosto pFesné svislé poloze, podétedni ndraz, kterym se jehla
uvadi do pohybu, méni se od pokusu k pokusu co do sméru
i velikosti, tfebaZe jen v malych mezich. Proto dopadé jehla
v riznych pokusech na riznd mista ¢tverce. Ale odchylky
v poddtednich podminkdich nesméjf byti pfli§ veliké, poné-
vadz jehla nem4 padnouti mimo &tverec. Pfedpokliddme, Ze
je mélo pravdépodobno, Ze jehla dopadne na obvod &tverce.
Budi% p, pravdépodobnost, Ze stfed jehly dopadne dovnitf
étverce o strané 1 cm, jenZ je narysovédn pobliZe stiedu
¢tverce C; budiz pak p, obdobn4 pravdépodobnost pro plosku
1 cm? poloZenou pobliz obvodu é&tverce C. Patrné bude
D1 > Pa-

Nazveme z,y soufadnice bodu, do kterého padne stied
jehly a pismenem @ prostou velikost jeji odchylky od osy
Oy, pfi tom nepfihlizime k orientaci jehly, takZe je vidy
0 < w < 3n. Hustota pravdépodobnosti pro dopad stfedu
jehly na uréité misto x, y a pro uréity dhel w budiZ f(z, y),
nezdvisld na w. Funkce f(z, ¥) je kladn4, m4 spojité parcidlnf
derivace 1. fddu takové, zZe

| < K, lfy| < K
a vyhovuje podmince

f{ff(x,y>dxdydw= 1, o))

kde A zna&i obor viech moZnych pifpadi uréeny podmin-
kami:

05z 2na, 0Ky 2na, 0 w< 4.
b) Hledan4 pravd&podobnost p je vyjddiena vzorcem

p= fif [z, y,) dz dy do, @)
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kde A, je obor viech piipadfi, ve kterych jehla protne ndkte-
rou rovnobé&zku. Je-li & vzddlenost stfedu jehly od té rovno-
bzky, kterou protind (h < b), je

0 < w £ arccos —%—;
obor 4, je definovdn nerovnostmi
0< 2L 2na, 212 < y< 2va + b,

0 < w < arccos l:b-gﬂ

=012, ..,n—1)

pro piipad, Ze pofadnice y je v&tsi neZ pofadnice protaté
(v-té) rovnob&zky, a nerovnostmi

0525 2na, 21a—b < y< 2va,

2va —y
b

=12 .., n)

0 < w < arccos

pro pipad, Ze pofadnice y je mendf ne% pofadnice profaté
(v-té) rovnobézky.

Povaiujme z,y a w za obydejné pravotdhlé soufadnice
bodu v prostoru a sledujme tvary oborii 4 a 4,. Obor 4 je
pravouhly rovnobéinostén, jehoz zdkladnou je &tverec C
a jehoZ vyika se rovnd 477. Rozdélime obor 4 na n? elementér-
nich obori dvéma soustavami rovin kolmych k roviné
&tverce C; jednak rovinami, které prochdzeji kazdd jednou
z danych rovnobéZek:

y=2va, =12, ..., n—1),
jednak rovinami kolmymi k piedeslym:

z=2va, =1, 2, ..., n—1).
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KaZdy elementdrni obor je tedy pravothly hranol, jeho%
zékladna je &tverec o strané 2a a jehoZ vyska je rovna §.
Rozdélme ddle tyto elementérni obory vélcovymi plochami
(jichZ hrany jsou rovnobéiné s osou Oz):

a)=arccos-'2:b2w, »=01,..,n—1; y>2a)
8
2va —y
w= arccos—b—, =012 ..,%y< 2va).

Kazdy elementarnf obor se tak rozdéli na dvé& &isti. Jedna,
kterou nazveme bilou je tvofena body (z, ¥, @) zndzorfiuji-
cimi piipady, kdy jehla protind jednu ze dvou sousednich
rovnobéZek; druhd, kterou nazveme &ernou, je tvorena zbyt-
kem oboru. V obr. 18 je fez elementirniho oboru rovinou
kolmou k Oz; je patrno, Ze bil4 &4st (nevydirkovand) se
skldd4 ze dvou vz4jemnd nesouvisicich dild.

w

Ny
Njx

2a '
Obr. 18.

Obor A4, je tvofen souborem viech bilych &4stf. Pomé&r bilé
d4sti k celému elementirnimu oboru je roven poméru bflé
plochy v obr. 18 k celé plose obrazce, tedy
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b
h 2b
A= (2farccos—b- dh) 1 2a4m = — (3
0

V oznadeni nerovnosti (10) odst. 37 je

l=;12£, 2=w,m=nl= 2a, A = 2n%aln,

takZe podle (10) bude
[AI — I,| < 16ba*n*mK.

Ptipustme, Ze podet rovnobézek n roste do nekonedna a Ze
pii tom se neméni ani pomér b/a ani plocha P &¢tverce C. Je
tedy P = 4a®n?, lima = 0, limb = 0, tak¥e plati podle (6)
odst. 37

lim(Al — I,) = 0;
N—> D
podle (1), (2) a (3) odst. 38 je

. 2b
I=1, p=llmIl—}.I_l_-E.

n—ao
Vysledek vyjddiime takto: Je-li podet rovnobéiek narysova-
nyjch ve étverci C velmi veliky, je za pfedpokladii uvedengjch
v odst. 38a pravdépodobnost. %e jehla protne nékterow rovno-
b&kku, rovna pFiblitné 2b : na.
¢) Kdyby hustota pravdépodobnosti, Ze stied jehly do-
padne na dané misto &tverce C, byla konstantni = f, méli
bychom misto (1)
i‘.-: 2na 2na

t.f [ [dedydw = 2n%2a.f=1;
=00 0

hledan4 pravdépodobnost by byla vzhledem k (2) rovna

[/ [ dzdy dw
—_—“"—__-;1:2
P [/ dz dy dw a’
4
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nebot viechny elementdrni obory jsou stejné a pomér obou
trojndsobnych integrild je totoiny s pomérem bilé &4sti ele-
mentédrniho oboru k celému oboru, kteryito pomér je uréen
rovnicf (3). Tento vysledek se shoduje s diive podanym di-
kazem Buffonova vzorce; viz rovnici (4) odst. 33.%)

39. Valivy pohyb koule po vodorovné rovind. a) Na povrchu
koule o poloméru a je ddn sféricky obrazec S omezeny uza-
vienou kiivkou bez dvojného bodu. Polozime kouli na vodo-
rovnou rovinu « tak, Ze z poditku bod O kulového povrchu
dotykd se ji v bodé O,; v daldim budeme znaditi body leZici
na povrchu koule pismeny O, 4, B, ... a body leZici v roviné
o pismeny s indexy: 0,, 4,, B,, ... . Udélme kouli vodorovny
niraz, tak?e se vali po roviné a zastavi se posléze (vlivem
tfeni a pod.) v urtité koneéné poloze; budiz T, bod dotyku,
v ném# se rovina « dotyk4 koule a T pfisluiny bod kulového
povrchu, splyvajici v koneéné poloze s T',. Pravdépodobnost
p, %e T lezi uvniti obrazcé S, vyjadiime za t&chto pfedpo-
kladu:

1. Poddteéni poloha koule viiti roviné « je ptedepséna (bod
O splyvé s 0,).

II. Koule se vali po roviné bez klouzdni a jeji poéiteéni
rychlost nepfekrodi urdité meze, take stfed koule opise
usedku ne delsi nez 27zna (koule se otodi nejvyse n-krit kolem
vodorovného priméru). Bod O opisuje pfi tom cykloidu obsa-
Zenou ve svislé roviné prochézejici bodem O,. Smér iiseky
opsané stfedem koule miiZe byti jakykoli, oviem vodorovny;
n je veliké kladné celé &islo.

*) Vysledky uvedené v odst. 38 jsem uveiejnil v pracich Nové fe-
#eni Buffonovy ulohy o jehle (Rozpravy (eské Akademie, II. ti.
R. 26, &. 13, 1917); Sur une nouvelle golution du probléme de I'aiguille
(Bulletin des sciences mathématiques, 2¢ série, t. 44, 126—136, 1920).
M. Fréchet doplnil moje tivahy v &lénku Remarque sur les probabilitéas
continues (Bull. des se. math. 2e série, t. 45, 87—88, 1921). Viz téZ
Fréchet-Halbwachs: Le calcul des probabilités & la portée de tous p. 49
(Paris, 1924); Fréchet: Recherchea théoriques modernes sur le Calcul
des probabilités, fasc. 1. (Paris, 1925).
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1. p 1ze vyjddtiti integrdlem
p=[/Fle)ededp (1)

kde g a @ jsou poldrnf soufadnice v roviné « s pélem v bodd
0;; o dp dg je element ploSného obsahu v roving; hustota
pravdépodobnosti F(g) (t. j. pravdépodobnost pfipadajief
na 1 em? roviny) je kladnd spojitd funkece privodide g, jejiZ
derivace je men3{ nez dand konstanta K, a plati, Ze

2nna

fcf Flo)pdodp = 2nof Flo)ede=1, 2)

kde C zna&f kruh opsany v roviné « kolem bodu O, polom&.
rem 2znna. P znadi obor viech pfiznivych pfipadd, t. j. mnoZ-
stvi viech bodii, které mohou byti body dotyku 7', roviny
8 kouli v jeji koneéné poloze.

b) VEimnéme si pfipadu, Ze hustota F(g) pravdépodobnosti,
kterd nezdvisf na @, nezdvisi ani na p. Polozime-li F(p) = ¢,
d4 rovnice (2)

2nna

27¢fp dp = 4n¥cnad = 1,
0

tedy
o= 1
T 4ndn%a?

a podle (1) bude

1
P=mffed9d¢~ 3
P

Dvojndsobny integral (3) se rovnd ploSnému obsahu ,,0boru
piiznivych pfipaddr”; ve jmenovateli je obsah kruhu C.

¢) V nékterych pfipadech, i kdyz funkce F(p) neni kon-
stantni, 1ze potitati, aspon pfiblizZné, hodnotu p hledané
pravdépodobnosti methodou. obdobnou methodé vyloZené
v odst. 36 (zobecnén4 tloha o ruletd) nebo v odst. 38 (problém
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jehly). Misto elementdrnich oborii mdme zde mezikrui, kterd
vzniknou, délime-li kruh C kruZnicemi o stfedu O, a polomé&-
rech 2na, 4na, 6na, ... , (n — 1)27a. TH takové piiklady jsou
uvedeny v ndsledujicim odstaveci.

40. TFi pFiklady valivého pohybu koule. a) Na kouli narysu-
jeme hlavni kruZnici, kterd déli jejf povrch na dvé stejnd
veliké &4sti; jednu ,,8ervenou‘ a druhou ,,bilou‘*. Kouli polo-
Zime na vodorovnou rovinu « tak, aby stfed O dervené &asti
splyval 8 bodem O, roviny, jenZ je tedy bodem dotyku roviny
a koule. Uvedme pak kouli do pohybu za podminek uvede-
nych v odst. 39. Jak velik4 je pravdépodobnost p, Ze se koule
zastavi v takové poloze, Ze se dotyk4 roviny bodem leZicim
v dervené &4sti kulového povrchu?

Vypotet obdobny vypottu v odst. 37—38 vede k vysled-
ku:¥)
|p — 3| < 4n®na*K, 1)

kde ve shodé s oznadenim odst. 39 znaéi

a = polomér koule,

n = nejvetsi potet obritek, které koule pfi valivém pohybu
miiZe vykonati,

K = horni mez derivace hustoty pravdépodobnosti F(p),

p = je obecné ddna rovniei (1) odst. 39.

Je-li pravé strana nerovnosti (1) dosti mal4, je p pfibliZnd
rovno 3. V piipadé, Ze F(g) = comnst, je K =0, a tedy
p=1%

b) Do koule je vepsina krychle o vrcholech A BCDEFGH.
Sestrojme nad kaZdou hranou krychle oblouk hlavni kruz-
nice, takZe se povrch koule rozdéli na Sest kiivodarych &tyk-
tihelnikii, které oznaéime I, I1, ..., VI. Ctyi'ﬁhelnik VI budiz

*) Uvéddim zde jen vysledky; stran podrobnostf viz muj &ldnek
Sur la méthode des fonctions arbitraires (Acta Mathematica, 40,
95—113, 1926), moje spisy Geometrické pravd&podobnosti (Praha,
1926, odst. 40), Méthodes générales du Calcul des Probabilités (Mémo-
rial des sciences mathém. 52, Paris, 1930, No 2).
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protilehly k I. V pogdteéni poloze necht koule lezf na roving
o tak, Ze stied ¢tyfihelniku I splyvé s O, (obr. 19). Pravdd-
podobnost p,, Ze se koule zastavi tak, Ze bod dotyku bude
v &tyfihelniku I, rovnd se pfisluSné pravdépodobnosti py;
pro &tyhihelnik VI a plati

|p1 — 4| < 8n*n?alK A, (2)

Obr. 19.

Je tedy, pokud pravs strana (2) je dosti mald,

Déle plati

Mm=pm=nv=pv=1—2p=0466... (4)
Rovnice (3) a (4) plati pfesné, je-li F(p) = const, tedy
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¢) Do koule je zase vepsina krychle jako v predeslé uloze.
V poléteéni poloze dotykd se koule roviny &« ve vrcholu 4
krychle (viz obr. 20). Pravdépodobnost, %e bod dotyku koule
s rovinou bude leZeti v jednom ze Sesti kfivodarych tyrihel-
nikd je stejnd pro viech Zest &tyitihelnikl a rovnd se, pro
piipad, Ze F(g) = const, jedné Sestiné.*)

Obr. 20.

*) Je-li F(g) konstantni, vede vypolet pravdépodobnosti p pro
kterykoli ze 8esti &tyfdhelnikd k hodnot®

in
2

1 .
p=—farcsm — - d
n o Vﬁ—sin(%n + 2¢) v

arcsin je uréen podminkou, %e s rostoucim ¢ v intervalu (0,37) stéle
roste a rovné se §=, kdyZ ¢ se rovné §z. PondvadZ soudet Sesti pravds.
podobnosti je 1, musf byti p = }. Pan prof. O. Borivka mn& sdélil
(v dopise ze dne 8. z&F 1925) dikaz, kterym se pfimo odivodiuje, Ze
uvedeny integral se rovné §n, takiep = }.
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41. Poznimky o geometrickych pravddpodobnostech. V odstavci
3740 jsme uk4zali, jak se ,,regularisace‘* zavedend Poin-
carém v tloze o ruleté (odst. 36) pFendsi na jiné dlohy o geo-
metrickych pravdépodobnostech. I kdyZ hustoty pravdépo-
dobnosti, ze kterych se vychdzi (n. pf. pro zastaveni rozto-
&ené rulety nebo pro dopad stiedu jehly) nejsou konstantn,
Ize odiivodniti, Ze hledané pravdépodobnosti (Ze ruleta se
zastavi u &ervené vysele, Ze jehla protne nékterou rovno-
bézku) maji pfiblizné takové hodnoty, jaké jim pkisuzuje
elementdrni theorie zaloZen4 na poétu s konstantnimi husto-
tami pravdépodobnosti. Elementérni definice geometrickych
pravdépodobnosti (odst. 26, 27) zaloZené na obdobé s plivodni
definici pro nejjednodu3si dlohy (odst. 1) se dopliiuji zvl4st-
nimi vztahy, které v odst. 36—40 byly odvozeny mezi urdi-
tymi pravdépodobnostmi s proménnou hustotou a pravdépo-
dobnostmi hledanymi. Srovnajice elementérni zpsob s timto
obecnéjiim dochdzime k odiivodnéni a vysvétleni pojmu
,,5tejné pravdépodobnych pfipadi‘, které n. pf. pro hod
kostkou shrneme takto: vriend kostka kond sloZity valivy
pohyb nez se zastavi a poéitdme s tim, Ze je nekonedné mnoho
poloh, ve kterych se miize na konec zastaviti a Ze ka%d4 z nich
m4 obecné jinou pravdépodobnost. Pfece viak usuzujeme,
e pravdépodobnost kteréhokoli pottu ok je rovna . Nebylo
by snadné vziti do poétu valivy pohyb kostky a podrobnd
odiivodniti, prod dekdme se stejnou pravdépodobnosti kazdy
ze Sesti pfipadii. Ale cesta k tomuto cili je naznadena felenim
tilohy (viz hlavné odst. 40¢) o valivém pohybu koule po rovi-
né; povrch koule je rozdélen na #est shodnych sférickych
Styfihelnikdl, jichZz vrcholy jsou zdroveh vrcholy krychle
vepsané do koule. S tohoto hlediska jsou nejen tdlohy o vrhu
kostkou nebo penizem, nybrZ viibec viechny dlohy o pravdsé-
podobnostech tykajici se pohybu téles dlohami o geometric-
kych pravd&podobnostech; adkoli nds zajimé pravddpodob-
nost zjevu zd4nlivé zcela jednoduchého (kolik ok padne pfi
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hodu kostkou, padne-li peniz na lic & na rub), nezapomindme,
Ze moinych piipadil je nekoneénd mnoho.*)

*) O geometrickych pravdépodobnostech jednaeji mimo knihy ji
dfive uvedens, tyto spisy:
Crofton: Probability (¢l4nek v Encyklopedia Britannica).

Czuber: Geornetrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte (Leipzig,
1889). Vyslo téZ francouzsky:

Czuber-Schuermans: Probabilités et moyennes géométriques (Paris,
1902). '

Hostinskij: Sur les probabilités géométriques (Spisy vyddivané p¥iro-
dov&deckou fekultou Masarykovy university &. §0, Brmo, 1825).

Hostinsky: Geometrické pravdépodobnosti (Praha, 1926).
Deltheil: Probabilités géométriques (Paris, 1926).
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