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9. ZAKLADY POCITANI MATICEMI.

V pfedchozich vykladech jsme se uZ &astéji setkali s poj-
mem matice. Av3ak teprve v theorii forem, transformaci a
elementarnich déliteld se maticim dostdvé plného uplatnéni
a to dislednym pouzitim t. zv. maticového poétu, ktery se
opird o nékolik jednoduchych definic a pojmd. V tomto
paragrafu je struéné a pfehledné nastinime predpoklddajice,
Ye jde o matice n-fadové a vesmés ctvereéné. Ze neni tento
pfedpoklad na djmu obecnosti, nahlédneme snadno, kdyz
event. doplnime pfislusné matice fddky a sloupci nulovymi,
¢mz se ve smyslu véty 11. neméni hodnost matice — a ta
je pro viechny vypoéty smérodatnd. Ctveredné n-fadové
matice, které se pfi politani vyskytnou, budeme v tomto
paragrafu oznadovati plltuénymi pismeny (vétSinou vel-
kymi, ale podle potfeby i malymi), jejich determinanty pak
pHsludnymi kursivou tisténymi pismeny latinské abecedy.

a) Rovnost dvou matic.

Dvé matice A, B elementd resp. a,y, b,, pokldddme za stejné,
kdyZ a jen kdyZ platt n?® rovnic .

;= b, 1, k=1,2,..., 0. (70)

Jsou-li takové dvE& matice stejné, jsou oviem stejné i je-
jich determinanty. Opak vS8ak neplati. Determinant 4
matice A je roven determinantu matice, jeZ z ni vznikne
vzdjemnou vyménou fddek a sloupcld a pfece obé tyto
matice nejsou podle definice (70) sobé rovny.

Matici nazyvdme nulovou, jsou-li vSechny jeji elementy
rovny nule, jednotkovou (znadka I), jsou-li hlavni jeji prvky
rovny 1, ostatni pak viechny rovny nule. Nulovou matici
znadime znakem O.

b) Séitant matic.
Soudtem S dvou matic A, B jmenujeme matici, jejiZ elementy
8¢ Jsou ddny vzores
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8 =@y + by, 3, k=1,2,..., 0 (71)
PiSeme pak
S=A+8B. (72)
Pro toto séitdni ovéfime pomoci vzorcl (70) snadno plat-
nost zdkona komutativniho i asociativniho.
Piiklad. Resit rovnici
A+ X=0. (73)
Podle vzorci (70) jsou neznémé prvky z,, druhé matice
urdeny rovnicemi
ik + i = O, i,k = 1, 2, P
takZe jest
xik = —a‘k, i, k = l, 2, ceey n.
Takto ziskanou matici oznadujeme znakem — A a piSeme
tedy feSeni rovnice (73) ve tvaru
X=—A. - (74)
¢) Ndsobent matic.

Soudinem dvou matic A, B rozumime matici P, jejif proky
Py jSOU ddny vzorci

n
Dix = zat"b’k’ 1, k = L,2,..,n (75)
y=1]1
Znadime pak toto ndsobeni symbolicky rovnici
P = AB. (76)

Pozndmky. Nésobeni matic je tkon asociativni, nikoli
véak (obecnd) komutativni. Mimo to plati zde — dokaite
pomocf vzorch (70), (71), (75), (76) — zdkon distributivni:

(A+ B)C = AC + BC, A(B + C) = AB + AC. (17)

Pro determinant P, piisludny k soué¢inu dvou matic, plati
vztah
P—A4.B=B.A. (78)
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Je-li asponi jedna z obou spolu ndsobenych matic rovna
nule, je i jejich soudin matici nulovou.

Ndsobend matict jednotkovou je komutativni; vysledkem
takového ndsobeni je zase matice plivodni, takZe lze jed-
notkovou matici v soudinu vynechati.

Je-ls k libovolné &islo, pak ndsobime danou matics timto
éislem tak, Ze jim ndsobime vdechny jejt proky.

P#iklad. Resit rovnici
AX = 1. (79)

Podle definice jednotkové matice a podle vzorce (75)
musf pro nezndmé elementy z,, platit rovnice

Zairr'k = 6ik1 i’ k= l) 2) ceny M

=]
4, je tak Feleny Kroneckerliv symbol, definovany vztahy
8, =0pros 3=k, 8, = 1. Pfi pevném k zde mdme systém
rovnic pro nezndmé z,,, Z,y, ..., Tox 8 determinantem 4.
Resitelnost 24dé v disledku relace — v. (78) —

A.X=1,

aby A bylo rizné od nuly. Pak je ale podle Cramerova pra-
vidla (podrobnosti viz v II. dile tohoto spisu)

pfi dem2 A, je determinant, ktery vznikne z 4 tak, Ze prvky
v-tého sloupce nahradime é&isly 8,,, dx, - - - Opr. Rozvedenim
podle téchto prvkd najdeme 4, = A,,, takZe mé4 hledand

matice elementy

T, = ‘i—"', kv=12,...n (79)

Nazyvdme pak matici takto uréenou maticf reciprokou
k A a piSeme
X=A"1 (80)
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Ezxistuje tedy k reguldrni matici (tak nazyvéme tu, jejiZ
determinant je rizny od nuly) jedind matice reciprokd (také
inversni); jeji prvky se urlf ze vztahi (79'). Tato matice je
co do ndsobenf komutativni s maticf pivodnf.

Piiklad. Provésti ndsobeni matice A maticf

z, 0,...,0
x = || T2 0..0 (81)
Z, 0,...,,0

Pro elementy y,, vysledné matice y mdme obecnd [prvky
matice (81) zna¢me pro okamzik z,,] vzorce

n
y‘k = za.-'x'k, i, k = 1, 2, seey n.

rm=]

Je viak z,, =0 pro k = 2, 3, ..., n, takZe je také y,, =
n
pro k + 1 a y,, = D a,z,; méme tedy vysledek

=]

n
Yo =28uT, Y =0,i=1,2,..,0,k=23,..,n (82

ya=]

Lze tudfZ vysloviti tuto skutednost: Ndsobime-li matici A
matici (81), dostdvidme jako vysledek matici, kterd vznikne
z (81) tim, Ze prvy sloupec nahradime veli¢inami

n

Y = zaivzn +=12,..,n

ya=]
d) Podobnost dvou matic.

Matici C nazyvdme podobnou s matici A, existuje-li re-
guldrnf matice R tak, Ze jest

C = RAR, (83)
Tak je na pf. matice
—1,0, 1| 1, — 4, %
2, 3, 4| podobnd matici [|6, —4, 3||;
—1,10 6, —3,56
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matice R zde m4 tvar (ovéite si to)

2,0, O
R=|31 —1}{. (83')
0,2 1
Z rovnice (83) plyne
R—C = R—'RAR! = IAR-1 = AR
a déle
R—CR = AR—R = A; (83")

protoZe pak matice inversni k matici reciproké je rovna
matici pivodni (vhodné cvideni pro &tendfe), lze poznatek
(83") vyslovit vétou, Ze podobnost matice C s matici A mé
za disledek podobnost matice A s matici C.

Jsou-li matice A, C navzdjem podobné a k libovolné éislo,
tu jsou také matice k! — A a kIl — C navzdjem podobné.

Je totiz kIl matice, jejiz hlavni dhlopfi¢ka mé viechny
prvky rovny ¢islu k, ostatni pak elementy jsou rovny nule.
Takovato matice (Fikd se ji diagondlni) je (jak se snadno
zjist{) co do ndsobenf komutativni s kazdou jinou, takZe platf

R.kI.R-1=FkI.RR1=Fkl.I=kl
a miZeme pséti

kl — C = RkIR-! — RAR—! = (Rkl — RA) R =
— R(kl — A) R,

tato rovnice v3ak vyjadfuje podobnost obou matic ¥l — C
akl—A.

Snadno se d4 ukézati také fakt, Ze dvé matice, podobné
tieti, jsou téZ navzdjem podobné. Provedeni tohoto dikazu
je zcela jednoduché, dokdZeme-li si napfed pomocnou vétu,
¥e matice inversni k soudinu AB je rovna soudinu B—1A-1.
Predpoklddejme ov3em, Ze jsou oba faktory maticemi re-
guldrnimi; pak je také jejich soud¢in P = AB matici reguldr-
nf v. vzorec (78) — a proto k nému existuje matice inversnf
P—1. O té oviem plati P-1AB = | a proto také
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IB-1A-1 = B-1A—1 — P-1ABB—A-1 = P-1.

Je tedy opgavdu
(AB)—1 = B-1A-1, (84)

Budte nyni obé matice A, B podobny tfeti matici C.
Lze pak psiti

A = RCR—! = RSBS—R—! = TBT—},
coZz je prdvé matematicky vyraz podobnosti matic A a B.

e) Charakteristickd funkce dané matice.

V tomto odstavci se jen letmo a vétSsinou bez dikazid
dotkneme jistych fakt, kterd stoji na samém poddtku vlastnf
theorie matic a jejichz dalsim rozvedenim lze vybudovati
celou zajimavou nauku o elementdrnich délitelich. Aé&koli
tyto véci beze sporu patff do theorie determinantli, musime
zde od jejich podrobnéjsiho studia upustit, uz také proto,
aby tato kniha, urlend praktické potifebé technikli, nebyla
pretiZena a.bstraktniml tivahami. Ctenéft, ktery by chtel tyto
véci poznati bliZze, najde poudeni o nich v kazdé dobré
udebnici algebry.

Charakteristickou funkci ¢(p) dané matice A nazyvédme
determinant matice ol — A, takie

0—Qy;, — QG —Qg ..., — 0Oy
—Qg1y @—Qyp Qg3 +..; — Qgy
(o) = —Qg3, — A3, 0—Q03, ..., —QAgq |- (85)
— Ay, — Ay, —Qp3y ...y 0 — Ay

Tato funkce je zfejmé polynom proménné g stupné n-tého a
1ze ji tedy psdti ve tvaru

?'(0) <P”(0)

plo) =90 + H—e+ 5+ ... +
¢~ (0) o "(0)
o= (n — 1). ' +
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Nynf v8ak je @(0) = (— 1)"4; ¢'(0) je pak podle véty
o derivovadn{ determinantu (v. § 5) rovno souétu véech hlav-
nich minord (n — 1)-fadovych determinantu (85), takZe

‘P'(O) = (—=1""YA4y + Agg + ... + 4pg) = (— 1) ey
Derivujeme-li ¢’(p) déle podle g, dostaneme za vysledek
2!-ndsobny (rozvaite si tuto véc podrobn&) soudet viech
hlavnich minord (n — 2)-Fadovych determinantu ¢(p),
takZe jo

@"(0) = (— 1)» 3. 2lx, .
Dalsfm derivovdnim se objevi ¢'"(p) jako 3!-ndsobny soudet,
v8ech (n — 3)-Fadovych hlavnich subdeterminantd deter-
minantu ¢(p) a proto jest

@""(0) = (— 1)»3. 3lxpy—s.

Je jasno (a 1ze to dokdzati na pF. dplnou indukef), Ze obecnd

platf
¢®0) = (— 1)"Fklop—y, k=1,2,..,m,  (86)

pFi ¢emZ znadf «,, soudet viech (n — k)-fadovych hlavnich
minort determinantu 4. Je tedy moZno psiti charakteris-
tickou funkci matice A ve tvaru

@) = " — 0™ + g0t — ... 4+ (— 1), 90" +

+ (— )" Pope + (— 1)"4. (87)
Tak m4 ku pfkladu matice (83') charakteristickou funkei
0— 2’ 0, 0
ple)=| —3,¢—1,1 = p% — 4¢* 4 Tp — 6. (87')
0, —2 p—1

Je-li 3(p) mejvétst spoleény délitel viech (n — 1)-fadovych
subdeterminantd determinantu @(p), je funkce proménné o

Ao) = % (88)

celistva raciondlnt a fikd se j4 n-ty elementdrné délitel charak-
teristické funkce (o).
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Ditkaz provedeme snadno pomoci theorie determinantu
reciprokého k ¢(p). BudiZ tento oznaden znakem @P(g) a jeho
elementy [dopliky to prvki determinantu ¢(p)] symboly
Fulo). Je tedy

¢(Q) = ¢”_1(Q) = IFik(Q)l! k=12 ...n
a protoZe podle pfedpokladu platf

Fik(e) = 0(9)"k(9)! i! k = 1, 2: ey M
méme ddle

¢”_1(9) = Iﬂ(e) /ik(e)l = 0.(9) |/u(9)|- "-) k= L2..,n
takZe konednd

n—1
i) = [f,%ﬁ‘-’—;] = 0(0) fule)l, 6,k =1,2,...,m. (89)

Protoze viak jsou #(p) a /(o) polynomy proménne o, jo
Ar—1(p) té% polynom v této proménné a tedy i A(p) samo
(umocnénim raciondlni lomené funkce vznika totiz funkce
zase takov4).

Tak je na pf. pro funkci (87') #(o) = 1, takie je tato
funkce identickd se svym tfetim elementdrnim délitelem.

O vyrazu A(p) a matici A se pak dokazuje v algebfe tato
véta: Rovnice nejniZiiho stupn®, které hovi matice A, je
rovnice A(A) = 0 (mocniny matice se pfi tom ziskaji n4-
sobenim); Hkivd se ji fundamentdlni rovnice matice A.
Samozfejmé vyhovuje pak kaid4 matice ve smyslu relace
(88) také rovmici ¢(A) = 0, tedy své charakteristické rov-
nici [charakteristickou rovnici matice A nazyvdme rovnici
@(e) = 0.

Didkaz této véty, kterd je zdkladem pro celou vyssi theorii
matic, podal Frobentus — bohuZel vyboduje tato véc uz
zcela z rémce nadeho pojedndni. Ovéfime si jen jeji spravnost
pro matici (83'). Jeji druhd a tfet{ mocnina (provedte po-
drobné) jsou matice
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4, 0, 0 8, 0, O
9, —1, —2 15, —5, —1
6, 4, —1| |l24, 2 —5
coz dosazeno do ¢(p) — v. (87') — d4vé
8, 0, Ol 4, 0, O 2,0, 0
15, — 5, —1}||—4 9 —1, —2(|4+7||3, 1, —1
24, 2, —5 6, 4, —1 0,2 1
1,0,0l |8 o o] |16 0, O
0 1, 0 15, — 5, —1||—|[ 36, — 4, — 8| +
0, 0, 1, 4, 2, —5{| |24, 16, —4
14, 0 6, 0, 0 0,0, 0
+ || 21, 7, —7 0, 6,0 0,00
0, 14, 7 0, 0, 6 0, 0, O

takZe matice (83') vskutku spliiuje svou rovnici charakte-
ristickou, kterd je v tomto piipadé zdroven jeji rovnicf fun-
damentédlni. Podle véty Frobeniovy pak vime, Ze neexistuje
#4dnd rovnice stupnd prvého nebo druhého, kterou by tato
matice spliiovala.

P#iklady. Propoditdme nyni jako aplikace pfedchozich
vyvodi nékolik pfikladd, jejichz vysledkd pouZijeme v dal-
8ich ¢dstech tohoto spisu.

Priklad 1. Dokdzati, Ze hodnost soudinu dvou matio ne-
miiZe prekroditi hodnost Z4dné z nich.

Kazdy r-fadovy subdeterminant souéinu AB dvou matic
je — v. vzorce (75), (76) a pak vzorec (47) — Fddkovym
souinem dvou matic: prvd je tvofena jistymi r fiddky
matice A, druhd pak r fddky matice vzhledem k B trans-
ponované (to je matice, kterd vznikne, kdyz v B vyménime
Ffadky a sloupce navzijem; tim se ovSem hodnost matice
neméni). Je tedy kazdy takovy subdeterminant soudtem

(:") soudind po dvou faktorech: jeden je r-fadovym sub-

determinantem matice A, druhy r-fadovym subdeterminan-
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tem matice B. Je-li hodnost prvé matice A, jsou jeji deter-
minanty (b + 1)-Fadové rovny vSechny nule a tedy také
viechny (h 4 1)-fadové determinanty soudinu AB; proto
nema tento soudin hodnost vétsi nez h a véta je dokdzdna.

Jednoduchym jejim diisledkem je, Ze se hodnost matice
neméni, kdyz ji ndsobime matici reguldrnf.

Piiklad 2. Ndsobte spolu matice

a”l, ceoy aﬂﬂ I

Obecny element soudinu bude (4,, je zndmy Kroneckeriv
symbol)

n
Pir = ZguAk. = 054,

takZe m4 soudin obou matic tvar

4, 0,..,0 ’
0, 4,...,0
0’..0’... .’ A ||

Je-li hodnost prvé z nich » — 1, jsou obd nenulové, kdeZto
soudin je matice nulovd. MiZe tedy nulovd matice zcela
dobfe vzniknouti ndsobenfm dvou nenulovych.

Pfiklad 3. Budi? A matice regulirni, A—! matice k ni
inversni, A matice k A transponované (to je ta, jeZ vznikne
z A vzijemnou vyménou f4dkd a sloupcid) a (A)—! matice
k této inversni. Studovati rizné vlastnosti téchto matic.

Prvek stojici v ¢-tém fadku a k-tém sloupci je pro jednot-
livé matice

A A -
Qs —;1"—‘; Qi jﬁ (90)
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a) Cemu je rovmo (A—1)—!, t. j. matice reciprokd k in-
versn{ }

ProtoZe je obecny element y,, matice A—! roven AA"‘,

mé hledand matice obecnjr prvek ¢, = I——;?, kde jest
y. | 1

= |yl = ;i - 4ul = 4741 = 4 ° Iy

doplnék prvku y,, v determma.ntu I'. Ten je v8ak roven

[v. vzorec (34)] vyrazu 1.3 tak¥e médme ¢, = a,;, a lze

A ’
psati vztah
(A1 = A. (91)
Odtud a ze vzorcd (73), (74) plyne snadno relace
AA—l = AA= I (92)

b) Cemu je rovno (A=), t. j. matice transponovans k ma-
tici reciproké?

Obecny prvek ¢, hledané matice je zfejmé& roven ‘i"
tedy stejnolehlému prvku matice (A)~; proto plat{ vzorec
(A1) = (AL (93)
°) Cemu je rovna matice inversnf k (A—1), tedy matice
(A=)
Podle vzorci (93) a (91) médme ihned
(A7) = A (94)

d) Cemu je rovno (.f), t. j. matice transponovand k trans-
ponované?

ProtoZe obecny element y,, matice A je a,,, mé dotdens
matice obecny prvek g, = a,; a je
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jak je ostatn® ihned patrno z prostého nédzoru.
Ptiklad 4. Potvrdte identitu
0119 Ty3y -y Dy

Aul + Alm Ana + Alm cery Ann + Au-
All’ Al” L] Al.

Anl! An!a LERY) Ann .
@y + Gy, gy + Ggyy ooy Oyp + Gy

Z rovnosti
A[(A) + A1 = (A + A)A)—
dostdvdme, ndsobice ji determinantem A, novou:
A[AA) + AA-1] = (A + A). A(A)L.

Napifeme rovnost mezi determinanty, kterd z této maticové
rovnice plyne ve smyslu vzorce (78) a dostaneme piimo
svrchu uvedenou identitu.
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