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3. SOUSTAVA HOMOGENNICH LINEARNICH
ROVNIC.

BudiZ ddna soustava m homogennich linedrnich rovmic
o n nezndmych

’iEZaf"z'=O’ 1= l, 2,..., m. (18)
v=1

Rovnice tohoto systému nazyvdme nezdvislymi, jsou-li
nezdvislé soustavy (1), t. j. soustavy jejich koeficienty;
obecnd nazyvame hodnost 2 matice koeficientd rovnic (18)
hodnosti soustavy (18).

Budiz hodnost této soustavy b a ptejme se, jaky m4d tento
fakt disledek pro rovnice samotné. Podle véty 1. lze v ma-
tici (la,;/| soustavy nalézti h fddkd linedrné nezdvislych, jichZ
jsou viechny ostatn{ linedrnimi kombinacemi. Upravime-li
pofadi rovnic (18) & nezndmych v nich tak, aby A-fadovy
nenulovy determinant, ktery v matici ||a;,| jisté existuje,
byl determinant 4, dany vztahem (5), existuji tedy é&isla
€y, Cig, -+, Cip, kterd nejsou vlechna rovna nule, tak, Ze
plati rovnice

A
a, =chka,m v=012..,0l=h4+1, ...,m (a)
k=1

Nésobime-li je po fadé z,, z,, ..., z, & selteme, dostdvidme

" 13 h n

n h
Etzzvx. = vazclka’kv = chkzakvxv = chkfk’
v=1 v=1 k=1 k=1v=1 k=1

t. j. rovnice
h=cenh+ceafo+ ... +cnfm l=~+1,..,m (b)
Je-li tedy hodnost soustavy (18) %, 1ze v nf nalézti (alespoi
jednim zpisobem) % rovnic navzdjem linedrné nezdvislych;
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levé strany zbyvajicich m — kb rovnic jsou linedrnimi kom-
binacemi levych stran onéch prvych % rovnic. KaZdou sou-
stavu A& navzéjem nezdvislych rovnic nazyvidme redukova-
nou. Je pak zfejmo, Ze se pii vyhleddvani feleni systému
rovnic (18) miZeme omeziti na FeSeni soustavy redukované,
t. j. v naSem piipadé soustavy

Lh=01=0,..,f,=0. (19)

Frobenius konstruoval systém n — k navzdjem nezdvis-
Iych fefeni soustavy (19), z nichZ lze kazdé jiné FeSeni této
soustavy — a tedy také systému (18) — linedrné zkombi-

novati. Tento ,,fundamentdlnt systém‘* ¥eSeni najdeme tim,
Ze v n-fadovém determinantu

Q1) Qs - Bpy Cpspt1y -0 Qg
D = Qpyy Apgy -~ Appy Cpspd1s -+ Cin , (20)
0, 0, ...,0, 0, 1

ktery mé hodnotu A4, = 0, napffeme n — h soustav do-
plikd prvki poslednich n — A Fadki:

Dy, Dygy ooy Doy 0=k + 1, ..., . (20"
KaZdd z tdchto soustav je feSenfm rovnic (19). Je totiZ
skutednd
’k(Doli ey Don) = Z;IMDQ' =0
pok=12 ...k o=b+1 ...,n

to plyne z formulf (12) v prvém dilu. Téméf na prvni po-
hled je patrno, %e i kazd4 linedrni kombinace soustav (20')
je fedenim rovniec (19).

Didle jsou FeSeni (20') navzdjem nezdvisld v tom smyslu,
jak jsme tento pojem definovali v odst. 1. Rovnice
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Zc,D,,:O,v: ,2,...,n (a)

e=h+1
lze totiZ splniti pouze tim, Ze poloZime ¢y4y, = Cpyg = ... =
= ¢, = 0. Oznaéime-li toti o-tou (6 =% + 1, ..., n) fidku
determinantu D fadou d,,, d,,, ..., d,, (jsou to samé nuly,
aZ na jediny prvek rovny 1) a seéteme rovnice (a) zndsobené
po fadé témito ¢&isly d,,, najdeme

0= Zd,,,ZcGD,,_ZcQZd Dy = ¢.D = ¢, 4,,

v=1 g=h+1 e=h
tedy (protoZe je A, ¥ 0) nutné
=0, 0=k+1,...,n (b)
Zbyvé jesté ukdzati, Ze libovolné FeSeni &, &,, ..., &,
systému (19) lze z linedrné nezdvislych fefeni (20') linedrné
zkombinovati, t. j., Ze Ize nalézt konstanty 4, (o = & + 1,
., n) tak, Ze plati rovnice

=>2Dp,v=1,2, ..., n (c)

e=h+t1l
n
Tyto konstanty uréime z pozadavku, aby vyrazy E,—ZlgD‘,.
e=h+1
byly v8echny (t. j. prov = 1,2, ..., n) feSenim onéch » — &
homogennich rovnic, které maji poslednich » — % fidkd
determinantu (20) za matici svych koeficientli, tedy rovnic

doy®y + doos + ... + dpp, =0, 0=k +1,...,0 (d)
Musf tudiz platit
n n n n n
0= zdw(év _ZAQDQV) = Zda-va—zlozdwl)q- = Ea_‘ J'ATD,
v=1 e=h-1 v=1 e=h+1v=1
t. j. pro 4, mime vztahy
&, &,

l,=b—=A—h,o=h+l,...,n. (e)
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Vysledky, k nim% jsme tu dospéli, vyslovime soubornd

vétou 6. Soustavu m linedrnich homogennich rovnic o n ne-
zndmyjch a hodnosti h fedime tak, Ze vyhleddme h rovnic line-
drné nezdvislych a podle vzorce (20') stanovime fundamentdini
systém fedeni. Z nich pak lze viechna feleni dané soustavy
linedrné zkombinovati.

Pfilklady.
10. Reste soustavu
5z, — 2z, + 3z, =0
T2, + 62y — 4z + T2, =0 (21)

—z, — 4z, + 229 — 22, = 0.
Hodnost soustavy jest (v. pf. 1.) rovna k = 2. Reduko-
vana soustava jest

5z, — 2z, + 32, =0
Tz, + 6z, — 4wy + T2, =0

a determinant D pak:

5 —2, 0,3

7, 6, —4, 17
D= 0, 0, 10|

0, 0, 0,1

Jednoduchy vypodet vede k hodnotdm
Dy, =8, Dy, =20, Dyg = 44, Dy = 0;
D‘l = —32’ D‘z = — 14, D‘a = 0, .D“ - 44.
Fundamentdlni systém se sklddd ze dvou linedrné nezi-
vislych Fedeni
z, =8, 2, =20, z=4,z,= 0 @1’)
rn=—232 z,=—14, z,= 0, z, = 4,

z nichZ lze kaZdé jiné Fefeni soustavy (21) linedrné zkombi-
novati. M4 tedy soustava (21) nekoneiné mnoho feSenf, jez
lze viechna vyjddfiti vzorci
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z; = 8(Ay — 44y), T, = 2(104; — TA,), z, = 441,
x, = 44,

v nich jsou Ay, 4, libovolnd &sla redlnd.

11. Piipad » — 1 homogennich rovnic o » neznémych
a hodnosti A =n — 1.

Rovnice tvofi zfejmé redukovanou soustavu. Oznaéime-li
znakem A, determinant matice, kterd vznikne z matice
soustavy vynechdnim »-tého sloupce, mé fundamentélni
systém (20') tvar

Dy =(—1)r*+v4,,v=12,..,n,
takZe lze FeSeni psdti ve tvaru
Tyi&yi iy =Ay i — Ay (—1)"H4, (22)

(217)
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