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9. DISKRIMINANT BINARNI FORMY.

Definice. Je-li ddna bindrni forma
"
f = 2aizty, (89)
i=0
nazyvame resultant R( of 8/) bindrnich forem — of 6/ dis-

oz’ 0 oz’ oy
kriminantem dané formy f.

Skutedny vypolet diskriminantu je v obecném piipads,
kdy je forma déna ve tvaru (89), dosti pracny (v. pf. 24).
Pomérné jednoduse se d4 tento vypolet provésti, jestlize
je forma f rozloZena v soudin svych linedrnich faktord, tedy
pséna ve tvaru

f= H‘V"‘ +6).. (90)

V tomto pHpadd vyjdeme ze vztahu — v. vzorce (82) a
(83) —

o . of of of of
R( %Yoy ‘R("E’y) R( FriFm

=<—1)"R(y,x)-R(y. 31’:) (—1yn- 1>R(a’ )
of of
R(ay ax)
a1y f / of of
=(_l) + 1)R(yl x)R(?/, E)R(a_yvz R(ax ay

Je viak R(y, ) = — 1 a podle vzorch (86) déle
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0 0
R(y, 3_:7) NS l)"—la_:,:: (1,0) = (= 1)*'myyps ... ¥y

0 0
B (a_.z// 1= aT// (0, —1) = (—1)"+1nd;5, ... O
of of

?:;’E dané bindrn{

tim dostdvdme pro diskriminant R(
formy (89) vztah

of oty 1 1 of of
R(a_z' a_y) T e 7010 ...a,,R(’E’ya—x)' ®1)

Nyni uZ b&# jen o vypolet R (z gi Y g'f) Podle vzorce
(87) a Eulerovy identity pro homogenni funkce plati

o of of
R( ) (az "ot Y ay) (W’”’)' (=)

Ze vztahu (90) véak nalezneme snadno (logaritmickym de-
rivovanim)

e - zI‘I(m Yoy 3

1 YvT + 5y
= f;y.@y,,z + 8,9 (b)
poloZime.li pak

nf = H(r..z + 4uy), (92)

dostdvime podle (86)

R(x— n) HA I, =
r=1

= nA Z%H(r,, r,). (e)

v=1 e¢=1 pke
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Porovndme-li nyni vztahy (90) a (92) navzdjem, vidime,
#e miZeme kldsti na pfiklad
1 1
Pv=nTy'; A,=n”6,,v=1,2,...,n; (93)
dosazenim do (¢) pak dostaneme (doporuduji provésti po-
drobné)

B2, o) = Tra Tir,0— 7 =

= NYy ... Vabily ... O 1'[ H(y,, 8,¥)-

=]l uty

Vnitfni soudin upravime

1Ln v—1 n
L8 —8,) =18 — 8,00 T1 0 —8,p) =
7==1 u=1 p=v+1

v—1

= 1:[1@,,6. — 3,y (1) 11 (P, — by ) =

p=v+1
v—1 n
= (_1)"_v]._[(7p6' - 6/47') ]._[ (7'614 - 6'7/4)
u=1 p=r+1

a najdeme

(e =

= (—1)""("'1”""7172 7".5 62 .0 n(n" - 6/47') . (d)

Odtud pak dostaneme dosazenim do vzorce (91) a vzhledem
k (a) hotovou formuli pro vypodet diskriminantu formy (90):

(L) = Capnsinal Ty, 0, — 0. 08
0z’ 3y, wr ¥ g

Vzorec (94) poddvé ndvod, jak se urdi diskriminant formy

1, je-li tato ddna jako soudin svych linedrnich faktorf.

S timto tvarem diskriminantu souvisi vzce tvar dalif,

76



k némui dospéjeme takto: Vzoree (23') pro hodnotu Vander-
mondeova determinantu (23) z dflu prvého pifeme ve formé

1,n
Vn(zlv 12» ce0y :E,‘ = (_l)“n("_l)]n(x/‘ - xv)n

p<r
poloZzime v ném z, = %1, v=12,...,n & povyiime pak
na druhou. Dostaneme
Y1 V2 T @b — 00 _
V'lz IR

— (—L)irn—Dlp—n _ 1 _» ( g/ , gf)
1‘[5 25,3 Y

u<v
. of of .
takZe miiZeme resultant R B By pséti ve tvaru

of of\
R(— a—y) =

ILn
= (_1)i[n(n—-l)]nn—2l_I¢§ 252,V ;(7’1 7’2’ - l,._) e)
H<v 4y O,

Nyni viak jest — v. vzorec (23) v dilu prvém —
- (ﬁ Y2 ¥m 1

" 61’52,.”’5_':):(5162---5")”_"
6 716 n—z, 71261"—81 . yln—l
. 6 e l 702" % 7226, .,y

6ﬂ"—1’ yﬂaﬂn_zl yﬂzaﬂn__a’ A | 711"_1

zdvojmocnéni, jehoZz potfebujeme, abychom mohli dosaditi
do vztahu (e), provedeme tak, Ze ndsobime determinant
privé napsany sebou samym po sloupcich. Dostaneme de-
terminant S s obecnym ¢lenem
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n
Cix = 7’g‘+k’_2602”—‘-_k = St r—a2n—i—ks % k= l’ 2' e N,
e=1

takZe miZeme psdti

- 2(ﬁ 7 h) _ 1
n ’ y Y - DY .
6, 0, 6n (6,05 ... 0,)2
‘90.211—2’ 31,2"-3; 82.21»—4, ey ‘90—1.15—1
| Suen—a I29n—0 Sa2n—5 - Snn—a

Sn—1.n—1> sn.n—z Sn+1,n—3 + -+ San—2,0
Dosazenfim tohoto vysledku do vztahu (e) dostdvdme po
mali¢ké 1ipravé definitivni vzorec:

af a/ — (_l)l[ﬂ(ﬂ—l)ln”—’ .

oz’ oy
So,.2n—2  Sp,2n—3) < Sn—1,n—1
| St2n—3  Saen—ar - Smn—a (95)
sn—Ln—'ly 3n.n—2, vy 32'!—2.0

Nalezli jsme tak vyjddfeni diskriminantu formy (90) po-
moci determinantu, ktery je typu persymetrického — v.
odst. 8. dflu prvého.

Pomoci diskriminantu formy (89) lze snadno rozhodnouti,
zdali mé tato vicendsobné lineirni faktory. Provedeme to
pfedpoklidajice diskriminant ve tvaru (94). M4-li forma
(89) alesponi dvojndsobny linedrni faktor, je ziejmé podle
(94) jeji diskriminant roven nule. Je-li naopak tento di-
gkriminant nulovy, musi nutnd existovati alesponn dva in-
dexy py < ¥, tak, Ze jo y,,0,, — Ouyv, = 0, b. j. Yy, = @Vus
d,, = 00,,; pak jsou oba d&initelé y,x + 6,y & Y,z + 4y
navzdjem stejné a forma m4 alespoii dvojndsobny linedrni
faktor. Lze tedy vysloviti

v&u 12. Nutné a postadujici podminka, aby bindrni forma
méla vicendsobny linedrnd faktor, jest anulovédni jejiho dis-
kriminantu.

Polozime-li ve formé (89) hodnotu proménné y rovnou 1,
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dostaneme zvldStnf jeji pfipad — mnohoélen f(z) proménné
z (stupeni budiZ m):

f(z) = Daz™t. (96)
i=0

Viechny pojmy a tivahy tohoto paragrafu se oviem pfe-
ndSeji také na tento polynom — jenom jest nutno je pfi-
zpisobiti pomé&rim zde panujicim. Také pojem resultantu
dvou bindrnich forem f a g a vde, co s nim souvisf, lze pre-
nésti na piipad dvou polynomd f(z), g(x), jez z danych
forem f, g vzniknou, poloZime-li v nich y = 1. Nazna&ime
zde stru¢né, jak se modifikuji difve uvedené pojmy a po-
znatky, pfejdeme-li od forem dvou proménnych z, ¥ k poly-
nomim proménné x.

Budtez ddny dva polynomy

fz) = Zaa™", (@) = 2bar 97)

Také zde plati vé&ta, %e lze kaZdy z nich rozloZiti jedinym
zplisobem v soudin linedrnich faktord, tedy

f(z) = ”Ul‘““ +4,), gle) = .Ul""”” +A).  (98)

Dikaz tohoto tvrzeni se providi zcela analogicky, jako se
stalo v odst. 8. — jsou zde jen nepatrné zmény zcela pfi-
méfené povaze véci.

Resultant R(f, g) obou polynomid (97) se definuje stejng,
jako se stalo u dvou bindrnich forem, takie

ay, @3, ..., 8y, 0, ..., 0
0, ay...,0,—, @y, ..., 0
00 ...................................
R 9) = g, 1. o"|- (99)
L 0
Or 0. o blr bz» !bn
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Také zde je anulovéni resultantu nutnou a postadujiel pod-
minkou pro soudélnost obou polynomi (97). Dikaz se pro-
vadi stejné jako pfi formdch bindrnich.

Pro resultant polynomu f a linedrni funkce !l = axz 4 f§
nachdzime stejné, jako v odst. 8., vyraz
R(f, 1) = apff™ — a,xf™ ! + ay0?fm—2— ... + (—1)"a o™,

(100)

pouze je nutno jej nynf jinak interpretovat, neZ se stalo ve
vzorci (81). Najdeme snadno

R, = et~ £). (1o1)
Vzorec (82), tedy
R(t,1g) = R(, 1) R(, 9), (102)

podrzi svou platnost i kdyZ jsou f, g, | polynomy. Dikaz se
provédi analogicky, jako v odst. 8.
Také vztah (83) plati beze zmény, takZe je

R(f, 9) = (—1)™"R(g, f) (103)

a stejnd také
R{f,9) = H(y,,}.,—éﬂx,); p=42...,mrv=12..n
ey (104)

Tomuto poslednimu vzorci lze déti zajimavy tvar. Nulové
body polynomi f(z), g(x) oznatme znaky resp. «,, fi,. Pak
je ziejmé

5, A

4 =——’6 = — X ; y — — —, l,:—ﬂ'x';

» 7. * W B *
p=12...mr=12..,n (105)

a vztah (104) miZeme postupné upraviti takto:
R, 9) = [Ttruhr — 8,m) = T Iy onles, — o) =
"y v
= ao"bo"‘n(ocl, — By
v
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Méme tedy resultant dvou polynomb vyjddfen jejich nulo-
vymi body:
R(f, 9) = ag"b,"] [(y — B»)- (106)
B, v

Stejné snadno zjistime, jak se modifikuji vzorce (86).
Upravujice vztah (104), najdeme

R(f,9) = H[H(—x.)(y,,ﬂ. + 8,0 = H(—x.)"'/(ﬁ.) =

"L a8 16 - 160
anebo druhym zpisobem

Bif, o) = T Tratacs + 201 = [ Iplote) =

= a"g(0y) glxxg) ... g(xm)-
Vzorce pro resultant dvou polynomi, analogické vztahiim
(86), tedy znéji

R(f, g) = (=1)™"d"(B) (B2} - .- H(Ba),
R(f, 9) = ag*g(oy) glxp) .- glexpm)- (107)
Také vSechny ostatni ivahy z odst. 8. se pfen4Seji z forem
na polynomy; zvl4ité dilezitd je z nich véta 11. a vzorec (87).
Pokud jde o diskriminant D(f) polynomu (96), nemtiZzeme
jej oviem definovati tak, jek jsme uéinili pro bindrni formu
na poditku tohoto paragrafu (jeZto polynom mé pouze

proménnou z, nelze mluvit o jeho parcidlni derivaci %
podle y). Zato vSak jsou schopny pfeneseni vztahy (91) a
potom (a). UZivajice jich, definujeme diskriminant D(f)
takto:

mf), 1 =TD (108)

1
Dif) = ——

Tento definidni vztah lze oviem upraviti. Podle dosavad-
nich vysledkd totiz mdme
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R(zf', mf) = mmR(zf', f) = (—1)"'m™R(f, x) . B(}, ') =
= (—1y™m™(—1)" {(0) B(f, {') = m™a,R(f, ['),
takZe miZeme vzorec pro diskriminant polynomu (96) na-
psati ve tvaru

D(f) = - - mR(, ). (109)

PouZitim vzorch (107) dosté.vé,me pak diskriminant v ji-
ném tvaru

D(f) = (mag)™—2f'(o;) (g} - .. [ (0tm)- (110)

Existuje je§té dalsi vyjddfeni diskriminantu D(f) pomoci

kofent «,, oy, ..., & polynomu f(z). Od rozkladu (98) snadno

dosp&jeme pomoci vzorch (105) k rozkladu na ,,kofenové

initele*‘:

m

fz) = a] J(e— ) = ayla— o) G —xg) .. B — )y (111)
=

odtud pak nachdzime

fz) = f(x)Z ——

p=1%— /4

tak%e bude
1,m
g = ag] [(org—ar,)
7=

a vzorec (110) nabyvd tvaru

D(f) = mm—aim—2 ﬁ 1_[(0‘0 —0y)- (110)

e=1puzke
Postupem zcela stejnym, jakého bylo pouZito pfi odvozo-
vani formule (94), najdeme také zde

1,m
D(f) = (—1)itmim—1] pym—2g2m—2 T (a, — arg)? (112)
H<e

Sv. 56 — 6 81



a zavedenim Vandermondeova determinantu dile

1, &y, g2 oo™ |2
D(f) = (_l)l[m(m—l)]mm—zaozm—z 1’ Na, “22) veey “2"'_1
1) o‘m, &m®, y & m—1
(113)

Provedeme-li zdvojmocnéni determinantu zde figurujfctho
po sloupcich a oznaéime-li

8k =" + g + ...+ apk, (114)
dostaneme dalsf, velmi zndmy tvar diskriminantu polynomu

Hz):

S 81y e Sm—y
D(f) = (—1)Hmim—Dlym—2q 2m—2 S 82 -y 8m . (115)
81, Smy +-<; Sam—a

Determinant ze vzorce (115) je orthosymetricky (v. odst. 8.
dilu prvého).

Fakt, e m4 polynom f(x) vicendsobné kofeny, kdyZ a jen
kdyZ je jeho diskriminant roven nule, je nyni zfejmy z pou-
hého pohledu na vzoree (112) nebo (113).

S pojmem diskriminantu souvisi ovdem jedté zdkonitosti
povahy mnohem hlubsi, nez ty, které jsme tu probrali.
S nékterymi z nich se sezndmime v odstavei jednajicim
o aplikaci determinanti v theorii rovnic (v. odst. 11.).

Pozndmky. 1. Pojem resultantu byl dokonale znim uZ
Eulerovi (Introductio in analysin infinitorum, Lausanne
1748); methoda, které jsme zde uZili pro jeho konstrukei, je
zndma pode jménem ,,dialytickd‘‘ a pochdzi od Sylvestera
(Phil. Mag., 1840). Souvislost diskriminantu dvou polynomi
8 jejich nulovymi body studovali po prvé Euler (Hist. de
Yacad. de Berlin, 1748) a Cramer (Introduction 4 l'analyse
des lignes courbes, Généve 1750). Vyjédfeni resultantu dvou
forem bindrnich téhoZ stupné ve tvaru symetrického deter-
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minantu (jak jsme se 0 ném zminili na konci p¥. 23) provedi
jako prvy Bézout (Mém. Acad. de Paris 1764), zvI4std pak
elegantni zplisob pochdzi od Cayleya (Journ. f. Math,,
1857).

2. Pojem ,,diskriminant polynomu‘* pochdzi od Syl-
vestera (Philos. Mag., 1851). V ulebnicich algebry se de-
finuje diskriminant ponékud odchylné, nez se stalo ve
vzorci (108); tato odlinost m4 diisledek v tom, %e misto
vztahu (109) vychéz{ pro D(f) jiny:

D(fy = (—1ypmm—11 L ps ) (116)
@y

Pak je oviem nutno patfitnd pozménit i daldf vzorce pro
urdeni D(f).

Pfiklady.
24. Diskriminant bindrni formy 4. stupné
(@, y) = agzt + a2’y + a,2%* + ayzy® + ayt. (117)
0
T — tag® + 3oy + 209* + 0,

)
o= 0 + Zag'y + amy? + dog

Pro diskriminant dostdvdme
4a,, 3a,, 2a,, a5, 0, 0
01 4“0’ 301: 2(1,, ay, 0
a’ a’ 0» 0: 4%: 3“1) 2(12, Qg
R(a_":, E) T |a, 2a, 3ay, 44,0, 0 |° (118)
0, a,, 2a, 3a, 4a, O
0, 0, @, 2a, 3a; 4a,
Skutelny vypodet se provede tak, Ze pofadi fddek zménime
z daného — oznadme je 1, 2, 3, 4, 5, 6 — na nové: 1, 4, 2, 5,
3,6 (v. pt. 22). Determinant, ktery tak dostaneme, jeho
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hodnota je podle pf. 22 rovna — B (g—i, g—;), pak vypodi-

tdme zpisobem naznadenym v pf. 22. Najdeme po dosti
dlouhém poditéni

R(%, g—;) = (3a,® — Baya,) [(9a,2, — 4a,?) (Ba,a, —
— 3a,%) — (12a,8, — 2a,4a,)® + (8a,a,—3a;*)(16a,a,—a,a,)] +
+ (12a4a; — 2a,a,)[(12a,a, — 2a,a,)(8a,a, — 3a,%) +
+ (2,23 — 16a4a,)(12a,ay — 2a,a5)] + (aya3 — 16a4a,) .
- [(8aga, — 3a,?)(8a,0, — 3a;%) — (1622, — a,a,)*] =
= 8(3a,2 — 8aya,)(16a,0,2,2 — 6a,a,%a, —
— 18a,%a,? + l4a,a.a4a, — 3a,a,® — 4a,%a, 1 a,2a.?) +
+ B(Baya; — a,a,)(—48a,a,a,2 + 32a,a.a,a, —9a,a,® +
+ aya.a,2 — 4a,a,.%a, + 3a%asa,) + 8(a,ay — 16a4a,) .
. (—32aal + da.a,04a, + Baga,’a, — 3aya,a0,> —
— 3a,%a,a, + a,%ay?).
Provedeme naznaéend ndsobeni a dostaneme
R(g—:’;, %) = 16(256a,3a,® — 192a%a,a,a.> — 128a.2a,%a,® +
+ l44ala,a4a, — 27a2a,* + 144aa,%a,0,2 — 6aya,2as’a,—
— 80aya,a,%a,0, + 18a,a,a,a,® + 16a4a,%a, — (119)
— daga,a,® — 27a,%a? + 18a,%a,a,0, — 4a,%a,%a, +
+ alasta? — da,%a,’).
Sedteme-li v kaZdém é&lenu viechny indexy u velidin a,
dostdvime vidy soulet 12. Vyjadfujeme to réenim, Ze je

diskriminant bindrni formy 4. stupné isobarickou funkcf
koeficientd a to funkei vahy 12.

25. M4 bindrni forma
= 224 — 928y + 172%® — 16xy° - 6y
vicendsobné linedrni faktory?
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Diskriminant této formy (vypoéitejte jej pfimo podle de-
finice a také podle vzorce odvozeného v pf. 24) md hodnotu
— 1600, takZe lze formu f rozloZiti na soudin &ty¥ linedrnich
navzdjem riznych faktori. Koeficienty téchto faktori ne-
mohou oviem byti vesmés redlné, jeito by v tomto piipadsé
musil byti diskriminant podle vzorce (94) kladny. Skuteéné
lze psati

f=(e—y)2z—3Ylz— (1 —i)yllz— (1 +1i)y),
kde i znadi imagindrni jednotku. Vypoéitejte odtud znovu
podle vzorce (94) hodnotu diskriminantu dané formy.
26. Rozhodnéte otdzku soudélnosti polynomii

fx) =2®—2?—52—3, g(x) =23 — 522 4 32 4+ 9.
Snadno vypoditdme, Ze mé resultant obou mnohoélend
nulovou hodnotu, takZe jsou tyto soudélné. Maji tedy alespon
jeden linedrni faktor spoledny. Ve smyslu véty 1l., jejiz
platnost se pfendsf, jak bylo vyse uvedeno, také na polyno-
my, sestrojime matici M, a zkoumédme jeji hodnost ;.

Méme zde

1, —1, —5, —3, 0
0, 1, —1, —5, —3
M=\ _5 3 9 o
0 ]l _'5) 3-1 9

a snadno najdeme b, = 3, takZe maji polynomy podle v&ty
11. alespori dva spoledné linedrni faktory. Sestavime jeité
matici M,
], =1, —5 —3
=l = 7

jeji hodnost je k, = 2 a polynomy maji nejvétsi spoledny
délitel pravé stupné druhého. Urdete jej zndmym Euklido-
vym postupem a rozloite pak oba mnohoéleny na linedrnf
faktory.
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