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11. ALGEBRAICKE ROVNICE.

Také v theorii algebraickych rovnic lze pfi mnoha diile-
#itych otdzkdch s vyhodou pouZiti theorie determinanti.
Nékteré, sem patiici vypolty jsme provedli jiZ d¥ive, takZe
budeme &asto moci vysledky tam ziskané prosté pfenésti do
»mluvy rovnie*‘.

Zékladni ilohou nauky o rovnicich jest dkol nalézti nu-
lové body polynomu s komplexnimi koeficienty. Lze na-
hlédnouti snadno, Ze je moZno bez ujmy obecnosti vyjadFiti
tuto zdkladni dlohu matematicky poZadavkem: Uréiti
viechny hodnoty (jsou-li jaké) x tak, aby bylo

f@) = 2" + ayz"t + a2 + ... + Gpy® + a, = 0; (161)

¢isla ay, a,, ..., a, jsou komplexni.
Jiz d¥ive jsme nalezli vyjddienf polynomu f(z) takto:
fl2) = (& — z,) q(2) + f(z,); (162)

¢(x) je polynom stupné (n — 1)-ho, jehoZ koeficienty podi-
tdime nejsndze Hornerovym schematem. Je-li z; kofenem
rovnice (161), takZe plati f(x,) = 0, méme

[@) = (z — =) glx); (163)
je tedy v tomto pfipadé f(z) délitelno vyrazem (¥ikd se
také kofenovym &initelem) z — x,. JestliZe jest naopak f(x)
délitelno dvojélenem x — z,, lze psiti f(x) ve tvaru (163),
z n&hoZ je ihned patrno f(z,) = 0. MiZeme tedy vysloviti
vétu:

Nutnou a postadujict podminkou, aby méla rovnice (161)
kofen z,, je délitelnost polynomu f(x) vyrazem z —z, ¢. j.
moZnost vyjddfiti f(x) ve tvaru (163).

Pokud jde o zédkladni otdzku, mé-li algebraickd rovnice
viibec néjaké kofeny, odpovidd na ni fundamentélni véta
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algebry. Vyslovime ji (oviem bez dikazu; ten je pfedm&tem
algebry, nebo, v jednoduché formé&, theorie funkei komplexn{
proménné) tieba takto:

KaZdd algebraickd rovnice n-tého stupné s komplexnimi
koeficienty md prdvé n komplexnich kofend; tyto mohou byis
zédsti (nebo také vlechny) navzdjem stejné.

Oznadime-li kofeny rovmice (161) znaky =z,, z,, ..., Z,,
dostaneme postupnym uZitim vztahu (163) vyjddfeni rov-
niéniho polynomu f(z) pomoci t. zv. kofenovych &initeli:

@) = (@—m) @—2) ... @—=).  (164)

Prévé napsany vztah vede k daliim zajimavym disled-
kiim. Provedeme-li ndsobeni a porovndme pak koeficienty
pfi stejnych mocnindch z na obou strandch rovnosti (164),
dostdvime

(—1)ya, = Z TiZiy . Ty, v=12,...,n (165)

S e by

séitdni se provadi pfes viech (:") kombinaci 1y, t, ..., &,

v-té tiidy z prvkid 1,2,...,n. Vyrazim na pravé strand
rovnic (165) se ¥ikd zdkladni symetrické funkce kofenii z,,
Zy, ..., T, plvodni rovnice. Kaidy z nich se v matematice
charakterisuje svym prvym ¢lenem (to se ostatné &ini vibec
pii kaZdé symetrické funkci kofenil) a vztahy (165) se pisi
téZz ve tvaru

(—1ra, =Zxyzy...2, v=1,2,..., 0. (165")

Ze symetrickych funkci kofen’ se velmi dasto setkdvdme
8 t. zv. potenénimi soulty s,, sy, 8, ...; tyto jsou definoviny
vzorci

kY

s, ="+ +...4+=°,v=012,.. (166)

a existujf mezi nimi a koeficienty dané rovnice jisté vztahy,

103



fik4d se jim relace Newtonovy, jeZ dovoluji vypodisti jedny
pomoci druhych. Odvodime je z rovnosti
oz, .y = () 2 L)
(T T T F Ty T Ty L) =
= (g Hlzy ..z + )+ (@ T, ) =
= Xz g, Loz, 4 BE T, L Ty,
&ili
@8 —x = (—1) T+, ... 2, +
+ (1B ey By, = 1,2, ..,k — 2, (167)
sedtenim
E—2
20,8 = Z(—l)"Z}:u:l"f—"“a:2 e Ty —
x=1
k=1
— (1) ety |, = — Tk +
2

=
+ (—1) 2z 2z, ... )y
a dodatednym pfipodtenim vztahu daldfho (dokaZte jej)

A8 = (1) 120, ... 2y + (—1)F1.

)X S (167')
Tak dostaneme Newtonovy vzorce ve tvaru
80—y + 88—y + ... + 8,0, + 8, = — kay;
k=1,2,3,.. a =l (168)

Byly sice odvozeny za pfedpokladu, Ze jest & < =, plati viak
také pro viechna k > n, poloZime.li jen a, =0 pro k =
=n+1n+2...

Z jednotlivych rovnic (168) lze postupnd poditati potenéni
soudty sy, $,, ... & naopak zase vyjddfiti koeficienty rovnid-
niho polynomu f(x) pomoci potenénich soudtii kofend pfi-
slufné rovnice. Tyto vypodty je téZ mozno provésti pouzitim
soustavy linedrnich rovmic. Dostaneme tak piehledné for-
mule
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ay, 1, 0, 0, 0
2a,, a, 1, 50, 0
sl w0 e
»—1la—,;, ar >, a, 4,...,a,, 1
va,, Ay yy By gy o.ny Oy, Gy
»=2,3,...; o=m, 8, = —a,,
s, 1, 0, O, .,0, 0,0
8, 8, 2, 0, ..,0, 0 0
(=18, 8, 8, 3, .,0, 0,0 (170)
LY T !
81, S5, Sy—g, Sy—ygy .-y 3py 8y, ¥ — 1
Sy S8y—1, Sv—gy S4—3, .- 83, Sy 8
v=2,3,4,..;8, = —3s,.

Dalif diilleZitd otdzka, jeZ se pfi studiu algebraickych rov-
nic naskytd, je ta, zdali m4 dand rovnice vicendsobné kofeny.
Abychom ji zodpovédéli, stadi ve smyslu ivah odst. 9. vy-
potitati pro pfedloZenou rovnici jeji diskriminant; je-li tento
roven nule, existujf kofeny vicendsobné, v opa¢ném piipads
nikoli (dtikaz viz v odst. 9.). Misto obecnych vzorcii uve-
denych v odst. 9. vystadime v theorii rovnic s jednodussimi
a budeme pod pojmem diskriminantu rovnice (161) rozuméti
jeden z téchto t¥f navzdjem stejnych vyrazi:

1,n
A(f) = (—1)re=01 _R(f, ) = [ [(@, — o2 =

v<o
8, 8y, 8a, ceey Sp—my
8, 8y, 383, ey 8g
= | &, 33, 84, PRYR. PO (171)
Sp—1) %ny Snt1r 0o San—2

Pfi tom znadi R(f, f') resultant polynomu f(x) a jeho prvé
derivace f'(x).
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Pouhym pohledem na druhy tvar diskriminantu ve vzor-
cich (171) nahlédneme nyni spravnost této véty o vicendsob-
nych kofenech rovnice:

Nutnd a postaujict podminka, aby algebraickd rovnice méla
alespoti dva stejné kofeny, jest anulovdni jejtho diskriminantu.

Hodnota diskriminantu jest v3ak spolehlivym voditkem
také pfi podrobnéjSim zkoumdani povahy kofeni piedloZené
algebraické rovnice v tom piipadé, Ze md tato vesmés
re4dlné koeficienty. O rovnicich tohoto druhu jest znimo,
Ze jejich nikoli reidlné kofeny se vidy vyskytuji v parech
navzdjem komplexné sdruZenych; m4i-li tedy rovnice s re-
Alnymi koeficienty komplexni kofen z, = £, + in,, m4 nutné
za kofen téz &slo konjugované x, = §, —in, & oba tyto
kofeny maji stejnou ndsobnost (dikaz nalezne &tendf ve
vétsiné ulebnic algebry; je ostatné tak jednoduchy, Ze si
jei kazdy miZe bez nesndzi provésti sdm).

Nechf mé rovnice s redlnymi koeficienty kofeny navzdjem
rizné. Jejf diskriminant je pak oviem nenulovy. UkdZeme
si, Ze jest to realné &islo, které ddva svym znaménkem cenné
informace o bliZ$i povaze kofend. Oznaéme tyto kofeny
(sefadivie je tak, Ze napfed stoji pary komplexné sdruZenych
a teprve za nimi ndsleduji redlné) symboly

Zy, Xy, T3, Ty, Tpy Ts5 +- - Lam+1 Lam+15
Tom+3s Tam+4s +-+» Tn—1y T (172)

a vypotitejme pomoci nich diskriminant A(f) dané rovnice,
pouzivajice k tomu druhého tvaru daného vzorcem (171).
Snadno najdeme, Ze md tento diskriminant tvar

A(f) = (—=1)m+1P?, (173)

kde jest P ¢&islo redlné.

Odtud vyvodime lehko tento disledek o povaze kofent
dané algebraické rovnice:

Nutnd a postabugjici podminka, aby algebraickd rovnice s re-
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dlnyms koeficienty méla sudg polet pdri kofend komplexn&
sdrufenyjch, je ta, aby byl jejt diskriminant kladny.

Sprédvnost tohoto tvrzeni je zcela evidentn, kdyz uvdZime,
%e m4 ve smyslu oznadeni (172) rovnice pravé m + 1 pari
takovychto komplexné sdruZenych kofeni, tedy pravé tolik
pari, kolik &ini mocnitel zdporné jednitky ve vzorci (173)
pro diskriminant A(f) té rovnice.

V technickych aplikacich theorie determinantd (v prvé
fad$ pfi studiu spfaZenych kmitovych soustav) maji znaénou
dileZitost hlavni minory A,(f) diskriminantu A(f) rovnice
(161), definované vztahy

‘90) '51) 82, » av—-l
8y, 8, 83, ceey 8y
A,(f) = | 8, 83, 84 -0y Syig (174)

81y Suy Syqpy e S—p ;v =12..,n—1

Potfeby fysikdln&-technické praxe zidaji &asto vyjddFiti
tyto veli¢iny A,(f) jednak pomoci kofent z,,x,,..., z,,
jednak piimo pomoci koeficientd a,,a,, ..., a, dané rov-
nice (161).

Prvni problém roziesime snadno tim, Ze vezmeme v ivahu
¢tverec matice

1, 1, 1,  ..,1, 1
1) T,y 3’3’ ’ xﬂ_‘ll T,
2
xlzv T 3 » Ta—1 zua
—1 —1 —1 —1 —1
TP LT, X, L, T, X,

potitany jako fddkovy souéin dvou stejnych matic (definici
viz v prvém svazku na str. 21).

Podle definice je &tverec pravé roven determinantu 4,(f),
na druhé strané viak m4 tyZ étverec podle vzorce (47) a pfi-
sluiného pravidle z prvé &4sti této knitky hodnotu
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pii demZ se stitd plese viech (:L) kombinacf g, g,, 03,

..., 05 ¥-té tiidy z &isel 1,2, ..., n.
Méme tedy hledané vyjddfeni determinantii (174) pomoci
kofenl x,, x,, 2, ..., z, dané rovnice (161) ve tvaru

1, 1, 51 2
Ty, Top  +oo Ty,
2 2 2
A() = Z | %b T T, (175)
vr—1 v—1 v—1
Zo,  » Tgy s eens T, ;i v=012...,n—1.

Tento vzorec plati i pro ¥ = n a ddvd pak oviem hodnotu
diskriminantu A(f) dané rovnice (161).

Abychom zavedli do vyraza A,(f) koeficienty a,, a,, ..., a,
rovnice (161), nabizi se vzhledem k platnosti Newtonovych
relaci (168) piimo tento postup: K (¢ + 1)-mu sloupci
8¢y 894+1) St - -+» Sg+v—y determinantu A,(f) pti¢téme line-
érni kombinaci viech sloupcii pfedchozich prvym poéinajice
a to kombinaci se soudiniteli a,, @, @p—y, ..., a,. Prvek
doo+1 = Sp+0—1, ktery stdl plivodné na g-tém misté onoho
(o + 1)-vého sloupce (¢ = 2, 3, ..., »), pfejde touto tipravou
podle Newtonovych formuli v novy

€ag+1 = ~— Qe+1850—2 ~— T +280—3 — - -+ — Bgto—g51 —
—(+o—1)ape; (176)
€lo+1 = S¢ T @gSo + Ge—181 + Cp—o83 + .- + 018 =
= (n—p) a,

Provedeme-li popsanou operaci postupné pro ¢ =1, 2,
...,»— 1, objevi se determinant A4,(f) ve tvaru
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8, (m—Nay,...,(n—v+1)a,,

8y, €99, ceey oy
Av(f) =8 €32, -ees €go
8y—1, €y ceey Epy

Tento determinant podrobime obdobné tipravé, jakd byla
prévé provedena s pivodnim tvarem A,(f): K jeho (z 4+ 1)-
vému Fidku 8%, €r41,2) €x+1,9) -0 05 Crtre Pﬁéteme linedrn{
kombinaci viech f4dkd pfedchézejicich drubhym poéinajice
a to kombinaci s koeficienty a,,, a;,, a;—, ..., a,. Tam,
kde stdl v determinantu 4,(f) prvek e;; . (0 =2, 3,...,7),
bude nyn{ novy

hitro =Crir0 + Bl + B g0+ ... +

+ @s—€30 + Q16345 (177)
ht+l.1 =8+ 08— + y83— + ... +
+ @335 + Ar—y8; = — Ty

Provedeme-li prdvé zminénou ipravu postupné pro
1T=2,3,...,vy—1, dostdvime pivodni determinant ve
tvaru

30, (n—l)a].,"') (n—v+l)a,_1
8y, €99, crey Cgy
Ar(/) = | —2a,, haz» LR ha- ’
_(’, — 1) a'_l, h'n, ....... , h" ............
v=34, .. ,n—1 (178)

vztahy (178) budeme povaZovati za FeSeni naseho problému,

jeZto lze velidiny A, e zde figurujfcf snadno vyjddfiti po-

uZitim vzorcd (176) a (177) pomocf koeficientd a,, a,, ..., a,.
Tak dostdvdme obecnd

1
Prtre = — %(w +17—1—2) a.0uts—g—n
17=23 ..,v—1, ®=23,...,¥ (179)
o =—wa,;, W =2,3,...,¥ 8=mn, 8§ =—a,.
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Vysledek dany vzorci (178) a (179) — ty ostatnd plati
i pro v = n a vedou pak piimo k vyjddfeni diskriminantu
A(fy-dané rovnice (161) — zcela postadi pro potifeby béiné
praxe a nebudeme se proto zabyvati daldi jeho upravou.
V rdmci tohoto svazku radéji pouZijeme prévé ziskané sku-
tetnosti k dikazu této dilezité v&ty (L. Baur, Math. Ann,
50, 241, 1898):

Nutnd a postadujici podminka, aby méla rovnice (161)
prévé » navzijem riznych kofenid, jest vyjiddfena vztahy

Avis(f) = Auiol) = ... = Auif) = A(H = 0,
4,(f) # 0. (180)

M4-li totiz rovnice (161) praveé » rliznych kofend, obsahuje
kaZdy s¢itanec ve vyrazu utvofeném podle vzorce (175) pro
4,4 ,(f), p=1,2, ... alespoit dva stejné sloupce, takZe je
roven nule a tim i determinant 4,4 ,(f) samotny. Naproti
tomu neni roven nule determinant A4,(f), jeZto jest soudtem
samych navzdjem stejnych nenulovych séitanci — kazdy
z nich je étvercem Vandermondeova determinantu utvofe-
ného z » riznych kofent rovnice (161), podle piedpokladu
existujicich.

Ze jsou podminky (180) pro existenci prdvé » navzdjem
riznych kofenil rovnice (161) postadujici, dokdze si &tendi
zcela snadno sdm — stadi ukézat, Ze by disledky existence
jiného poltu riznych kofend, neZ jest », byly ve sporu
8 predpoklddanymi vztahy (180).

Kdy?% jsme se pomoci diskriminantu A(f) dané rovnice pfe-
svédéili o tom, zdali tato mé vicendsobné kofeny a kdyZ ndm,
v pifipadé, Ze vicendsobné kofeny existuji, ukdzala fada
minori 4,(f), kolik mé rovnice celkem navzijem riiznych
kofenl, muzZeme je§té snadno sestrojiti novou rovnici, kterd
mi tytéz koteny, jako rovmice dand, kaidy vSak pouze
jednoduchy.

Je-li f(z) = O rovnice ptivodni, m4 tato novéd rovnice tvar
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Ha)
d(x)

pii demZ jest d(x) nejvétiim spoleénym délitelem pivodniho
rovniéniho polynomu f(z) a jeho prvé derivace f'(z).

Sprdvnost této konstrukce jest diisledkemn zndmé skuted-
nosti (¢tendt si ji ostatné dokdZe zcela snadno sdm), Ze jest
kaZdy kofen rovnice f(z) = 0 také kofenem rovnice f'(z) = 0,
av3ak s ndsobnosti o jednidku niZ&i.

Zajimavé tivahy se poji k otdzce spoleénych kofend dvou
algebraickych rovnic

fz) =0, g(x) =0 (182)

=0, (181)

stupnf resp. m, n.

O tom, maji-li takové rovmnice vitbec néjaky spoleiny
kofen, nds informuje resultant (99) polynomt f(x), g(x).
Je-li roven nule, existuje takovy spoletny kofen alespon
jeden. MiZe jich ov3em byti vice a o tom, kolik jich vskutku
jest, se poudime vhodnym pouZitim véty 11., kterou snadno
pfeneseme na pfipad rovnic a vyslovime ji zde, vzhledem
k jeji dilezitosti, jeSté jedenkrite takto: '

Maji-li rovnice (182) alespon r + 1 spolenych kofenii
(potitdme je i co do ndsobnosti — tedy na piiklad kofen
trojndsobny jako tfi kofeny), jest hodnost matice M,,
vzniklé z resultantu E(f, g) zplisobem popsanym ve vété 11.
(str. 66), mensi neZ m + n — 2r a naopak.

Dikazy vSech téchto tvrzeni byly uZz provedeny, nebo
asponn dostateéné naznadeny v odst. 8. a bylo by zbytedné
je zde opakovati. Misto toho si radéji ukdZ%eme, jak je prin-
cipielnd moZno nalézti &fselnou hodnotu spoleéného kofene §&
rovnic (182) v pfipads, Ze je takovy spoledny kofen jediny
a jednoduchy.

Tu plati zfejm8 rovnice

H§) =0, £f(§) =0, £f(§) =0,...,2f) =0
9(6) =0, £g(§) =0, £g(5) =0,...,§m*g(§) = 0, (183)
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které predstavuji systém m + n — 2 homogennich rovnic
prom + n—1 velidin 1, §, £, ..., é7+7—2 a podle piikladu
11., vzorce (22) je moZno tyto veli¢iny jednoznadné stanoviti.

V obecném pifpadd oviem urdfme spoleéné kofeny rovnic
(182) tim, Ze stanovime nulové body nejvétsiho spoleéného
délitele obou rovniénich polynomi f(z), g(z). Tyto nulové
body jsou pak hledanymi spoleénymi kofeny.

Nyni si jedté viimneme jisté skupiny algebraickych rovnic,
které maji zdsadni dileZitost nejen v celé fads otdzek &istd
matematickych, ale také v mnoha pfipadech fysikdlnich
a technickych. S prisludnymi aplikacemi se obezndmime
v dalsich svazcich této knizky, zde prozatim upozornime
zcela namdtkou alesponi na nékteré pifpady, kdy se zminé-
nych rovnic a jejich vlastnosti s vyhodou pouZiva: V theorii
kmitovych soustav, pii fysikdlnfm pouZitf tensorového
podtu, pfi Fedeni nékterych uloh z theorie pruZnosti, v ne-
beské mechanice atd.

Zgkladni tilohou pro nds bude studium vlastnostf kofeni
rovnice D(z) = 0, pfi ¢emZ vznikne rovni¢ni polynom D(z)
tim, Ze ke vSem hlavnim prvkim Hermiteova determinantu
(definici a zdkladnf vlastnosti nalezne étendf v prvém svazku
na str. 45) 4 = |a,|; ¢,k = 1,2, ..., n pfiddme nezndmou
veli¢inu z.

Tato rovnice — nazyvime ji rovnici Hermiteovou — nemé
kofend ryze imagindrnich. Ze vztahu D(if) = 0, & redlné,
by totiZ plynulo D(if) . D(— i£) = 0, to jest — provedeme-li
naznadené zde nésobeni tak, %e kombinujeme fddky deter-
minantu prvého se sloupci druhého —

¢ + &% ¢y, veos Cin
Ca15 Con 1 &% ..., Cop =0, (8)
cnl’ cn2) » Can + Eﬁ
pHi demz jest
n
Cir = 28l 4 k=1,2,...,n. (b)
ve=1
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Prédvé napsany vztah (a) je viak moZno podle vzorci (85)
a (87) v prvém svazku vyjddiiti také rovnosti

HE) =80 4 9,800 + 9,800 + L+ ye a8+ ¥a =0,
(c)
v niZ znaéi y, soudet viech r-fadovych hlavnich minord de-
terminantu C z relace (a).
Ka2dy takovyto r-Fadovy hlavni minor |cie,°|; g,0=1,
2, ..., r viak jest fddkovym soudinem matice

8 maticf, kterd z ni vznikne vzdjemnou vyménou obou in-
dexti u jednotlivych prvki [tuto skutednost si étendf s po-
uZitim vzorci (b) snadno ovéf podle definice f4dkového sou-
¢inu dvou matic ve svazku prvém] a podle vzorce (47) prvého
dflu tohoto spisu lze tedy kazdy takovy r-fadovy hlavni
minor Ic,‘,‘a] psati ve tvaru

@ ai.z: ceny Qg

ai,l’ ai,z’ st a’i,.n

Qi iy -0 a’i,v' Qy,5ys Dygiyy <oy ar,i,

|c,o‘a| =0 R B N ,
iy a’i'v.’ LKD) a’i,v, av,i,’ ar,ir, crey a’v,i'

pli ¢em?Z se stitd pfese viech (:") kombinacf »,, ,, ...,,

dsell, 2, ..., n.

Podle definice Hermiteova determinantu viak platf zcela
obecnd a,; = a,; (slem Z oznadujeme, jak jest zvykem,
komplexni &slo sdruZené s &slem z) a proto jest kaidy
stitanec ve vyrazu |c,, | &islo nezdporné (jakoito soutin
dvou ¢fsel, zde determinant#, komplexné spolu sdruZenych);
tuto vlastnost pak mé té% minor |, | samotny a tudiZ takeé
soudinitel y, ve vztahu (c).

M4 tudiZ pro kaZdé redlné & & 0 funkce f(§), jak jsme ji
zavedli v (c), zcela jistd hodnotu kladnou a dochézime tak
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ke sporu se vztahem (c), jenZz byl disledkem pfedpokladu
existence ryze imagindrniho kofene i§é Hermiteovy rovnice
D(z) = 0. Tato tedy opravdu nemd ryze imagindrnich ko-
feni.

Pomocf této skutednosti a na zdkladé toho, Ze vznikne
z pivodniho Hermiteova determinantu A pri¢tenim libo-
volného redlného &fisla k elementim hlavnim zfejmé opét
determinant typu Hermiteova, nahlédneme snadno, Ze ne-
mize miti Hermiteova rovnice D(z) = 0 ani Zddnych kofent
komplexnich a proto jest viech jejich n kofenid redlnych.
Tuto dilezitou skuteénost vyslovime

vétou 13. Viech n kofenid Hermiteovy rovnice

| @y + =, a5, A |
D)= |%v Ot Bl =0, (184)
aﬂll aﬂz) R | aﬂﬂ + x
a=0a L,Ek=12...n

jsou &isla redlnd.

Prvym skoro bezprostfednim dusledkem této véty jest
fakt, Ze mé rovnice obdobnd ku (184), pfi niZ viak jest
zdkladni determinant A4 determinantem polosoumérnym
8 redlnymi prvky (definice a hlavni vlastnosti jsou uvedeny
v prvnim svazku), kofeny vesmés ryze imagindrni (také
nulu poklddédme v pifpadé potieby za éislo ryze imagindrni).

Zvl4stni pozornosti zasluhuje ten pfipad, kdy jsou kazdé
dva sdruZené prvky a;;, a,; determinantu ze vztahu (184)
stejné, takze jest zdkladni determinant pfisluSné rovnice
determinantem soumérnym s elementy vesmés redlnymi.
Rovnici se pak fikd sekuldrni (saeculum — stoleti; rovnice
m4 svou roli pfi studiu stoletych poruch v pohybu obé&Znic)
a jeji kofeny jsou oviem podle véty 13. vSechny redlné.

Abychom se mohli vénovati diileZité otdzce vicendsobnych
kofent rovnice sekuldrni, pfipomeneme si jisté jednoduché
skutednosti z theorie determinanti.
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Matici h-fadovych subdeterminantt daného determinantu
A =la,l; i,k=1,2,...,n nazveme kaidou (;:)-i"a,dovou
&tveretnou matici, v jejiz obecné Fddce stoji jako elementy
viechny A-fadové subdeterminanty, které lze vytvofiti
z tychZ h Ff4dkl determinantu 4 a v obecném sloupci viech

h
daného determinantu A4.

Pouzivajice tohoto pojmu, dokdZeme si tuto dilleZitou

vétu 14. Matice h-fadovych subdeterminantd n-fadového
determinantu 4 o hodnosti 2 mensi neZ » mé hodnost 1.

Bez 1ijmy obecnosti lze u takového determinantu A totiz
poklddati za navzijem nezdvislé fddky s pofadovymi &isly
1,2,...,h a podle definice zdvislosti &{selnych soustav (viz
odst. 1.) psiti

(n) subdeterminanti, které lze sestaviti z urditych & sloupci

h
Qo ='gl;~aqaw; 0, 0= L2..,mn, (d)

Pii ¢em? m4d ovient pro p =1, 2, ..., & veli¢ina 4,, hodnotu
Kroneckerova symbolu §,, (definice ve svazku prvém na
str. 14).

V disledku vztahu (b) jest h-Fadovy subdeterminant
M, =|a .|, #»¢=1,2, ..., determinantu 4 soudinem
determinantu A, = |i,,; #,v=1,2,...,h a subdeter-
minantu 4, = |a,. |; w,7 = 1,2, ..., b téhoZ determinantu
A a to soudinem vzatym po sloupcich. Plat{ tedy

M), = A,4,, (e)

takZe jest kaidy k-fadovy subdeterminant M, determinantu
A dmérny subdeterminantu A4, stejnolehlému s nim v ma-
tici prvych kb (navzijem nezdvislych) f4dki determinantu 4.

Koeficient dmérnosti jest pro viech Z) subdeterminanti

vzatych z tychZ ¥4dkd (u nds to jsou Fddky s pofadovymi
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&isly i,, 4y, ..., ¢,) determinantu 4 ty% a roven A,; méni se
pouze v tom pifpads, Ze tvoiime subdeterminanty M,
z prvkd jinyeh A ¥f4dkd daného determinantu A.

Odtud jest platnost véty 14. vzhledem k znimym vétém
o hodnosti matice (specidlné viz vétu 11., svazek prvy, str.
24) jhned patrna.

Je-li ve zvldstnim pipadé dany determinant 4 soumérny
8 redlnymi prvky (tak jako prdvé u rovmice sekuldrnf), vede
véta 14. k tomuto dileZitému a &asto pouZivanému disledku:

V soum&rném determinantu A = |a,f; 1,k =1,2,...,n
8 redlnymi prvky a s hodnosti & existuji nenulové hlavni
minory h-fadové a jsou viechny téhoZ znaménka.

Ka%dy dvoufadovy determinant matice k-fadovych sub-
determinanti naSeho determinantu 4 je totiZz podle véty 14.
roven nule. Toté% tedy plati i o téch dvoufadovych deter-
minantech oné matice, v jichZz hlavni dhlopfiéce stoji ele-
menty rovné néjakym dvéma hlavnim minorim A-fadovym
M,, N, daného determinantu 4. Je%to je tento podle pfed-
pokladu symetricky, jsou pak zbyvajici dva prvky kazdého
takového dvoufadového determinantu sobé rovny — jejich
spoleénou hodnotu (tato je oviem redlnd) oznadme P,.
Platf tedy

M,N, = P;? f)

a kdyby byly hlavni A-fadové minory determinantu A
viechny rovny nule, mél by tento determinant nulové viibec
vBechny h-fadové subdeterminanty a jeho hodnost by byla
mensf neZ h, coZ odporuje pfedpokladu. Existuji tedy
vskutku v determinantu 4 nenulové hlavni minory h-fa-
dové a tyto maji pak oviem vzhledem ku vztahu (f) v8echny
totéZ znaménko.

Nyni uZ snadno dokdZeme tuto dileZitou vétu o vice-
ndsobnych kofenech sekuldrni rovnice D(z) = 0:

Redlné &islo & jest (n — h)-ndsobnym kofenem sekuldrné
rovnice D(x) =0, kdyZ a jen kdyZ md determinant D(£)
hodnost h.
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Je-li totiZz & koFenem oné rovnice a to s ndsobnosti n — &,
plati (jak zndmo z nauky o algebraickych rovnicich) soudasné
vztahy

D) =0,D'(&) =0,D"(£) =0, ..., Din=h=1)(&) = 0,
D#=m(£) % 0. (8)
Uvahy obdobné t&m, které byly provedeny v souvislosti
se vztahem (86) v prvém svazku, nds vedou kekonstatovéni, Ze
jest v-t4 derivace D®)(x) rovni¢niho polynomu D(z) imérna
soudtu S, (xr) viech (n —v)-fadovych hlavnich minord
determinantu D(x) a proto jest moZno psiti vztahy (g) také
ve tvaru
D(§) = 0,8,4(5) = 0,8, 4(8) =0, ..., 8p41(§) =0,
Sy(&) + 0. (k)
Tyto relace jsané ukazuji, e nembze byti hodnost deter-
minantu D(£) vysii neZ k, jeito by pak podle véty o hlavnich
minorech soumérného determinantu platilo S,(£) 4 0 pro
r > h, co? odporuje vztah@im (k). Ze nemiiZe byti ona hod-
nost niZ8f neZ k, je patrno ihned z posledni relace (k); pod-
minka uvedend v nasi vété jest tedy nutnd.
M4-li determinant D(£) hodnost %, plati zfejmé vztahy (k)
a tedy i relace (g). To oviem znadi, Ze je & prdvé (n — h)-n4-
sobnym kofenem rovnice D(z) =0 a véta jest dokdzéna
v celém rozsahu.
Nakonec si je$té v8imneme rovnice

ay® + by, 1% + by oy Gy + byp
Flz)=| @ T 0a 0a® +bas s 0 +bun | _ (185

A + bnli Aol + bnz: o> Bpn® + bnn
v niZ jsou a,y, by redlnd &isla, o kterych opé&t plati
Qi = Qpiy by = byss 1,k =1,2,..., 0. {0
Také tato rovnice (pravé studovand rovnice sekuldrnf jest
zfejmd jejim zvldStnim piipadem) se dasto vyskytuje v apli-
kacich fysikdlnich a technickych.
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Za predpokladu, Ze jest
F(x + i) = 0, (m)
m4é systém

zl[(,)( + iﬂ) Ay + bvo] To = 0; »= 1) 2’ e M (n)
o=

n homogennich rovnic rozhodné nenulové feseni z,, z,, ..., z,.
Pigeme-li takové feSeni obecné ve tvaru

T, =& +in,0=12,..,n
dévaji soustavy (n) tyto dva disledky

Zl[(oca.,o + b Eg— Pl =0 v =1,2,...,n
=

Zl[ﬂa,,afo + (08, + byg) ] = 0; ¥ = 1,2, ..., 1.
e=

Nésobime-li rovnice prvé soustavy po fadé &isly #, 7,
.-.sNn, @ pak sefteme, rovnice druhé soustavy &isly &,
&, ..., £, a opét setteme, dostaneme odedtenim takto zis-
kanych vysledkd vzhledem k platnosti vztahli (1) postupné

0=

v

M=
M=

[(aa,.e + b|0 EQ”]V 5a1’9n977"] -

1

e

lM:
|‘[\/]3

ﬂavq£g§v (‘Xavq + bvo) 7]0&»] =

V=

1,n
= - ﬂ[z;,a'eo(fqz + 7792) + 2;“00(50‘50 + 779776)]'
e= eFo

Za dodateéného piedpokladu, Ze jest kvadratickd forma

Ln

Zai w2 definitni (viz odst. 12.), odtud plyne § = 0 a rovnice
3,
(185) tedy mé vesmés redlné kofeny.
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Ptiklady.

Obecné vyvody tohoto odstavce si oziejmime vzhledem
k jejich zvldstni diileZitosti pro fysikdlni i technickou praxi
na nékolika p¥ikladech.

Pfiklad 29. M4 rovnice
f(x) =25 — 62® + 2822 — 43z + 20 =0  (186)

celistvé kofeny?

Tato rovnice jest algebraickd, stupnd pitého s redlnymi
koeficienty, takZie m4d podle fundamentdlni véty algebry pét
kofent, z nichZ komplexnise mohou vyskytovat pouze v pérech
navzéjem sdruZenych. ProtoZe je dand rovnice ddle pfimo
typu (161), plati vzorce (165), tedy specidlnd pro y =5
vztah

— a5 = — 20 = I, %,Z57,T5,
pri éemz znadi z,, ..., z; kofeny nasi rovnice (186).

Je tedy kaZdy kofen dglitelem &sla 20, takie stadf k zod-
povédéni uvedené otdzky vyzkoufeti, vyhovuje-li rovnici
nékterd z hodnot: 4 1,4+ 2,4+ 4,4 5,4 10, 4+ 20. PH-
sluiné vypodty provddime oviem Hornerovym schematem
a snadno se pfesvédéime, Ze z téchto dvandcti &isel spliiuji
rovnici (186) dvé, totiz —4 a 1. To jsou tedy dva kofeny nasf
rovnice a z nich jest kofen 1 dvojnisobny, jeito plati vedle
f(1) = 0 také jest& f'(1) = O, aviak f’(1) = 0.

Zbyvajici dva kofeny si uz StendF snadno urdi sim.

Priklad 30. Vygetiiti vlastnosti kofenh kubické rovnice

f(#) = 2° + 30,2 + Boxg7 + 43 =0, (187)
jsou-li &y, &y, oy &sla redlns.

Pomoci Newtonovych vzorct (168) nebo ptimo podle vzor-
ce (169) si uréime napfed potendéni soudty sy, s,, $;, 85, 84. Jed-
noduchy podet ddvi

8 = 3, 8 = — 3y, 8, = 9,2 — B0y,
83 = — 270, + 270,00 — 3oxg,
8 = 8loy® — 1080%x, + 120005 + 180 2
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a fada (174) hlavnich minord A4,(f), A,(f) diskriminantu
A(f) rovnice (187) zde jest:
A,(f) = 3, Aa(f) = 18(0s2 — ).
Diskriminant A(f) samotny mé pak podle vzorce (171)
hodnotu
A(f) = 27(— 40,30 + Bory20,® + Boyoxgong — 4oy — oig2).
(188)
Podle vztahli (180) a véty k nim patfici dostaneme po

malém poéitdni nutné a postadujici podminky, aby méla
rovnice trojndsobny kofen:

(xlz = \'xg, 0‘13 = aa. (189)

Tento kofen jest pak oviem redlny a roven &fslu — ;.
K tomu, aby méla rovnice (187) prdvé dva rizné kofeny,
jest nutno a stadi, aby bylo

4o, 30cg — 3ouBong? — Bocyogong + 4ocy® + g2 = 0,
0(13 — az =‘= O- (190)
V tomto pif{padé mé naSe rovnice kofeny vesmés redlné
a jeden z nich je dvojnésobny.
Podminka
406,30cq — 30,2000 — Boxjog0rg + do® + 2 0 (191)

je kone&né nutnou a postaditelnou k tomu, aby byly viechny
tfi kofeny rovnice (187) navzdjem rizné. Je-li vyraz (191)
zdporny, jsou kofeny vesmds redlné, je-li kladny, existuje
pér kofend komplexnd sdrufenych; to jest diisledkem
vzorce (173) a véty k nému patei.

Prfiklad 31. Studovati povahu kofendi rovnice bikvadra-
tické

fx) = z* + 40,7® + 6og2® + doyz + o, =0 (192)

8 redlnymi soudiniteli «,, g, g, o4
Pro hlavni determinanty A,(f), 4,(f) mime zde podle
vzorch (174) a Newtonovych vztaht (168) pfimo hodnoty
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A\(N) =4, Ay(f) = 8¢8, — 8,° = 48(x® — ), (193)

A,(f) a diskriminant A(f) = 4,(f) uréime podle vztahd (178)
a (179).

Pfedné vypoditdme podle vzorcid (179) hodnoty

ey = — 12y, €39 = — 123, €y = — 4,5

o = — 12(x5 + 20y005), kg3 = — 4(ox, + Boxjong),
hyy = — 120,004;
by = — 4(0rq + Boyrg), hyg = — 12(0004 + 20050x),
by = — 12090,

a pomoci nich nachdzime, pouZivajice vzorce (178), pro
A4(f) a A,(f) dlouhé vyrazy, jimZz viak lze déti aplikaci
pokrotilejdi theorie invariantl jednoduchy tvar

Ay(f) = 192(3J — 2IH), A(f) = A(f) = 256(I% — 27J2).
(194)

Pii tom jest vyznam zkratek H, I, J uréen formulemi
H = 062 —_— 0(12,
I =0, —4005 + 302 (195)
J = op0y + 200009009 — 0g? — 02y — xg®.
Tyto vysledky ndm uZ dovoluji é&initi zdvéry o povaze

kofeni rovnice (192) s redlnymi koeficienty. Pfisluiné
moZnosti sestavime v tabulku:

I. A(f) & 0; vSechny &ty¥i kofeny rovnice (192) jsou na-
vzdjem rizné, jak ukazuje véta navazujicf na vzoree (171).

IA. A(f) < 0; existuje jeden par kofend komplexné sdruZe-
nych a dva navzdjem rizné kofeny redlné. Je to di-
sledek vzorce (173).

IB. A(f) > 0; kofeny jsou bud vSechny redlné, nebo viechny
komplexni. Podrobndjsi theorie ukazuje, Ze prvy pfpad
nastane, plati-li soutasnd nerovnosti

H <0, I —12H®* <0,
druhy pro

121



H >0, [ —12H2>0.

II. A(f) = 0; existuji kofeny vicendsobné, jak ukazuji

vzorce (171).

IIA. Viechny &ty kofeny jsou stejné, kdyZ a jen kdyz
plati H = I = J = 0, jak ukazuji véta a vzorce (180).

IIB. Rovnice (192) m4d jen dva rizné kofeny, kdyz a jen
kdy? jest H =0, 3J = 2IH, I} = 27J% opét v du-
sledku vzorca (180).

IIC. T¥i navzajem riizné kofeny existuji, kdyz a jen kdyZ
plati soudasné vztahy

3J —2IH £ 0, I3 = 271J2

Atkoli neni tato klasifikace provedena do viech podrob-
nosti (body IIB. a IIC. lze je5té déle rozvésti), pfece zcela
staéi — kombinujeme-li ji eventuelné vhodnym zpiisobem
s vysledky ptedchoziho pifkladu — ve vSech béinych pii-
padech fysikilni a technické praxe.

Priklad 32. Eliminace nezndmé ze dvou rovnic.

Soustava dvou algebraickych rovnic o dvou neznidmych
z,y md obecny tvar

flz,y) =0, g(x,y) = 0; (196)
I, g jsou polynomy.

BudiZz z,, y, néjaké feSeni systému (196) a dosadme do
obou rovnic misto y hodnotu g, Dostaneme dvé rovnice
f(z, ¥5) = 0, g(z, y,) = 0 s nezndmou velidinou = a o téch
vime, Ze maji spoleény kofen — je to privé ¢islo x,. M4 tedy
jejich resultant nulovou hodnotu a vztah tuto skutednost
vyjadfujici obsahuje vedle koeficientd danych rovnic (196)
uZ jenom veliinu y,. Vznikd ndm tak algebraickd uréovaci
rovnice pro y, a obdobnym zplisobem bychom dospéli také
k rovnici pro urdenf z,.

Podrobnéjdim rozvddénim téchto myslenek se zde ne-
budeme zabyvati a ukdeme si radéji ne dileZitém piikladsé
dvou rovnic druhého stupné se dvéma nezndmymi, jak se
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zminénd eliminace skuteéné providi. Pii tom pouZijeme u%
dfive zavedeného oznaleni

(ab) = ab, — azb,.
Chceme-li z danych rovnic
ax®+bay + eyt +dx +ey+ £, =0 1=12 (197)
vylouditi na pfiklad nezndmou y, piSeme je ve tvaru
¢y +bxt+e)ytat+da+f;=01=12

a poloZime-li rovny nule jejich resultant, poklddajice jejich
levé strany za polynomy v y.

Vznikne ndm tak rovnice

c, bz 4+ e, a;x? +dx 4 f, O

0, ¢, bx + e, a2+ dx+ f; -0
627 bzz + 32, az-":z + dzx + f2) O ’
0, c,, by + ey, a,x® + dyx + [,

kterou snadno (tfeba rozvojem daného determinantu pomoci
Laplaceovy véty) uvedeme na tento vysledny tvar
[(ab)(be) — (ac)?] * + {— (ab)(ce) + 2(ac)(¢d) —
— (be)[— (ae) + (¥d)]} «® + {2(ac)(cf) — (be) [(bf) — (de)] —
— (cd)? + (ce) [— (ae) + (bd)]} 2* + (198)
+ {— (be)(ef) — 2(cd)(cf) + (ce)[(bf) — (de)]} = +
+ (ce)(ef) — (¢f)* = 0.
Analogicky si étendf odvodi vysledek eliminace nezndmé
x z obou danych rovnic (196) (ostatné jej lze pfimo napsati
uZ na zdkladé formule (198) — jak?):
[(ab)(bc) — (ac)] y* + {(ab){(be) — (cd)] —
— 2(ac)(ae) + (ad)(be)} y* + {(ad)[(bf) + (de)] —
— 2(ac)(af) + (ad)[(be) — (cd)] — (aef’} y* +  (199)
+ {(@b)(df) + (ad)[(bf) + (de)] — 2(ae)(af)} y +
+ (ad)(df) — (af)* = 0.
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Priklad 33. Nakonec se budeme zabyvati soustavou

n
Dagt, =gz i=1,2,..,n (200)
r=1
n homogennich rovnic o n nezndmych z,, z,, ..., z, za téchto

predpokladi:

ay =a,; (1,y = 1,2, ..., n) jsou dand redlnd &isla;

%, (1 = 1,2, ..., n) jsou dand redlnd &isla vesmé&s riznd od
nuly a téhoZ znaménka;

A jest parametr.

Nutnou a postaéujici podminkou pro existenci netrivial-
nich feleni naSeho (technicky duleZitého) systému (200)
jest anulovéni jeho determinantu, tak%e md soustava (200)
nenulovd feSeni jen pro zcela urdité hodnoty parametru A.
Rovnici pro tato A dostaneme tim, %e do determinantu nasf
soustavy zavedeme misto koeficienti a,, nové o, rovnicemi

@y =[xty i,y =1,2,...,m (201)
a tento pak poloZime rovny nule.

Tim se objevi podminka pro urdeni A ve tvaru sekuldrni
rovnice

xpn—4, 83, | .. 01a

Kars Ogg — Ay +iey Kop —0, (202)
- ]

Kals X n2s -'-»O‘nn—l

kter4 mé n redlnych kofend A, A, ..., 4,,; ¥ik4 se jim cha-
rakteristické konstanty problému (200).

Ke ka%dé charakteristické konstant® 4, (w = 1,2, ..., n)
piislusi pak feSeni =z, x4 ..., T,, soustavy (200) a to
fefeni urfené aZ na libovolnou multiplikativni konstantu.
Stanovime-li ji tak, aby pro pFisluiné feeni platil vztah

n
2Zul; = 1, (203)
il
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dospivéme tim ku w-tému normovanému feden{ ulohy (200).
Takovito normovand fefen{ budeme v daldim mlky pfed-
pokléddati.

Mezi dvéma FeSenimi
T yis Lais = 1, 2, R (2

patiicimi ke dvéma riznym charakteristickym konstantém
Ay, A¢ (nejsou-li ovlem vSechny tyto konstenty navzdjem
stejné) plati dileZity vztah

n
_zl"ixwf%d = 0. (204)
=

Takovito dvé fefenf jsou tedy navzdjem orthogondlni.
Dikaz se provede zcela snadno pomoc{ rovnosti

n n n n
Z"’aizair’”m = Z%‘Zafﬂw
t=1 wv=1 i=1 y=1

a za pouZiti rovnic (200) timto vypoétem:

n 12 n 1 2 n
Z"ﬂ’m-’”w =1 meZas-zw =7 Z%‘Zaazm--
=1 ogi=1 v=1 wi=1 v=1

ProtozZe jest podle ptedpokladu 4, == A,, dostévdme odtud
jako nutny disledek privé vzorec (204).

Otdzkami souvisicimi s pipady, kdy m4 charakteristickd
rovnice (202) problému (200) vicendsobné kofeny, se budeme
zabyvati a% pozdgji.
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