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12. FORMY HERMITEOVY.

V tomto odstavei se zminime o jistém zobecnéni pojmu
redlné bilinedrni formy redlnych proménnych (viz odst. 6.).
Protoze pijde o uvahy, které vykazuji mnoho obdobnych
bodd s vyvody pfedchozich odstavcl, budeme se vyjadfo-
vati co nejstruénéji.

Cislo konjugované s komplexnim &slem @ ozna&ime jako
obvykle symbolem a. Soudin aa takovych dvou velitin je
vidy redlné a nezdporné &islo (vidycky kladné pro a = 0).

Jsou-li

Elv 52’ bR} én; 7711 772, R ] nn (205)

dvé soustavy komplexnich ¢isel, budeme nazyvati vyraz

(&n) = Zlem, (208)

jejich vnitfnim soudinem. V piipad&, Ze nenf prvé ze soustav
identicky nulovéd a %e jest », = £, pro viechna y =1, 2,
..y 1, jest oviem (&n) = (££) > 0. Oznadeni (én) bylo sice
jiz pouzito v odst. 10. pfi studiu invarianti, oviem v docela
jiném vyznamu; nedorozuméni se neni v tomto ohledu
tieba obavati.

Je-li pro fady (205) soudin (&%) nulovy,; ikdme Ze jsou
navzdjem orthogondlni; jsou-li specidlné viechna £, redlnd a
(§6) = 1, mluvime o fadé ve tvaru normilnim a stejnym
nizvem oznadujeme také fadu komplexnich &fsel

El; 52) bR ] Eﬂ!
plati-li pro ni vztah (££) = 1.

Definice: Vyraz H utvofeny z komplexnich konstant a;,
(hk=1,2,...,n) a z fady z, 2, ..., 2z, komplexnich pro-
ménnych podle piedpisu
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l.n

H = Da,z2i (207)
ik
se jmenuje Hermiteova forma, je-li
@ =0y (i, k=1,2,...,n), (208)

¢ili jinymi slovy, je-li determinant®d = |a,l; 4,k = 1,2,
..., n determinantem Hermiteovym.

Pozndmka. Snadno lze nahlédnouti, Ze nabyvd takovito
forma jen redlnych hodnot.

Charakteristickou rovnici Hermiteovy formy (207) nazy-
véme kteroukoli z obou rovnic navzdjem identickych (do-
kazte pomoci vlastnosti (208) koeficientii a,;):

|a‘k—6”¢9| = O, ‘6ik '—6”‘9| = 0, i, k= l, 2, ceuy N (209)

Z predchoziho paragrafu vime, Ze jsou kofeny g,, gz ..., 0n
této rovnice — ifkd se jim charakteristické konstanty
formy (207) — vesmés redlné.

Systém n homogennich rovnic

n

Z(a(k — 00 2, =0, 1=1,2,..,n {210)
k=1

o n nezndmych z,, z,, ..., , budeme pro technické potfeby
nazyvati soustavou ptidruZenou k charakteristické konstante

os-
Znakem §;;, oviem oznadujeme stdle Kroneckerliv symbol.
DokéZeme si nyni tuto vétu:

Systém (210) md prdvé tolik navzdjem nezdvislych fedent,
kolikandsobnou jest p, charakteristickou konstantou Hermiteovy
Jormy (207). :

Je-li toti% ona konstanta r-ndsobnid, m4 rovnice

1(0) = |asx — bixloy + 0)| - |@sx — Siiloy — ) = O;
k=12 ...,n

zfejmé 2r-ndsobny kofen ¢ = 0, tak¥e obsahuje rovniénf
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polynom f(o) a% teprve mocninu ¢* a vy3si. Provedeme-li
nazna&ené ndsobeni determinantd, shleddme v dusledku
toho (\ivahy jsou obdobné jako v pfedchozim odstavei pii
studiu rovnice Hermiteovy a sekuldrni), e md determinant

D(g,) = |aix —bixos|; 1,k =1,2,...,n
soustavy (210) hodnost % — r a tato mé tedy — viz odst. 3. —
skutedné pravé r feSeni navzdjem nezdvislych.

Viechny riizné charakteristické konstanty formy (207)
budtez g,, @, ..., 01; pHslusné nédsobnosti pak r,,r,, ..., 7.
Soustava patficf k charakteristické konstantd o, md podle
ptedchozich Gvah celkem r, navzdjem nezdvislych Fedeni.
Oznadime je

Ty, 2,00, 2@ x=1,2, ..., 7, (211)
a ukdZeme, Zo lze viechna bez Gjmy obecnosti poklddati za
orthogon4lni s jednim z nich — tfeba s prvym.

Neni-li totiz uZ pfmo

n
(Z o0z, (00) = Zar(oz)z“(m =0,
y=1

nahradime druhou ze soustav (211) soustavou novou
Ty @1 — g, (@), 0,0 — g2, (@), ., ., @) — g, (1), (212)

kters jest pfi libovolném ¢ se vBemi ostatnfmi rovnéZ nezéi-
vigld. Volime-li pro ¢ hodnotu

(31(“)52("‘))
bude fedeni (212) rovnic (210) — kde oviem misto p, stoji
o, — orthogondlni s prvou ze soustav (211).

V soustavé feSeni (211) 1ze tedy poklddati prva dvé (t. j.
pro indexy »x = 1, x = 2) za vzdjemné& orthogondlni.

Nahradime-li nyni v pipadd potfeby — t. j. v pfipadé,
kdy soustava majici index x = 3 nenf sou¢asné orthogondlni
8 obéma pfedchozimi — tFetf soustavu novou

q (213)
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25,00 — sz, (@) gz fe2); y = 1,2, ... n,

lze snadno uréiti konstanty s a ¢ tak, aby tato soustava byla
uZ orthogondln{ jak k soustavs prvé, tak i ke druhé. Stanoveni
konstant s, ¢ je elementdrni otdzkou a prenechdvdm ji
&tendii.

Opakujeme-li naznadeny postup tak dlouho, a% vyderpime
v3ech r, Fefeni (211), dospéjeme k soustavé celkem 7, na-
vzdjem nezdvislych Fefeni systému rovnic obdobnych ku
(210), aviak pfidruZenych k charakteristické konstants g,
a kaZd4 dv& z téchto fefieni jsou spolu orthogonalni.

Jezto jest kazdé z onéch fedeni urdeno aZ na libovolnou
multiplikativni konstantu, 1ze zminény ,,orthogonalisovany**
systém také jeStd normovat, t. j. dosshnouti ndsobenim
kaZdého Fefeni vhodnou konstantou toho, aby byl vnitini
soudin onoho FeSeni a soustavy s nim sdruZené roven jed-
niéce.

Theoreticky je zminény proces normovdn{ a orthogonaliso-
véni dané soustavy sice zcela elementdrni a prithledny, jeho
praktické providéni je viak znaéné pracné a proto se hledaji
riznd zjednoduSeni. Zde se spokojime konstatovinim, Ze se
d4 provésti a budeme v diisledku toho poklddati uz soustavu
(211) za normovanou a orthogonalisovanou.

Napieme-li pod sebe vSech r; normovanych a orthogonaliso-
vanych feSenf soustavy pfidruZené k charakteristické kon-
stanté p,, pod né potom viechna obdobni feSenf piisludnd
ku g, atd., dostaneme &tverednou n-fadovou matici

C= ”cik”; t k=1, 2,..,n (214)

a ta jest orthogondlni. To znamend, Ze jsou kterékoli dva jejf
fidky navzdjem orthogondlni a Ze tvofi kaid4 Fidka sama
pro sebe soustavu normélni.

Vzéjemnd orthogonalita dvou fddek patiicich k téZe cha-
rakteristické konstanté je ptimym disledkem konstrukce
matice (214), takZe stadi dokdzati tuto vlastnost jesté pro
takové dvé Fddky, které patif ke dvéma riznym charakte-
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ristickym konstantdm. Tento diilkaz probfhd analogickym
zpisobem, jako v piikladé 33., jsou zde jen zcela bezpod-
statné zmény vlivem toho, Ze pracujeme nyni stile s &fsly
komplexnimi.

Necht tedy patii tddek c,,,c,y, .., €., matice (214)
k charakteristické konstant§ g,, Fadek cgy, cgo, ..., €5, pak
k jiné konstant® g,. Matematicky jsou tyto poméry vyjéd-
feny relacemi

n n
ngikcak = Qacahkzla’ikcﬁk = 0405 1 =1,2,...,,n.

Z prvé z nich plyne
Ln

n
Qa_zlcaic#i = Zkalkcakcﬂi’
= ik

7z druhé pak pouzitim vztahid (208) dostdvdme postupnd
n i,n I,n _ 1,n )
nglcﬂzcai = Z&ikcﬂkczi = z‘:akicﬂkcai = zk:a«kcﬂicak-
1= t, K LN %
Odtud ovsem plyne dile

n
(Qﬁ - Qa) .zlcaiéﬂi =0
i

e vzhledem k piedpoklidané nerovnosti g, # g5 koneénd
aniaﬂi = 0. (215)
io1

Tato rovnice jest viak prdvé matematickym vyrazem pro
vzdjemnou orthogonalitu obousoustavc,,, ¢5; 1 =1,2, ..., n.

Nahradime-li v orthogonédlni matici C (dokaite, Ze jest
reguldrni) kaZdy element c,; ¢&islem komplexné sdruZenym
a pak jesté vyménime fddky a sloupce matice tim vzniklé
navzdjem, dospivime k matici dilezité pro dalsi vyklad —
oznadime ji znakem D.

Aby nedodlo k nedorozuméni, budeme v tomto odstavci
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oznadovati znakem B matici vzniklou z dané B nahrazenfm
viech jejich prvki &sly komplexné sdrufenymi a symbolem

B matici k B transponovanou (viz str. 87 ve svazku prvém).
Danou formu (207) nyni podrobme reguldrni linedrni (a
orthogondlni; dokaZte) transformaci
z=DZ, (216)
takZe je nutno pséti téz
z=DZ=Cz
Maticovy obraz (viz odst. 6.)
‘ zAz
nasf formy (207) tim nabude tvaru
ZDACZ
a forma sama tedy uvedenou transformaci ptechdzi opét ve
formu typu Hermiteova, ovéem v proménnych Z, 7, a
8 matici
R = DAC = CAC. (217)
Rédky matice C viak jsou FeSenimi soustav tvaru (210),
ptidruzenych k jednotlivym charakteristickym konstantdm
dané Hermiteovy formy (207). Oznaéme nyni tyto konstanty
po fadd x,, x,, ..., %, (mezi témito &¢isly je oviem r, navzdjem

stejnych a rovnych g,, r, stejnych se spoleénou hodnotou
0, atd.). Plati tedy

n
D UnCry = HaCry 0, k=1,2, ..., n. (218)
v=l
Obecny prvek r;, matice R mé pak podle elementdrnich
pravidel o ndsobeni matic (viz svazek prvy, odst. 9.) a
vzhledem k orthogonalitd matice C hodnotu

n n n
T = chzlamcm = "kalmckw = Bunrs
= Py

w=1 v

k=12 .. n (219)
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Vysledek vdech dosavadnich Wvah o Hermiteovych for-
méch vyslovime nyni touto daleZitou

vétou 15. Existuje vidy takovd orthogondlni linedrni trans-
formace reguldrni, kterd pfevdd{ Hermiteovu formu

H = Z(l‘kz,-ik; 1,k=12...,n
i

na jednoduchy tvar, i{kd se mu normélni,

SuZZ, (220)

vyl
s redlnymi koeficienty .

Jest to transformace (216), pfi emZ souvisi matice D
vySe popsanym zplsobem s charakteristickymi konstantami
dané formy.

Jak jsme se uZ zminili, miZe Hermiteova forma nabyvati
jen hodnot redlnych. Jsou pak mezi formami tohoto typu
takové, které nikdy nemaji hodnotu zdpornou a na druhé
strané opét takové, které daji vidy vysledek nekladny, at
dosadime za proménné z,, z,, ..., z, jakychkoli n komplexnich
dsel. Formdm t&chto dvou druhi se ¥ikd definitni, ostatni
Hermiteovy formy se jmenuji indefinitnimi.

Normélnf tvar (220) Hermiteovy formy (207) vede pak
piimo k této vété: Nutnd a postadujici podminka, aby byla
Hermiteova forma (207) definitni, jest ta, aby mély jejf
charakteristické konstanty x,, x,, ..., », totéZ znaménko.

M4-li forma hodnost r (t. j. mé-li tuto hodnost jeji matice;
srovnejte 8 daldimi vyvody Wdvahy o redukei bilinedrnich
a kvadratickych forem na normélni tvar v odst. 6. a 7.),
jest v jejim normdlnim tvaru (220) prdvé r nenulovych
koeficientii »,. BudiZ obecné p z nich positivnich, ¢ negativ-
nich (p + g = r); vyraz p —q se pak jmenuje signaturou
dané Hermiteovy formy a jeji vyznam jest daleko hlubsf,
neZ by se zdédlo z téch ndkolika slov, kterd jsme tu uvedli.

Lze totiz ukdzati, Ze nezdvisi signatura formy (207) na
zplisobu, jakym jsme ji uvedli na normdlni tvar (vedle
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redukce popsané vyse existuji totiZ jesté jiné moZnosti, jak
dospéti od obecného tvaru formy k normdlnimu). Tato
konstantnost signatury jest diisledkem t. zv. zdkona setrvad-
nostt Hermiteovyjch forem, jehoZ pfesné znéni jest toto:

Polet positivnich (a tedy ani negativmich) soudinitelt »,
nezavisi na tom, jakou linedrni reguldrnf{ transformaci byla
dané forma (207) pfevedena na normdlni tvar (220).

Piejde-li totiz dand forma (207) o hodnosti r reguldrni
linedrni transformaci C, ve tvar

r
H, = ZGI,Y ,f’.,,
v=1

pfi &emZ jest mezi (vesmés redlnymi) soudiniteli c,,, (v =1,
2, ...,7) k, kladnych a druhou transformaci €, na tvar

T
Hy = 2,27,
v=1
obsahujicf celkem h, kladnych koeficienti c,,, ptevid{ regu-
ldrnf a linedrni transformace
Z=C,C\Y (221)
formu H, pfimo v H,.

Pfedpoklidejme nynf, %e jest na p¥. k, < k, a volme
hodnoty vesmé&s nulové pro onéch %, proménnych Y, jei
maji ve form& H, kladné koeficienty ¢,,. Hodnoty ostatnich
proménnych Y (v podtu n — h;; my z nich oviem upotfe-
bime jen r — kb, hodnot ve formé H, vskutku figurujicich)
potom urfeme tak, aby byla rovna nule viechna Z, opatfend
ve formé H, zipornymi soudiniteli.

PrsluSny systém n — h, linedrnich homogennich rovnic
o 7 —hy nezndmych Y mé v nafem pipads (n —hy <
< n —bh,) podle véty 6. (str. 21) nenulovych Fedeni Y poZa-
dované vlastnosti dokonce nekonedné mnoho a ka?dé z nich
vede spolu ve spojeni s prve zvolenymi nulovymi %, hodno-
tami Y k soustavé n &fsel, kterd dosazena za proménné ¥ do
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formy H,, &ini tuto odividnd zdpornou, kdeZto Z, pfislusni
k této specidlni soustav® hodnot Y transformaci (221),
vedou vzhledem k jeji reguldrnosti ku kladné hodnotd
formy H,.

Tim v$ak dochdzime ke sporu — formy H,, H, musf totiZ
ddvati pro kterékoli dv& soustavy Y, Z, souvisici spolu
transformaci (221) tutéZ hodnotu, jeZto pfevddi zminénd
transformace druhou z onéch forem pfimo v prvou. Neni
tedy pFedpoklad %, << h, spravny a stejné nemoZné jest
hy << hy; plati tedy nutné h, = h, a zdkon setrvaénosti je
tim pro Hermiteovy formy dokézdn.

Také u forem Hermiteova typu zavidime dilezity pojem
ekvivalence. Dvé takové formy nazyvidme ekvivalentnimi,
existuje-li linedrni a reguldrni transformace, kterd prevadi
jednu z nich ve druhou. Plati pak toto kriterium:

Nutné a postadujici podminka pro ekvivalenci dvou Her-
miteovych forem je ta, aby mély stejnou hodnost a stejnou
signaturu.

Dikaz jest tak snadny, Ze jej miZeme prenechati &te-
nafi. S vyhodou pfi ném pouZije jestd jednodusifho tvaru
formy (207), ne% jest tvar normdlni (220); vznikne z ndho
transformacf

\
- l/_x,, . 8gNx,

Jetto jsou kvadratické formy pouze dosti jednoduchym
zvlddtnim p¥pedem forem Hermiteovych, lze prévé pro-
vedené tvahy i vysledky pienésti té%Z do oboru kvadratic-
kych forem; zde nabyvaji &asto pfehledngjstho tvaru. Pokud
jde o podrobnéjsi rozvedeni téchto vah, odkazuji &tendfe
na stat v Bydiovského knize o determinantech (viz citdt
v Z4véru).

Z

Liv=12..n (222).
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