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KAPITOLA PATA®)

ZAVISLE PRAVDEPODOBNOSTI

48. Podmindné pravddpodobnosti. Zjev 4 miZe se objeviti
jakoZto vysledek n&jakého pokusu, ktery se kond za danych
podminek; vzhledem k nim m4 zjev A urditou prostou pravdé-
podobnost P(A). Podminénd pravdépodobnost zjevu A za pred-
pokladu, %e nastal jiny zjev B, znadi se Pg(4) a lisf se obecnd
od P(A). Obdobné zaviddime prostou pravdépodobnost P(B)
zjevu B a jeho podminénou pravdépodobnost P,(B) za
pfedpokladu, Ze nastal 4.

Nastane-li zjev A, nem4 to vlivu na hodnotu pravdépodob-
nosti P4(B); nastane-li B za pfedpokladu, e nastal**) 4, ne-
m4 to vlivu na hodnotu pravdépodobnosti P(4). Proto prost4
pravdépodobnost P(4, B), %e nastanou oba zjevy 4 a B,
rovnd se podle pravidla o ndsobeni pravdépodobnosti sou-
&inu P(4) P4(B). V tomto souéinu 1ze zamé&niti 4 s B, tak¥e

P(4, B) = P(4) P4(B) = P(B) Px(A). 1)

Rovnice (1) uddv4 souvislost mezi prostou pravdépodobnostf
P(A, B), Ze nastanou zjevy A a B, prostymi pravdépodob-
nostmi P(4), P(B) obou zjevii a podminénymi pravdépodob-
nostmi P4(B) a Pp(4).
Obecnsd je
P(4, B) = P(A) P(B).

Ve zvldstnim piipadé, Ze A a B jsou zjevy vzdjemné nezd-
vislé, je
Pp(4) = P(4), Pa(B) = P(B);
rovnice (1) se pak redukuji na jedinou:
*) Cislovén{ kepitol a odstavel navazuje na prvni &dst, kterd vysla
v Cestd k védénli, sv. 53.

*#*) Nenf nutno, aby zjev B §asovd nésledoval po zjevu 4; B miie
byti soudasny s 4 nebo muie nastati i pfed zjevem 4.



P(4, B) = P(4) P(B),
kterd vyjadfuje pravidlo osloZené pravdépodobnosti (odst. 5).

49, Piiklady podmindnych pravddpodobnosti. a) Jsou déna dvs
osudj, jedno bilé, které obsahuje dvé bilé koule a jednu &ernou,
druhé pak Zerné, které obsahuje dvé &erné koule a jednu
bilou. Volime jedno osudi (pravdépodobnost voliti bilé je 1,
pro &erné té% }) a vytdhneme kouli, kterou vloi{me zpét;
byla-li to bild, kondme druhy tah z bflého osudi, byla-li to
ternd, kondme jej z derného. Zjev A necht je vytazenf bilé
koule pti prvnim tahu, zjev B vytaZeni bflé koule pfi druhém
tahu. Jak veliké jsou prosté pravdépodobnosti P(4), P(B)
a jak velikd je pravdépodobnost P(4, B), Ze pfi prvnim i pfi
druhém tahu vyjde bild?

P(A) se rovné soudtu dvou sloZenych pravdépodobnostf;
bud volime bilé osudi a vytdhneme bilou (pravdépodobnost
3.4 = %) nebo volime erné a vytdhneme bilou (pravdé-
podobnost } . 3 = }) a tedy

Py =% +4=1
Pravdépodobnost vytdhnouti pfi prvnim tahu &ernou jest
oviiem také %.

P(B) je rovné% soudet dvou sloZenych pravdépodobnostf:
bud v prvnim tahu vyjde bilé a pfi druhém vytdhneme z bf-
16ho osudi bflou (pravdépodobnost 4 . § = }) nebo v prvnim
tahu vyjde &ern4 a pfi druhém vytdhneme z &erného osudf
bilou (pravdépodobnost 4 .4 — }). Je tedy

PB)=}+1=1
Je-li zndmo, %e v prvnim tahu vysla bild, kon4 se druhy tah
z bilého osudi, a tedy P4(B) = % je pravdépodobnost, Ze i ve

druhém vyjde bild. Prostou pravdépodobnost P(4, B) vy-
potteme dvojim zpiisobem:

1. Podle rovnice (1) odst. 48 je
P(4,B)=P4A)PsB)=}%.4 =1}



2. Pravd&podobnost p,, voliti bilé osudi, vytdhnouti bilou
a pak znova z bflého vytdhnouti bilou, jep, =% . % .% = §;
pravdépodobnost p, voliti ¢erné osudf, vytdhnouti bilou a
pak z bflého vytdhnouti bilou, jep, =% .3 .3 =% a

P4, By =p+p=%+%=4%

Je tedy

P(4) P(B) = }, P(4, B) =}, P(4, B)> P(4) P(B).
Pravdépodobnost Pg(4), Ze v prvnim tahu vysla bild, je-li
znédmo, Ze v druhém tahu vysla bild, vypodte se podle rov-
nice (1), odst. 48:

_ P4, B)_ 4y
Pp(4) = PBE) }:4=14
b) Pro obyvatele ur&itého mésta rozeznivime nékolik
pravdépodobnosti vztahujicich se ke zjevim: A pFijiti do
nemocnice, a B zemfiti.

Pravdépodobnost, Ze nékdo bshem 1 roku

ZOIFO « v v oot e eee e e ennns P(B) = 0,006
Pravd&podobnost, Ze nékdo bshem 1 roku
pfijde do nemocnice ................... P(A) = 0,02

Pravdépodobnost, Ze nékdo, pfijde-li b&hem
1 roku do nemocnice, zemie tam b&hem té-
hoZroku..........cooiiiiiiiiiniinnnn. P4(B)=0,06

Zde uvedené ¢&fselné hodnoty prostych pravdépodobnostf
P(4), P(B) a podminéné pravdspodobnosti P4(B) vyjadfujf
tyto poméry: mé-li mésto 100 000 obyvateld, zemfe z nich
béhem roku celkem 600; do nemocnice pfijde béhem roku
2000 osob, z nich% 120 tam zemfie b&hem tého% roku.

Podle rovnic odst. 48 je pravdépodobnost, Ze osoba, kterd
zemfela b&hem roku, zemiela v nemocnici, rovna

Pi.Pa(B) 002.006

Pp(d) = B = ooe =%




Pravdépodobnost, %e nékdo pfijde do nemocnice a %e tam
zemfe, je

P(A, B) = P(A) P4(B) = 0,02 . 0,06 = 0,0012.
Je tedy
P(4) P(B) = 0,00012, P(4, B) = 0,0012,
P(4, B) > P(A) P(B).
Umrtnost v nemocnici, vyjddfend pravddpodobnost! P4(B),
je v naSem piipadé desetkrit v&t${i neZ prostd \dmrtnost

v méstd vyjddiend pravdépodobnostf P(B) (podle S. Bern-
§tejna).

50. Tabulky Gmrtnosti. a) Ciselné vyjédfeni imrtnosti odvo-
zuje se ze zmén, které nastdvaji v souboru osob Zijicich za
celkem stejnych podminek. BudiZ dén t. zv. zdkladni soubor
sloZeny z [, osob, které se narodily v témZe roce. Z t&chto 1,
osob je po uplynuti = let na Zivu I, osob; !, — I, osob tedy
zemfelo b8hem z let. Z toho plyne: pravdépodobnost, Ze
nékdo se dozije v&ku z let, je rovna

= M
)
Pravdépodobnost, Ze n€kdo zemfe dive, nez dosshne véku z,

Jo

1 2=z 2)

b) Pravdépodobnost p.,, Ze z-letd osoba dozije se v8ku y
(z < y), potitd se obdobné jako pravdépodobnost (1) s tim
rozdilem, %e zdkladni soubor je zde utvofen I, osobami
z-letymi; platf

l
Py = 7!' (3)
x

Pravdépodobnost, %e z-letd osoba se nedoZije stdif y, je
]



l.—1
1 — Py = —l——! (4)
z
Pravdépodobnost p,, doZiti se stdif y let je pravdépodobnost
z4visld, nebot zdvisi na sta¥i x, kterého osoba jiz dosdhla.

¢) Pravdépodobnost, Ze a-letd osoba zemfe do roka, je
podle (4) pro z =@, y = a + 1 rovna

la - la+1
I, (5)

Pravdépodobnost, Ze a-letd osoba bude Ziti jedt& x let a Ze
b&hem nésledujiciho roku zemfe, je

la+z lu+z_la+z+1_la+z_la+x+1 (6)

[ la

'd) Veli¢iny 1,1, 1,, ... jsou sestaveny v tabulkdch. Ve
Valouchovych tabulkdch*) je tabulka dmrtnosti vypracova-
nd Stétnim ifadem statistickym. V tabulce pro muZe je vzato
za zdklad é&islo I, = 100 000; tabulka kondi &slem I, = 1,
lios & dalsi jsou rovny 0. Tabulka pro Zeny (také se zi-
kladem I, = 100000) kond{ é&islem I,oq = 1.

51. Podmin&né stfednl hodnoty. Oznadme pismeny A4,, 4,, ...,
A, zjevy, které se mohou vyskytnouti jakoZto vysledky né-
jakého pokusu; pokus vede vidy k jedinému z nich. Necht je
P pravdépodobnost, %e zjev A, bude vysledkem pokusu
(k=1,2,..,r). Plati rovnice

htp+ -+ =1

Piifadme zjevu A4, veli¢inu «,. Proménng velidina =z, zdvisld
na vysledku pokusu, budi rovna «,, vyskytne-li se zjev A4 ,.
Pak je prostd stfednt hodnota velidiny x rovna

E(z) = pyxy + Paxa + oo + Py

*) M. Valouch a M. A, Valouch: Tabulky logaritmické, 10. vydéni
(1937), str. 102—105.




BudiZ nynf, ve shodd s oznadenim zavedenym v odst. 48,
Pp(A,) pravdépodobnost, Ze se zjev A, vyskytne za pfedpo-
kladu, Ze se vyskytl mimo to jiny zjev B; pfedpokldddme, Ze
objeveni se zjevu B nezdvisi na vysledku shora uvaZovaného
pokusu vedouciho k jednomu ze zjevi A4,, 4,, ..., 4,. Pak je
podminénd stfedni hodnota velitiny x za predpokladu, %e
nastal zjev B, rovna

Ep(x) = Pp(d,) 6, + Pp(dy) x5 + ... + Pp(4,) x,. (1)

62. Priklady podmindnfch stFednich hodnot. a) BudiZ L, stFednt
délka v¥ku, kterého se dotké a-letd osoba. UZ{vajice tabulky
dmrtnosti (odst. 50) vypodteme L, takto:

Podle rovnice (6), odst. 50 je

la+ 2 la+ e+1
la
pravd&podobnost, Ze a-letd osoba bude Ziti je5té = let a Ze
pak b&hem nisledujiciho roku zemfe.

V rovnici (1) odst. 51 necht 4, znadi zjev: a-letd osoba
bude %iti jesté k let a béhem ndsledujictho roku zemie (ve
stdf mezi (@ 4 k) a (@ + k + 1). V téZe rovnici necht B
znadf zjev: osoba dozije se stdfi a. Dosadme do rovnice (1),
odst. 51:

oy =k, Pp(A,) = l“_"i_li’f_“_l,
le
jeji pravd strana bude pak rovna stiedni délce zbyvajicfho
Zivota pro a-letou osobu, tedy L, — a. Je tedy

Lﬂ_a:la+1;“la+2.l+la+-.-.l—la—|-3.2+
ylava—lara g
le
nebo
L =a+la+1 +la+2+la+s R

la



Rada stojicf v &itateli mé kladné &leny potud, pokud v ta-
bulce I, nenf rovno nule. Jedn4-li se na p¥. o mue, je poslednf
¢len fady I, = 1; 1,45 & dalsi jsou rovny nule. V tabulkéch se
nékdy pfipojuje k napsanému zlomku hodnata }, ¥mZ se
vyjadfuje, Ze osoba se miZe doZiti é4sti (primérné poloviny)
posledniho (pro muZe 105.) roku, aé¢ tabulka dévé4 pro ten rok
nulovou hodnotu 1,;.

b) Kondme ¥adu vzdjemné nezdvislych pokusid; budiz p
pravdépodobnost, Ze se pokus zdaf, stejnd pro kaidy pokus.
Ptifadime k-tému pokusu urditou velidinu z®, (¢ =1, 2,
3, ...), kterd se rovnd 1, zda¥{-li se pokus a kterd se rovnd 0,
nezdafi-li se. UZijeme oznadeni zavedeného v odst. 13 a 14:
m necht znadi skutedny polet zdafenych pokusii, vykondme-li
celkem n pokusi, a & necht je dchylka &fsla m od jeho stiedni
hodnoty np. Stfedni hodnotu néjakého &fsla z budeme zna-
titi E(z) (dfive jsme uZivali znaku s. h. (z)). Podle odst.
14b je

) 2 4 2™ =m,
Ah=a20)—p+a@®—p4 ..+ 2™ —p=m—nap,
E(@® — p) = 0, E[(z® — p)*] = p(1 — p),
E[(@® — p)(@® — p)] = 0 pro I + F, (1

E(hy = 0, E(h?) = np(1 — p). (@)
Prodluzme nyni fadu pokusi tak, %e celkovy jich podet bude
N(n < N); piislunou dchylku nazveme H. Bude tedy
H=aW—p 42 —p+ .. +a®—p4att)_p4
+ ..+ 2 —p EH)=0.

Klademe si za tilohu vypo¢itati stfedni hodnotu soudinu AH
ve dvou riznych p¥ipadech: jednak za pfedpokladu, Ze - mé
danou zndmou hodnotu, jednak prostou stfedni hodnotu.

Podminénd stfedni hodnota soulinu hH za piedpokladu,
%e h m4 danou zndmou hodnotu % je (viz odst. 10c)

Euh.H)=h.E(H) = 0.



Prostd stfedni hodnota souéinu hH je (n << N)

E(hH) = E{[z() —p 4+ 2 —p 4+ ... 4 =™ — p].
OV —p 4+ 2@ —p 4 4 2P —p)} =
= B[V —pp + (@@ —pf + ... + (=™ —p)f] =
= np(l —p) = E(W?),
nebof podle (1) md kaZdy &tverec (z(¥) — p)3 stiedni hodnotu

p(1 — p) a kazdy soudin (z® — p)(z® — p) stfedni hodnotu
rovnou nule pro k # l. Vysledek shrneme takto:

Budi£ H ichylka v Fadé sloZené z N nezdvisljch pokusi a h
dchylka v Fadé slofené z n pronich pokust (n << N). Podminénd
strednt hodnota souéinu hH za predpokladu, Ze h md zndmou
hodnotu, se rovnd nule. Prostd stfedni hodnota soubinu hH se
rovnd stfednt hodnoté &tverce dchylky b a nezdvist na éisle N.*)

53. Jak se normalisuje velitina zavislA na nihod§. BudiZ x veli-
¢ina zdvisld na ndhodé&. V nékterych tlohéch se hodi norma-
lisovati velitinu z, t. j. zavésti do podtu novou veliéinu &,
kterd je linedrni funkei veliiny z a kterd ma vlastnosti:

E§) =0, E(&) =1 (1)

Veli¢inu £ odvodime z = takto: odedteme od x jeji stiedni
hodnotu E(z) a rozdil délime odmocninou ze stfedni hodnoty
&tverce velidiny [v — E(z)]. Je tedy

_ z—E=)

- VBl — B@)P
Vyraz na pravé strané rovnice (2) mé vlastnosti vyjddfené
rovnicemi (1). Veli¢ina £ je normalisovand velidina zdvisld na
nahodé. Sttedni hodnota nalézajici se pod znamenim odmoc-
niny v (2) mizZe se upraviti takto:

Elz — E(@)]* = E(z*) — 2[E(@))* + [E(2)] =
= E(z?) — [E@=)] 3

*) Viz P. Lévy: Commentarii Math. Helvetici, vol. 16 (1943—44),
pPg. 242.

2)

10



Misto (2) dostaneme, uZijeme-li této tipravy,
_ z— E(z)
VE@) — (B

54. Korelace a koeficient korelace. a) K pojmu korelace doch4-
zime sledujice souvislost dvou znaki na néjakém jedinci nebo
viibec dvou proménnych veliéin z a y, které v riznych piipa-
dech soudasné nabyvaji riznyech hodnot. Necht jsou z,, z,,
.«.y T4y ... moZné hodnoty veli¢iny z a y,, ¥, .- ., Yk, ... MOZNS
hodnoty velidiny y. Jeden ,,piipad® jest urden, zndme-li pfi-
sluSny par hodnot z; a y;.

BudiZ P(z,, y,) prostd pravdépodobnost pfipadu, ve kte-
rém z = z; & zédrovehh y = y,;. Podminéné pravdépodob-
nosti:

(4)

P, (z;), e x = x;,, déno-li, Ze y = y,, a
P, (yy), Ze y = Yy, déno-li, %e z =z,
souvisf 8 prostymi pravdépodobnostmi
P(z)), Ze z = z; P(y), Ze y =y,
podle rovnice (1), odst. 48; tato rovnice mé nyni tvar
P(z;, y) = Plx)) Pzi(yk) = P(y3) Py, (z,).
Ponévadz pak
P(z,) = gP(z‘, v, Py =2Pa,w), (1)
je ‘
Py, yi) P(zy, yi)
Ek:P €78 yk)' ZP (24 yk).

Vzorci (1) a (1’) jsou uréeny vdechny pravdépodobnosti vzta-
hujici se k = a y, je-li ddna pravdépodobnost P(z;, ¥;) jako
funkece indexti ¢ a k. Soudty dle 1+ v pfedeslych vzorcich i v nd-
sledujicich vztahujf se ke viem moZnym hodnotdm z;, soudty
dle k& ke viem moZnym hodnotém y,.

Pq(yk) = ka(zl) = (l')

11



Zavedme do poétu stfedni hodnoty veli¢in z a y:

E(@) = 2P(@) - 7, Ely) = 2PW) - Yo (2)
stfedni hodnoty jejich &tvercii:
@) = 2P() -2, By = 3Pwy) .v¢ @)
a normalisované proménné &, n podle rovnice (4), odst. 53:
z — E(z) y— E@y)

(4)

_ ., 'I] = .

VEG) — [E@)P VEw» — (EQ)F

Koeficient korelace R mezi veliéinami x a y je roven stfedni
hodnoté soudinu normalisovanych velidin &, 5, tedy

R = B(£.7). (5)
Dosadime-li sem podle (4), bude
_ Ef{lxr—E@)].ly— Ey)]}
VE@) — [E@F . VE@) — [B)P
ponévadi
E{[z — E()]ly — E@))) = B(z . y) — Bl@) . EW),
miiZzeme psiti misto (6) téZ
_ E(z . y) — E(x) . E(y) '
[{B@) — (B@PHEGY) — (E@)T)
Vzhledem k hofejsi definici pravdépodobnosti P(z,, ;) je
Ez.y) = Z%P("’b Yie) TYw (8)

ostatni veli¢iny E(x), E(y), E(z?), E(y? vyskytujici se v rov-
nici (7) jsou urdeny vzorci (2) a (3).

b) Absolutni hodnota |R| koeficientu korelace nent nikdy
v&t§t nef 1. Abychom to dokézali, utvofme stfedni hodnotu
vyrazu (£ — An)?, kde A je libovolné redlné &islo a kde £ a
jsou urdeny rovnicemi (4). Vychézi

(6)

(N

12



E(§ —n) = B(&) — 20 E(§ . ) + B E(?) 2 0.
PonévadZ tato nerovnost plati pro kazdou hodnotu velidiny
A, musi miti mnohoélen druhého stupné vzhledem k 4 zdpor-
ny diskriminant; je tedy
| LB P < B . Bop)

Vzhledem k rovnici (5) a vzhledem k vlastnostem normaliso-
vanych proménnych & a 7 (viz druhou rovnici (1), odst. 53) je

E(én) = R, E(&®) = E(®) =1

R2<1, —1ZRL + 1L
¢) Uvedme tfi piiklady:
Proni priklad. Mezi veli¢inami z a y je vztah
y==z+x«,
kde x je konstanta. Pak je
y—E@y) == + o« — B(z) — & = 2 — E(x)
a tedy — viz rovnici (3), odst. 53 —
E(y") — [E(y)} = Ely — E@y)P = E(*) — [E(x)] =

a tedy

= E[z — E(z)]. (9)
Koeficient korelace je zde podle (6)
_ B[z — E(@)]* _
ST ) A

Kdyby « nebyla konstanta, nybrZ néjakd velitina zévislé na
nédhodd, aviak velmi mald, byl by koeficient R blizky jedné.
Dvs& veli¢iny z, y, které se méni pfibliZné stejnd jedna jako
druh4 (takZe rozdil mezi nimi je maly), maji koeficient kore-
lace blizky kladné jednotce.

Druhy pfiklad. Je-li mezi x a y vztah
y=—z+4«,
kde « je konstanta, je

13



y—EYy)=—z+ o+ E@) — & = —[z— E@@));
rovnice (9) ziistdvajf v platnosti. Dosadime-li do (6), vychéz{
— Bz — E(z))*

Elz—E@)P
Z4porny koeficient korelace se vyskytuje v pfipadech, kdy
jedna z velidin x, y se zmensuje, zvétiuje-li se druh4.

Trett priklad. V osudi jsou koule t¥i barev; budiZ p, pravdeé-
podobnost vytdhnouti kouli :-té barvy (: = 1, 2, 3),
P+ P+ ps=1 (10)

Vykondme n tahti kladouce po ka?dém tahu kouli zp&t do

osudi. BudiZ z polet vytaZenych kouli prvé barvy a y podet

vytaZenych kouli druhé barvy. Abychom urtili obecné koefi-

cient korelace R mezi « a y (z a ¥y mohou nabyvati hodnot

0, 1,23, ..., n), piitadme :-tému tahu veli¢iny u; a v, tak, Ze

u; = 1, vytdhneme-li kouli prvni barvy v ¢-tém tahu,

u; = 0, vytdhneme-li kouli druhé nebo tieti barvy v i-tém
tahu,

v; = 1, vytdhneme-li kouli druhé barvy v i-tém tahu,

v; = 0, vytdhneme-li kouli prvni nebo tfetf barvy v i-tém
tahu.

—1

Pak bude

T=U U+ . F U Y=V, F 5+ ... + v,
Tahu koule prvni barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u; = 1, v; = 0.
Tahu koule druhé barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u, = 0, v, = 1.
Tahu koule tfeti barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u; = 0, v; = 0.
Pfipad u; = 1 a v; = 1 nen{ mo#ny. Na zdklad® tSchto dat
vypoditdéme stfedni hodnoty velidin », a v, pro i-ty tah:

Eu)) = p,, E(v;) = p,, pro 1 =1,2,...,n.
14



PonévadZ pokusy jsou nezévislé jeden na druhém, je pro ¢ +
*k
El(us— py)(u — P1)] = E(us — py) . E(up,—p,) = 0. (11)
Dile je E(z) = np,, E(y) = np,, E[z — E(z)] =0,
Ely —E@y)] =0,
E@) — [E@)P = Blz — Ez)P = B[z —np,P =

= Elu,—p,+uy—py + ... + 4y — 9P = n E[u,—p, P =
=a[(l —p2) pr + Al —p)] =np(l —p). (12)

Podobné se oddvodni, Ze
E(y®) — (E(y)} = Ely — EQ) = n E[v, — p,}! =
= npy(1 — py). (12a)
Pokud je ¢ + £, je

El(u; — p)(vi — py)] = E(ug — py) . BE(v, — py) = 0; (13)

stfednf hodnota soudinu (u; — p,)(v; — p;) rovnd se soudtu
ti &lenid, které odpovidaji po fadé tfem shora uvedenym
pHpadim:

y=19=04=0v,=1, 4,=0, v,=0

s piisluinymi pravddpodobnostmi p,, p,, py. Je tedy vzhle-
dem k (10)

E{(ui — p)(v: — P2)] = — (1 — py) Papy — P1(l — Py) P2 +
+ PPl — Py — P;) = — P1Ps- (14)
Z rovnic (11), (12), (12a) a (13) nasleduje, Ze
E{lz — E(z))ly — E()]} =
= E{[u; —p, + v, — py + ... Fu,—p].
(n—p+va—p+ ...t v.—pl} = (15
= — NP1 Ps.
Dosadme do (6) pFisluiné vyrazy podle (12), (12a) a (15); vy-
chdzf
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R—_— 1Py - l/ P1P2 .
V21 — ) Po(1 — o) (Pr + Pa)(P2 + Ps)
Kdyby nebylo kouli tfeti barvy, byloby p; =0,z + y =
= n; y by bylo zcela urditou funkef proménné x a koeficient
korelace R by byl roven —1. Je-li p; veli¢ina mald proti p,
a p, (je-li tedy kouli t¥eti barvy velmi mélo), plati rovnice
z + y = » jen piibliZnd, koeficient R se lisi mélo od —1.
Jsou-li naopak p, a p, &isla mald proti p, (v osudi je jen milo
kouli prvni a druhé barvy, pfevlddaji koule tfetf barvy), je B
pfibliZné rovno nule; mezi x a ¥ neni uréitého vztahu, tahy
kouli prvni a druhé barvy jsou vzdené a nezdvislé jedny na
druhych.

55. Empirické stanovenl koeficientu korelace. V odst. 54a jsme
pfedpoklddali, Ze jsou zndmy pravdépodobnosti P(z;, y,), ze
kterych jsme odvodili daldi pravddpodobnosti pro vyskyt
znaki z, resp. ¥, a pak koeficient korelace R. V empirickych
problémech nejsou vSak ddny piimo pravdépodobnosti
P(x,, y,), nybrZ statistickd data o vyskytu znakd, které se-
stavujeme v t. zv. korelaéni tabulku. Budiz »,, podet pFipadi,
kdy prvni promé&nnd x m4 hodnotu z; a kdy zéroven druh4
velidina y mé hodnotu ;4 = 1,2, ..., k = 1, 2, ... Velidiny
ng; jsou dény; povazujeme-li ¢ za index ¥4dku a k za index
sloupce, napfeme n,, do koreladni tabulky na misto, kde se
i-ty Fddek protind s k-tym sloupcem. Empirické hodnoty
pravdépodobnosti ¢srkovanymi oznadime pismeny. Empiric-
k4 pravddpodobnost P'(z, y,), Ze x = x; a e y = y;, je
déna vzorcem

__ M )
Zznm
1k

Déle odvodime z korelaéni tabulky, uZivajice oznadeni ob-
dobného tomu, které jsme zavedli v odst. 54a, tyto empirické
pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost P'(z,), Ze z = z;, je rovna

P'(z;, y)
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Znik
*
ZZ”H;
Pravdépodobnost P'(y,), Ze y = y,, je rovna
Znik
Zznik.

Pravdépodobnost P, '(z,), %6 = x,, je-li déno, Ze y = y,,
je rovna

Pyr
Znik
Pravdépodobnost P’ (Y oy = yy, je-lidéno, Ze x = =,
je rovna

Nix .
Zn.-k
3

Pfislusné empirické stfedni hodnoty soudinu zy velidin z a y
a jejich &tverci jsou

S S p S S

S PO S PO S
S St S

zznw (s> "

Empiricky koeficient korelace R’ se vypodte z téchto empi-
rickych hodnot privé tak, jako jsme vypoSetli theoreticky

koeficient korelace R na zdklad® theoretickych stiednich
hodnot podle vzorce (6), odst. 54. Je tedy

E'(ay) =

@) ===
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____ Fay—F@).EY

V{E @) — [B'@)PHE (") — [E'(9)F}
nebo, dosadime-li podle pfedeslych vzorch za E'(zy), E'(z),
E'y), ...,

14

(1

R =
N. Z%nikziyk — (Z;”ikxi)(zi:%:nikyk)
_V[N-;%nik-’”iz—(Ei:;’nikxim[lv-Z%ntkykz—(%:%”myk)]'

(2)

kde jsme polozili pro strudnost
N = Zkznik.
1

Jsou-li tedy ddny: korelaéni tabulka, t. j. hodnoty =g,
t=12,..., k=1,2,..), a hodnoty x,, %5, ..., ¥1, Yg, -+
vypoéte se empiricks hodnota koeficientu korelace podle (2).*)

Pozndmka. V odst. 54¢ jsme vidéli, Ze zvlastni druhy z4-
vislosti mezi « a y odpovidaji riiznym hodnotdm koeficientu
R. Je-li naopak déna empirickd korelaéni tabulka, uréime
z ni podle (2) empiricky koeficient korelace R’. Ptime se pal,
jaky z4v&r moZno udiniti z é&iselné hodnoty R’ na povahu
vztahu mezi x a y. Odpovéd zni, Ze jedind é&iselnd hodnota
R’ nestadi k tomu, aby charakterisovala zdvislost mezi z a y
po viech strankéch.

b66. Kvalitativn( koeficient korelace. Podle definice (7) odst. 54
je koeficient korelace R funkef veli¢in x;, 2,, ... & 95, ¥, -+,
pri ¢emZ pravdépodobnosti P(x;, y,), P(z,) a P(y,) maji
tlohu koeficientii. Naskytuje se otdzka, miZe-li R byti veli-

*) Ciselné piiklady korela¥nich tabulek uvédi S. Kohn ve spise
Zéklady teorie statistické metody (Praha 1929) na str. 297. Viz té2
J. Kaucky: Uvod do poétu pravdépodobnosti a teorie statistiky,
str. 49, Praha 1934. J. Kaucky-J. Novdék-VI. List: U%it{ korelatnfho
pottu, Praha 1948.
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¢ina nezdvisld na proménnych z,, x,, ..., ¥y, ¥, ... VySeti{me
tuto otdzku pro pfipad, %e veli¢ina x miZe nabyti jen dvou
raznych hodnot x,, z, a velidina y také jen dvou hodnot y,, y,.
Pro jednoduchost volime o néco struénéjsi oznadeni pravdé-

podobnosti; zavedeme na misto znakii definovanych v odst.
64a,

Pir = P(xi) yk)) 1= 1: 2’ k= l) 2;
P = P(zi)) i = 1, 2; pk' = P(yk), k= 1, 2.
Pak bude

E(zy) = Py + Pra®i¥e + Pty + Daa¥a¥s,
E(z) = p,2; + poxs, E(y) = P1'Y1 + Pe'Ye
E(2?) = py2® 4 pera?y E(Y?) = iy + Pa'yad
pfi demZ

Pl, = P11 + Prps le = P2 + Pgo; Pl, + Pz, = 1:} 1)
Py =Pu+ Pou P =Pr2a+ Posy i + P2 =1.
Koeficient korelace se pak vy]'é,d" podle (7), odst. 54 takto:

2

Z Z’Puch — (me ;Z}m Yr)
V[me — (2pkxk)2][2p. Yt — (Zm )]

V titateli je mnohoé¢len druhého stupné vzhledem k promén-
nym %; a y;. Ve jmenovateli je odmocnina ze soudinu dvou
mnohodlend proménnych xz, resp. y,. Proto nemizZe byti R
obecnd veli¢inou nezdvislou na proménnych z,, z,, 7, a ¥,.
Pifpad nezdvislosti miZe nastati jen tehdy, redukuje-li se
vyraz pod odmocninou jmenovatele na druhou mocninu
mnohoélenu stojiciho v &itateli ndsobenou n&jakou konstan-
tou. Aby tento pfipad nastal, je pfedné nutno poloZiti

N="7y Ys=12 P =Dy, Py = Pai
za tohoto pfedpokladu piejde (2) ve formuli

(2)
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R=
— (P — 2% 722 + (P12 + Py —201P2) 7123 + (Dae—Py}) “2'.
(pr — P1?) 2,® — 2P, Ps%1Z5 + (P2 — Po°) Za°

@)
R je tedy funkei poméru z,: z,. Aby R nezdvisel vibec na
hodnoté tohoto poméru, je nutno a stadi poloZiti

Pu— Pt _ Pig+ Py — 2P, P, P — Pyt _
L = L — R (4)
P — Py — 2p1Ps Pa— P
Jsou-li splnény tyto rovmice, maji mnohodleny druhého
stupné vyskytujici se v ditateli a ve jmenovateli vyrazu (3)
umérné koeficienty; pomér souhlasnych koeficientii je roven
konstanté R, kterd nezdvisi na hodnotdch z,, ,.

Rovnicim (4) vyhovi se takto: Volime nejprve p,, p, & R
tak, aby
7120, 220, p+p=1—1<R< +1;  (5)
pak ustanovime p;; rovnicemi:
Pn = P + R(py — pY),
D12 = P = P1Po(l — R), (6)
P22 = Pt + B(py — Pa?)-
Jsou-li splnény rovnice (5) a (6), je vyhovéno i prvnim dvéma
rovnicim (1). Nebot
Pu + Pre = P° + Pyp, + R(py — PP — pypy) =
=p + Rlp—p —pll —m)l=p
a podobné se odiivodni, %e

Po1 + Paa = Po.
Vysledek shrneme takto:
BudiZ R koeficient korelace mezi dvéma velidinami z,y,
z nich proni nabjvd hodnot x,, z, a drubd y,, y,. Plati-li
v oznadent zavedeném v tomio odstavci

Y=, Ya=12, Py =Py, Py = Pa

20



a jsou-li splnény podminky (5) a (8), je R velidina nezdvisld na
z, a na T,

Veli¢ina R se pak nazyvd kvalitativni koeficient korelace.
V piipads, Ze z a y nabyvaj{ vice hodnot nez dvou, vyskytuji
se také kvalitativni koeficienty korelace.

Pozndmka. Zjednoduseni dlohy, jehoZ bylo docfleno druhou
rovnicf (6), totiz pfedpoklad, Ze p,, = P,,, odpovid4 piipadu,
kdy bé#i o koeficient korelace mezi veliéinami z™ a z(™ pii-
Fadénymi dvéma pokusiim v pfipadé staciondrnfho Fetézu
(viz odst. 82c).

21



