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I. POJEM FUNKCE

Budte? ddny dvé& &iselné mnoZiny M, N. Libovolny prvek
prvé mnoziny ozna¢ime pismenem z. JestliZe existuje predpis,
ktery kazdému prvku z mnoZiny M pFifazuje urdity a jediny
prvek y mnoZiny N, nazyvéme Iato pritazent funkct a ozna-
“Cujeine je zpravidla néjakym pismenem, tieba f. Prvek mno-
Ziny N, ptifazeny prvku z z mnoZiny M, oznadujeme pak
znakem f(z). Cislo z nazyvime proménnd; mnofinu M viech
@ryjﬂ&a%_—ymnm;rfinkce f. Cislu y = f(z), ptifazenému

isfu z, Fikdme hodnota funkce v boddé x. Misto pismen
z, y, f miZeme oviem volit kterdkoli jind.

Abychom ziskali pfehled o néjaké funkei, zndzorfiujeme si
ji geometricky. KaZdou z obou &iselnych mnoZin M, N zobra-
zime na zvlddtni diselné ose, které
zpravidla volime navzdjem kolmé
a o spoleném poé¢dtku O. Tu osu, Y= - —-—- P
na niZ zobrazujeme &isla z mnoZiny
M, nazyvidme osa z; tu osu, ng niZ
zobrazujeme &isla ¥y mnoZiny N, na-
zyvime osa y. Bodem z a jemu 3
pfifazenym bodem y = f(z) vedeme I
rovnobézky s druhou osou a jejich Obr. 8
priisedik P povazujeme za obraz hod-
noty funkce / v bodd z (obr. 8). Jde tedy vlastné o pravoihlé
soufadnice z, ¥ = f(z) bodu P v rovind. MnoZina viech bodii
P gestrojenych pro viecka z z oboru M fankce f podivi
jasny pfehled o pribshu funkce. MnoZinu bodé P budeme
oznafovat ndzvem graf neboli diagram funkce f. Nejdast&ji
8o stidvi, Ze timto grafem je jakdsi kiivka, atkoli to miZe
byt dtvar daleko sloZitdjsi.

Obé& mnoZiny M, N viak byvaj{ pfedem didny jen zfidka.
Casto je ddna pouze funkee /, t. j. pfedpis, podle néhoZ pfe-
jdeme od &fsel mnoziny M k &{slim mnoziny N, a jeji obor M;
tim je ovdem jiZ urdena mnoZina N viech hodnot f(z) dané
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funkece. Zpravidla vSak nebyva pfedem dédn ani obor M dané
funkce f. V tomto ptipadé budeme za M povaZovat co pej-
obsdhlej§i mnoZinu, kterd m4 tu vlastnost, Ze ke kazdému =
z této mnoZiny je moZno utvofit hodnotu f(z) dané funkce.

Uvedeme si nékolik piikladi, na nich% ukdZeme ndkteré
jednoduché funkce a jejich diagramy.

Piiklad 1. Oborem funkce f budiZ mnoZina viech pfiro-
zenych &sel a ke kaZdému z z této mnoZiny budiz ptifazeno
&islo 1, je-li z liché, a &islo —1,
je-li z sudé. Je tedy f(1) =1,
' e * * 1(2) = L,i f(3D).= 1, f(ﬂ;o

= — 1 atd. Diagram
1 ‘:’ 3 l: 5 f funkce (vlastné jef.rjeho ¢ast)
je zobrazen na'obr. 9. Je tedy
Obr. 9 mozné, aby totéZ y odpovida.lo

. vétéimu podtu &isel z.

P#iklad 2. Oborem funkca f ‘budiz mnoZina viech redl-
nych &isel a ke ka¥dému  této mnoziny budi pni-a.zeno dislo

y=kz, kde k& 5 0.

MiZeme tedy psit f(zr) = kxr. Sestrojime-li mno%inu tdch
bodii P, jejichZ soufadnice x, y jsou vézdny vztahem y = kz,
lei{ tyto body, jak zndmo, na

pfimce p prochézejici positkem b
a bodem o soufadnicich 1, & (obr.

10). Rikéme tedy, Ze funkee y —

= kz je zobrazena pfimkou pro- k
chizejici poldtkem. Smér této

piimky je urden &islem k, proto /Io 1 x
mu dévime nédzev smérnice. Je-li

k kladné, svird piimka p s klad- Obr. 10

né orientovanou osou z ihel ostry

(méfeno v kladném smyslu otdéenf), jako je tomu na obr. 10;
je-li k zdporné, svirs piimka p s kladnym smyslem osy z dhel
tupy. Funkei f(z) = kz,kde k 50, nazyvdme pfima wmérnost.
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Piiklad 3. Jako daldi pkklad si uvedeme funkci danou

rovnici

y=-§, kde k 4= 0.

Viimnéme si nejprve jejiho oboru. Vyra.z£ m4 smysl pro

viecka z =+ 0; oborem nasf
funkce miie tedy byt obor
‘viech redlnych &fsel s vyjim-
kou ¢&isla 0. Danou rovmici
nenf &slu 0 pfifazeno Z4dné y;
Fikdme, %e funkce neni pro
z =0 definovdna. KaZdé-
mu z (8 vyjimkou nuly) od-
Povids jediné y. Souhrn viech
bodt o soufadnicich z, y, kde

k
y=;-, le?i na rovmoosé hy-

perbole. Tato hyperbola tedy ™

zobrazuje funkei y=—’;— (obr..

Obr, 11

11). Funkeci y = .E, kde k 3 0, oznafujeme zpravidla ni-

zvem nepiimd Uumérnost.

Piiklad 4. Funkce y = k, kde k je dané &slo, definovand
v intervalu (— o0, 00), pfifazuje kaz-

Y| dému z tohoto intervalu uréitou
hodnotu, toti¥ hodnotu k. Takova
funkce, kterd pro viecka z z urdi-
tého oboru nabyvé stdle téZe hod-
0 %  noty, se_nazyvé funkce konstanini
v tomto oboru nebo kritce korstanta.

Obr. 12 Je-li jejim oborem interval (—oo,
), je jejim geometrickym zndzor-
nénim pimka rovnobdind s osou z ve vzddlenosti k

od této osy (obr. 12).
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Ptiklad 5. M&jme funkei definovanou pro viecka redlnd z

rovnici

y= ||

a) Je-li >0, je || = =z, takie v intervalu (0, o) je

y==z

b) Je-liz < 0, je |z2| =

y=—=o.

— z, takZe v intervalu (— o0, 0) je

Nagi funkei miéZeme tedy definovat také takto:

4

~

0 X
Obr, 13

_{ z pro >0,
y= '—z pro z < 0.

Jeji zndzornéni se sklddd ze dvou
&sti: pro z > 0 je to st pHmky
Yy =2 a pro z < 0 jeo to d4st pHm-
ky y = — z (viz obr. 13).

Pfiklaa 6. Fu.n.kce

i

je definovdna pouze v mt.ervalu (=L D, t. j pro —1L
< z< 1, nebot pro z > 1 nebo pro z < — 1 dostaneme pod

odmocnitkem zdporné &slo, jehoZ
odmocnina neni redlnd. Hned na
potitku jsme se vSak umluvili, Ze
budeme hovofit jen o redlnych &s-
lech. Proto oborem dané funkce
miife byt jen. interval (—1, 1). Je-
jim geometrickym zndzornénim je
pilkruZnice opsand z poditku polo-
mérem rovaym 1, nebof z nasi rov-
nice plyne 2% + y? =1, tak¥e vzdi-
lenost libovolného bodu o soufadni-

Obr, 14

cich z,y, ktery lezi-na grafu nadf funkce, od poddtku je
rovna jedné. Pon¥dvadz y > 0, jde o pilkruZnici nad osou z.
PilkruZnice o témie stfedu a poloméru, ale le#ici pod osou z,

je obrazem funkce y = —Vl — 22 (obr. 14).
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Ptiklad 7. Funkce f(x) necht je definovina v oboru {0, 2}
takto: T pro 0 z< 1,
f(2) = l—zprol<a2<2,
kde%to pro jind z neni vibec definovéna. Tato funkce je zné-

zornéna na obr. 15. Pro z = 1 nabyv4 funkce hodnoty 1, coz
je na obrézku zndzornéno népadnou

teSkou, abychom nebyli na rozpa- y '
cich, neni-li snad f(1) = 0. !
Piiklad 8. Funkce f budiZ defi- 0 ) X

novéna v intervalu (0, 1) takto: \ |

1 pro z raciondlni,
fe) =) 1 pro z irracionalni.

Mezi kazdymi dvéma réznymi &isly leZ{ nekoneéné mnoho

&isel raciondlnich, a proto 0. mnoZing &sel raciondlnich ¥ka-

Obr. 156

e, ie je husté. Toui ‘vlastnost mé i mnoZina &isel irraciondl.
‘nich. Proto v ka%dém sebemensfm
yl “okoll ka¥dého é&isla leZi nekoneénd
A IB mnoho d&isel raciondlnich i irracio-
| nélnich, které viak na obrizku neni
l mo%no od sebe odlifit. Grafické zn4-
0 :1 x  zornéni se tedy sklddd z téch bodid
|

tselky . AB, jejichz vzdalenost od
c——b bodu 4 je déna d&islem raciondlnim,
a z téch bodid tselky CD, jejichz
vzdilenost od bodu C je ddna &islem
irraciondlnim (obr. 16).

Casto se setkdvame s funkcemi, jejich? oborem je mnoZina
Pprirozenych &sel. Tak na pi-ikla,d funkce uvedené. v pi'l’.kla.dé 1

méla tuto vlastnost. Funkei, jejim¥ ob a pfiro-
zenych &isel, oznaéujeme zpravidla ndzvem posloupnost.

F—uEEce z prﬂdadﬁ 1 je tedy p poslouphostl

Prirozens &isla maji “tuto vlastnost, kieré budeme Sasto
pouZivat:

Obr, 16
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je-li n pfirozensé &slo, je » 4 1 také pfirozensé &islo.
Méme-li tedy &iselnou mnoZinu, kterd mé tyto vlastnosti:

(1) obsahuje pFirozené &islo &, a

(2) obsahuje-li néjaké &fslo n, obs‘ahu1e také &slo n 4 1,
pak tato mnoZina obsahuje viecka ptirozend &isla n> k. To
snadno nahlédneme. Kdyby naSe mnoZina neobsahovala
v3ecka ptirozend &sla n > k, existovalo by nejmens{ pfiro-
zené &islo # > k, které by neobsahovala. Nenf moZné, aby
r==F, to by y odporovalo bodu 1. Je tedy r > k. Ptirozené
&slo r — 1 je men&f neZ r; to tedy naSe mnozina obsahuje,
protoZe r je nejmensi pfirozensé &islo, které neobsahuje. Podle
bodu 2 viak obsahuje &slo r — 1 4 1 = 7, coZ odporuje na-
Semu pfedpokladu. Nenf tedy moZné, aby nade mnoZina ne-
obsahovala nékteré pfirozens &slo r > k.

Na pfdvd vyloZené vlastnosti pfirozenych é&isel spoéivd
t. zv. uplnd indukce, jiZ Sasto uzivdme k dikazu takovych
vét, v m'éﬁmastnostl prirozenych &isel. DokdZeme-li
tyto dvé véci:

(1) n&jaky vyrok plati pro pfirozené &slo k, a

(2) pla.ti-li vyrok pro &islo n, plati také pron 4 1,
dokdzali jsme tim, Ze uvedeny vyrok plati pro kaZdé pfiro-
zené &islo n > k. To je pravda, nebot podle toho, co bylo
pravé vylofeno, mnoZina téch ¥fsel, pro kterd vyrok plati,
obsahuje viechna ptirozend &isla n > k.

Pfiklad 9. DokiZeme, Ze
1+2+3+ +n_§n(n (a)
pro kadé pFirozené &slo n.

(1) Pro n = 1 vzorec (a) plati, nebot na levé strand je je-
diny &¢len 1 a na pravé strandje 3 .1.(1 4 1) = 1.

(2) Pfedpokldddme, %6 14+2+34 ...+ n= }n(n+
+1). Pak 14-2+3+ ...+ 2+ 0+ 1)=dan+ 1)+
+ (n+ 1) = §(n + 1)(n + 2), ale to je ty% vysledek jako
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vzorec (a), kde je viak misto #» psdno » + 1. Tim je dikaz
proveden.

Uplné indukce uzivime ¥asto zejména pfi vysettovini po-
sloupnosti, nebot jejich oborem je privé mnoZina pfiroze-
nych &isel. Jde-li o posloupnost, uzivime radéji misto sym-
bolu f(n) zna.ku a,, kde index n znaéi, Ze jde o hodnotu po-
sloupnosti ptifazenou k &slu n. Cisla a,, a,, as, ..., obecn? a,,
nazyvime Eleny posloupnosti a mluvime o prvnim, druhém,
tietim &lenu atd., obecné pak o n-tém &lenu. Chceme-li sta-
novit posloupnost, miZeme to podle principu dplné indukce
udinit takto:

(1) Definujeme jej{ prvni &len «, a

(2) (= + 1)-ni &len a,, ., definujeme pomoci n-tého &lenu a,,.
Pak je definovéno a, pro viechna pnrozené. &isla n. Vzorec,
kterym se stanovi &len Gnyy pomoc1 (‘Slenu a,, se nazjrva.
vzorec rekurentni ~ e

Ptiklad 10. Budli a libovolné &fslo a méjme posloupnost
definovanou rekurentn& takto:

1) ay=uga, (2) a,,, = a,.a.
Rozepidme nékolik pi-ynich dlent této posloupnosti
a,=a, '
aG=a,.0=0a .a=ad?
a;=ay,.a=a®.a=ad
G,=a3.a=ad.a=at
atd. Zd4 se, Ze obecn® je
a, = ar. (b)
DokéZeme, e tomu vskutku tak je. -
(1) Vime, %e a, = a = a!, t. j. vzorec (b) plati pro n = 1.
(2) Je-li a,=a", pak Onyy = ay.a=a".a= a1 To

vBak je vzorec (b), v ném¥ je pséno » 4 1 misto n. Tim je do-
kézédna platnost vzorce (b) pro ka¥dé ptirozené &islo n. Nade
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posloupnost je tedy posloupnosti mocnin o zdkladu a, jejichZ
mocnitelé jsou p¥irozens &isla.

Vedle mocnin, jejichZz mocnitelé jsou pfirozend &isla, je
idelné zavést i mocniny s mocnitelem 0 a s mocnitelem
celym zdpornym. Definujeme

a®=1 pro kaZdé a (tedy i 00 = 1), 4)
5)

1
a® —=
a—

— - N

(a tedy —n celé kla.dné). Mocnint a®, kde n je celé zdporné
4slo, nedefinujeme pro a = 0, nebot déleni nulou nem4
smysl, jak jsme jiZ uvedli na str. 10. Pravidla pro poditinf
s mocninami, jejichZ moenitelé jsou &isla celd (kladnd, zi-
pornd i nula), povaZujeme za znadm4i. Pii jejich aplikaci je
tieba dévat pozor, aby mély napsané symboly smysl. Na
piiklad zndmy vzorec
ar.a®=art*

plati pfi nezdpornych celych r, s pro kaZzdé a, naproti tomu
jeo-li n8které z ¢&isel r, ¢ (nebo obé) ziporné, plati jen pro
a £ 0.

Piiklad 11. Je-li » cel$, jo funkce

@) = )

pfi » 2> 0 definovéna pro kaZdé z, pfi n < 0 je definovéina
jen pro z = 0. Pfi zdporném = se tedy obor této funkce
skldd4 ze dvou intervalii: (— oo, 0), (0, 00); proz = 0 funkce
definovéna neni. Prib8h funkce f(r) = z® je pro n =2, 3,
—1, —2 zachycen na obr. 17—20. Funkce tvaru f(z) = 2",
kde n je celé, se nazyva mocnina 8 celym mocnitelem.

Odvodime si dvé véty 0 mocninach s celym mocnitelem:

Véa 1. Jo-li n celé kladné a 0 Sy <z,jedl o<
< T

Diikaz povedeme tplnou indukei.
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(1) Vé&ta platf pro n = 1, nebot podle pfedpokladu 0«
Sz, <%y 6. §. 05 21 < w1

(2) Je-li pro ngkterd » splnén vztah 0 < z,* < z,* a je-li
zéroveti 0 < z, < z,, pak také 0 < 2% . 2, < 7,0 . 7, &ili
0 < z 1 < Z M1,

b 4
y y-x?
0 x
y-x?
0 X
Obr. 17 Obr. 18
// y
//
Y
t _____
-1
t
| 0
————— -¢
[0} X
Obr. 19 _Qbr. 20 .-

Véta 2. Je-li n celé zéporne a 0< zl< Ty je z,0 >
> z* > 0.

Diikaz. Je- hncelezé.pome,]e—-ncelekladne a pak podle
vity 1 je 0 < z," P << x,7". Cisla z,, z, jsou kladné. Je tedy
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talé kladné &islo z,"z,". Ndsobime-li vzniklou nerovnost timto
¢slem, dostaneme nerovmost 0 << z,® < ¥, mezi kladnymi
&isly.

Piiklad 12. Abychom mé&li rozmanit8jdf vyb&r piikladi,
promluvime si jedté o funkecich sinz a cosz zndémych z geo-
metrie. Nafe iivahy vSak v tomto pfikladé nebudou zcela
pfesné, nebot se budeme opfrat o ndzor vydteny z obrizku;
teprve v kapitole X je postavime na pfesny zdklad.

V celé této kni¥ce budeme méfit dhly t. zv. mérou oblou-
kovou, v niZ plny thel (360°) je vy-
jidfen &islem 27, piimy dhel (180°)
dislem 7, pravy thel (90°) &fslem ix X
atd. Tato &isla volime proto, Ze délka
kruZnice o poloméru 1 je privé 2x. Je
tedy velikost z hlu v mife obloukové
rovna délce kruhového oblouku, ktery Obr. 21
le?{ uvnité daného Ghlu, mé stied
v jeho vrcholu a polom&r rovny 1 (viz obr. 21). Je-li tento
thel probihdn v kladném smyslu (t. j. proti sméru pohybu
hodinovych ruditek), mé hodnotu kladnou; je-li probihdn
v zéporném smyslu (t. j. ve
sméru pohybu hodinovych ru-
idek), m4 hodnotu zédpornou.

Sestrojme kruZnici o polo-
méru 1 (viz obr. 22, ktery je
narysovin 've zvétieném mé-
Htku) a o stfedu O v poditku
soufadnic. Pismeno z bude
znadit velikost dhlu (v mife
obloukové), t. j. délku oblouku,
ktery nand&ime na kruZnici od
bodu 4; druhy krajni bod to-

Obr. 22 hoto oblouku oznadime B. Je-li

z > 0, nand&ime oblouk vklad-

ném smysly, a je-li # < 0, nandiime jej v zdéporném smyslu.
Soufadnice bodu B jsou urdeny velikosti ihlu z. Ka?dému
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# odpovidd jediny bod B, ktery m4d urdité soufadnice. Tyto
soufadnice jsou tedy funkcemi dhlu x. Soufadnici OB, na-
zyvame sinus z (znatka sinz), soufadnici OB, nazyvime
kosinus z (znadka cosz).

Z tohoto vytvoreni je vidét, Ze sin0 = 0, cos0 = 1 (bod 4).
Roste-li x od 0 do 4=, roste sinz od 0 do 1 a cosz klesd od 1
do 0; sinm = 1, cos}w = 0 (bod C). Roste-li x ddle od }x
do n, klesd sinz od 1 do ®a cosx rovndZ klesd od 0 do —1;
sinzt = 0, cosm = — 1 (bod D). Roste-li # od = do 3, klesd
sinz od 0 do —1 a coaz roste od —1 do 0; sinfn = — 1,
cosdn = 0 (bod E). Konelnd roste-li z od 3z do 2, roste
sinz od —1 do 0 a cosz rovné% roste od 0 do 1. Déle je z obréz-
ku vidét, Ze pro kaZdé z je

sin(z 4 27) = sinz, cos(z 4 27x) = cosz,

-§7|0 i?cos; x n 2:7' s

Obr, 23

nebot z 4 2x znadi, Ze je tfeba nejprve prob8hhout oblouk =
a pak jedtd celou kruZnici o délee 27, &imZ se dostaneme do
tého% bodu B, jako kdybychom opsali pouze oblouk z.
Rikéme, e funkce sinz a cosz jsou periodické s periodou
27. To znamend, e se hodnota téchto funkei neméni, kdyz
prom&nnou zvétiime o 27z. Qbecnsji plati

sin(z + 2kn) = sinz, cos(x + 2kmw) = cosx, k celé. (6)

Z toho vieho je zfejmé, Ze funkce sinz a cosz jsou definovény
pro kaZdé z a Ze vidy je

~1<sinz< 1, —1< ooz < 1
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il
|sinz| < 1, |cosz| < 1. (7)

Pribdh funkef sinz a cosz je zndzorndn na obr. 23.
Déle je z obr. 22 vid&t, Z%e
sin(— z) = — sinz, cos(— z) = cosz, (8)
nebot bod F, ktery je druhym krajgim bodem oblouku o délce
—z, dostaneme jako bod soum&rny k bodu B podle osy OA.
Pozdéji dokdZeme, Ze
sin(zy + ,) = sinz, cosz, + cosz, sinz,, 9)
cos(z, + x,) = cosz, cosT, — sinz, sinz,.
Dosadime-li sem z;, = 2, = z, dostdvime
sin2z = 2 sinzx cosz,
€082z = cos®*z — sinz.¥)
Nahradfme-li v rovnicich (9) &islo z, ¢islem — =, & uZijeme-li
vzorc (8), obdrzime

(10)

sin(z, — z,) = ginz, cosr, — cosz, sinz,,
cos(r; — T,) = cosz, cosT, | sinz, sinr,.

(11)

Polozime-li ve druhé z tSchto formulf z, = 2, = z, vyjde
vztah

. sin®z 4 cos?z = 1. (12)
Z rovnic (9) a (11) déle vyplyvaji vztahy
sin(} + ) =  cosz, cos(}n + z) = — sinz, (13)
sin(3}z — ) =  cosz, cos(}wx — )=  sinz, (14).
sin(x 4 £} = — sinz, cos(w+ z) = — cosz, (15)
gin(z — ) =  sinz, cos(wx — 2) = — cosx. (16)
Z druhé rovnice (10) a z rovnice (12) dostdvime
co82z = 2 cos?z — 1 = 1 — 2 sin?z. (17

") sin’z znadl toté% jako (sinz)?, podobnd cos’:z: zZnadi toté: jako
(cosz)®.
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Konedné sedtenim a odedtenim revnic (9) a (11) vyjde

sin(z, + x,) + sin(x;, — &) = 2 sinx, cosz,,
sin(z, + %) — sin(®; — #,) = 2 cosz, sinz,,
cos(x, + Z,) + cos(z, — x,) = 2 cosx, cO8T,,
cos(x; + x,) — cos(z, — z,) = — 2 sinz, sinr,.

Polozime-li sem z; + 2, = 2,, 7, — 2, = 2, 8ili £, = §(2; +
+ 2,), z, = #(z, — z;), dostaneme

smz1 + smzz = 2 sind(z + z,) cos}(z; — 2,), .
sing; — sinzy = 2 cos}(z, + 2z,) sind(z; — z,), (18)
cosz; | cosz, = 2 cos(z; + 2,) cosg(z; — 2,),
cosz; — €08z, = — 2 sing(z, + 2,) sind(z, — 2,).
y-tgx i L
'
. l
? |
! I
0 n 12n
y=cofgx ! :
! |
: !
Obr. 24

Pi{klad 13. Na zikladd funkci sinz a cosz definujeme
dalsi dvé funkce

sinz COBT
tgr = ——,- = 19
8% COST cotge sinx ° (19)

Prvaf z nich éteme tangens z a je definovina pro viecka z,
pPro ndZ je cosz + 0, t. j. T & %(21:—{- 1) =, kde k je celé.
Druhou z nich Teme kotangen.s z a je definovana pro viecka
z, pro néZ sinz =+ 0, t. j. z & kn, kde k je &slo celé. Pr&béh
fun.kci tgz a cotgz je zndzorndn na obr. 24.



C’viJeni.//

I. Graficky vyjédfete funkce: a)y = z + |z|, b)y = || "—{—‘
+le—1, 0 y=2e+ 1| — 3z — 1.

z 243 22 — 1
2. Je fi —
Je funkee 8) 52 B) 3, Vom a1
definovéna pro ka?dé z?
. . T 2z 4+ 3
3. V %em se navzdjem lidi funkce a) - 1,b) Py
a 1 1 tgz?
x—l’c)@- a cotgr?
4. Vyjédfete pomoci konstant a &sla n n-ty &len posloup-
nosti q:mé rekurentné: a) ¢, =1, a4y = —a,, b) ¢;,=1,
n
Gppy=1—a, c)a,=14a,.,= m.an.

5. Uplnou indukef dokaZte t. zv. Bernoulliho nerovnosty
T e
(14 z* 2> 1+ nz, kde £ > — 1, n celé kladné.
Kdy miiZe nastat rovnost?

6. Pomoci Bernoulliho nerovnosti dokaZte, %e pro n celé

ladné a) (144} < (14— b (141}
kla a)(+-;")<(+m) , )(+;’) >

1 \n+2

S

7. Pro kterd a, b a pro kterd celd r, s plati vzorce: a) ar:
i@t =a'"% b) (a7)=ar, c¢) (ab)y = ol’, d) (%)'= Z—:,
o) Ir=1, £f) 0r= 012

8. a) Vyjddfete velikost y thlu v mife obloukové jako
funkei jeho velikosti z v mife stupfiové. b) Jak velky je v mffe
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stupfiové thel, jehoZ velikost v mife obloukové je déna
¢islem 1? (Tento ihel se jmenuje radidn.)

9. Vysetiete vlastnosti nédsledujicich funkei’'a vyjddfete
tyto funkce graficky: a) sin(z + a), b) sinaz, kde a ¥ 0,

1
c) sinz?, d) sin o e)

sinz

10. a) Vyjddiete tg(— , tg(dn + =), tg(dw — x), tg(x +
+ z), tg(r — z) pomoci tgz b) Doka,zte Ze tg(z; + z,) =

tg:t:1 + tgz, _ sinz
T 1 — tgz, tgx,’ TEIC tgzz urtede 1 4 cosz’
1 — cosx .
tgir = ez Ve viech piipadech udejte ta z, pro

néZ napsané vztahy plati.

II. LIMITA

Abychom si dvahy zbytetnd nekomplikovali, budeme se
vétdinou zabyvat jen takovymi funkcemi, jejichZ obor se
skldid4d vesmés z intervald.

Mgjme funkei f definovanou pro viecka x z néjakého inter-
valu, jehoZ vnitinim bodem je bod a. BliZi-li se promé&nnd z
k élslu a a bliZi-li se pfi tom hodnota f(z) k n&jakému &shu b,.
tkaiie, %o funkce f m4 v bod a limitu b, a piSeme to krétce
takto
' slimf(z) = b

T—>a

(¢teme: limita funkce f pro z bliZici se k a je b). Pojem limity
bude tsttednim pojmem nadich tivah, prcto mu vénujeme
zvySenou pozornost. Slova ,,bliZi-li se*, jichZ jsme privé
uZili, je viak tfeba nejprve preloZit do pfesné fedi, abychom si
pod nimi pfedstavovali ndco urditého a abychom je mohli
vyjadiit matematicky. Uki%eme to nejprve na jednoduchém
ptiklads, a teprve potom budeme definiei limity pfesné for-
mulovat.
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