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16. Jsou-li funkce f a g omezené v intervalu J,, pek i
funkee f(z) + g(z), f(x) — g(x), [(z) . g(x) jsou omezené v in-
tervalu J,. DokaZte.

17, Je-lilimf(z) = b, je hm[f(a:)| [b]- DokaZte. Plati véta
také obrécens?

18, Je-l ].lmf(z) = 0 a jestliZe pro kaidé z 7 a z ndjakého
okoli J, bodu a plati |g(x)| < |f(z)|, pak také hmg(x) = 0.
DokaZte.

19. Je-li funkce f omezend v ndjakém okoli bodu a, neni
lim 1 = 0. Dokaite. .

z»a f(2)

20. Véty 4—13 doka¥te pro limitu zprava a pro limitu
zleva.

II1. SPOJITOST

Je déna funkce f definovand ve viech bodech n&jakého
okoli J, bodu a nejvyse s vyjimkou tohoto bodu e. Zndzor-

y y|
M M
fa) I
]
o

0| a X 0
Obr. 32 ) Obr, 33

nime-lj si tuto funkei grafickv, bude v obvyklych piipadech
timto zndzorndnim jakasi kiivka. Mysleme si, Ze tuto kfivka
probfhdme bod po bodu tak, Ze se blizime k bodu M, jehoZ
vzdélenost od osy y je a.
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a) Jestlife hodnotd ¢ prom¥nné z odpovidé hodnota f(a) .
funkce f tak, e bod M o soufadnicich a, f(a) leZf na nasf
kiivce, m&Zeme ve svém pohybu pokradovat ,spojitd‘ déle
za bod M na druhou stranu. Rikdme, Ze funkce f je v bpdé a
spojitd (obr. 32). To viak neznamend nic jiného neZ to, Ze
limita funkce f v bod3 a je prdvé rovna hodnotd f(a), t. i.
lim/_(=v) = f(a).

b) Miife se viak také stit, o bod M k na¥ kiivce nepatf,
a to bud proto, %e funkce f
neni viibec v bodd a defino-
véna (obr. 33), nebo proto, Ze
hodnota f(a) je definovéna ji-
nak a je zndzorndna bodem P,
ktery je rizny od bodu M
(obr. 34). V Z4dném z tdchto
piipadd nemiZeme v pohybu
po kiivee déle pokradovat,
nebot kiivka je v bodé M
prerufena. Také neplati rovnice hm/(z) = f(a); v prvém

piipadé proto, Ze f(a) neni viibec deflnové,no, a ve druhém
piipad$ proto, Ze f(a) zna¥{ jinou hodnotu neZ hmf(z)

Obr. 34

c) Konefnd se miiZe stét, Ze rovnice hm/(a:) = /(a) neplati
proto, Ze limita funkce f

v bodé a neexistuje (obr. 35). M
Ani v tomto pipadé nelze kiiv- _/
ku v bodé M probihat spojitd. My
Vyslovime tedy tuto definici: 0‘ T X
Funkce f je vbod& a spo-
jith, kdy limf(z) = f(a). Obr. 35

z—a

. Zce.la,'a.na.logicky vyslovime také definici jednostranné spo-
jitosti v bodé a, t. j. spojitosti zprava nebo spojitosti zleva:
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zprava limf(z) =

Funkce fje vbodéa spc;jité, , kdyZz—at
= f(a). zleva limf(z) =
z-ra—
= fa).

Funkce znizornéné na obr. 35 je podle této definice v bodé
a spojitd zprava, neni viak v ném spojitd zleva.
O spojitych funkeich vyslovime vétu:

Véta 14. Funkce f je spojitd v bodé a tehdy a jen
tehdy, kdyZ je vném spojitd zprava i spojitd zleva.

Dikaz. Véta je piimym disledkem véty 3, podle niZ
lim/(z) = f(a) znadi presnd totéZ jako limf(z) = limf(z) =
z—>a z—>a+ z—>a—
= f(a).

Definici spojitosti mti%eme formulovat i jinak, uZijeme-li
k tomu definice limity uvedené na str. 32, v niZ misto b pi-
Seme f(a). Pak oviem hodnota f(a)
padne do intervalu J,. MiiZeme
tedy ¥ei:

Funkce f je spojitd v bodé& a,
kdyZ ke katdému okolf J, bodu
f(@) dovedeme urédit takové
okol{ J, bodu a, fe pro kaZdéz
z J, (bez jakékoli vyjimky) hod-
nota f(z) padne do J, (obr. 36),

Diilezity disledek odvodime z vé- Obr. 36
ty 9:

Véta 15. Necht funkce f a g jsou spojité v bodé& a.
Pak jsou vbod& a spojitéifunkece:
a) k.f(z)+ h.g(z), kde k a h jsou dans &isla,
" b) f(z) . g(=), '
(=)
c) ——
) 9@

, pokud g(a) & 0.
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Dikaz. Funkce f a g jsou spojité v bodé a, t. j. hmf(z)
= f(a), llmy(a:) = g(a). Pak podle vity 9:
) limlk . f(e) + b g(e)] = & . limf(z) + b . limg(z) =

z—+a z-+a

=k.fa)+ k.g(a),
b) fﬂ’a[f(‘”) .g(=)] = lzin;f(z) .lin:g(z) = f(a) . g(a),

limf(z)
im f@ e f@
lim = — : _ -
? z—+a 9(2) limg(z) g(@)’ je-li i’_—':g(x) gla) +£0

Tato véta ndm umoini stanovit, e mnohé diileZité funkoe
jsou spopté

Vé&a'l6. a) Funkce 2* pro n=>0 celé je spojitd
vkaidém bod8. b) Funkce z" pron < 0 celé je spojitd
vkazdémbod&svyjimkouboduo.

Dikaz. a) Dikaz pryé ¥isti provedeme tiplnou indukei.

(1) V ptikladd 16 jsme dokazali, Ze lim(kz + q) = ka + ¢.
To znad, Ze funkee kz + g jo spojité v kazdém bods. Polo-
#ime-li k= 0, ¢ = 1, plyne odtud, Ze funkce ¢(z) = 2 =1
je spojitd v kazdém bodé&. PoloZfme-li £ = 1, ¢ = 0, dostdvi-
me, %e i funkce p(z) = z je spojitd v kazdém bodd. Véta tedy
plati pro n = 1 (i pro n = 0).

(2) Je-li funkce /() = 2" spojitd v kazdém bods, je podle
véty 15b i funkce f(z) . p(z) = z" . z = z"+! spojitd v kai-
dém bods§. Véta a) tedy plati pro kaZdé pfirozens &islo n.

b) Je-li » <0 celé, polofme n= — m, kde m > 0.
Funkce z™ je podle a) spojitd v kaZdém bod$ a hodnoty 0 na-
byva pouze pro x = 0. Funkce ¢(z) = 1 je rovnéi spojitd
podle a) v ka?dém bods. Proto podle v8ty 15¢ je i funkece

F = z~™ = 2" gpojitd v kaZdém bod$ s v¥jimkou bodu 0.
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Funkce
f(®) = ay+ ayz + ayx* + ... + a,2",

kile a,, ay, a,, ..., a, jsou konstanty, se jmenuje raciondini
funkce celistvd &ili mnohoélen. Je-li a, == 0, fikdime, Ze mnoho-
&len jo n-tého stupng. Funkce

ay+ ax + a2+ ...+ a,z"
by + bz 4 by + ... + bpa™’
kde ag, a,,a,, ..., a, by, b, by, ..., b, jsou konstanty, se

jmenuje raciondlni funkce lomend. Aby mél vyraz pro g(z)
smysl, musf byt aspoti jedna z konstant b, riizné od nuly.

glx) =

Véta 17. Raciondlni funkce celistvd je spojitd
vkaZdém bodé; raciondlni funkce lomend je spojitd
v kaZdém bodé s vyjimkou t&ch bod#, v nichZ je
jmenovatel roven nule.

Dukaz. a) Dikaz prvé &isti provedeme uplnou indukef.

(1) Funkee f,(x) = a4+ a,z je spojitd v kaZdém bods,
nebot podle piikladu 16 je limf,(z) = a, + a,a pro kaZdé a.
r—a

(2) Je-li funkee /,(z) = a, + a,x + a2+ ... 4 a,z" kde
n je ¥slo pfirozené, spojitd v ka%dém bodd, je i funkce
Ia+1(®) = fu(2) + @,4,2™+1 spojitd v kaZdém bods podle véty
15a a 16a..

Tim je dokédzdno, Ze kaZdy mnohodlen je funkce spojitd
v ka¥dém bodé.

b) Jeou-li funkce f(z)= a,+ @,z + az®+ ... + a,z",
hz) = by + bz + bx® + ... 4 b,z™ spojité v kaZdém bods,
P YemZ aspoil jedna z konstant b, je riizné od nuly, je podle
véty 15¢ i funkee g(z) = f,% spojité v kaZdém bods s vyjim-
kou t¥ch bodii, v nich¥ je jmenovatel A(z) roven nule.
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Chceme-li stanovit limitu néjaké funkce v bodé a, leckdy se
ném to poda¥i podle véty 4. Mdme-li toti% dvé funkee f a g,
které pro viecka z 4 a z jistého okoli J, bodu a spliuji
rovnost f(x) = g(z), a je-li funkce f v bodd a spojitd, je
limf(z) = f(a). Pak podle v&ty 4 je také limg(x) = f(a). Uké-

z—a z—a

Zeme si to na piiklads.
2 __
P#iklad 21. Méme stanovit lim ’—11 Proka¥dé z = 1 je

z+1 T —
221

z—1

funkce celistvd, o niZ podle v&ty 17 vime, Ze je spojitd v kaZ-
dém bods. Proto limf(z) = f(1) = 2. Podle v&ty 4 je tedy také
z—>1

=z 4 1, avdak funkce f(z) = z 4 1 je raciondlni

lim ¥ 11 = 2. To je v souhlasu s vysledkem pfikladu 14.

z>1 T —

3z 2 . z—D=x—2)
Ptiklad 22. ],J_I;——x”—x—2 = 11_13:; T 1)(3_2) =
z— 1 3z + 2
‘]:J_rgz + = }, nebof pro kazdé x =|=2pla,1:i———_—2
_r—

—1
— 1.
T 1 a funkee — z T 1 je spojitd pro kaZzdé z +

Jindy mtiZeme stanovit limitu s pouZitim vty 12 takto:
Jsou-li f a g funkce, kterd pro viecka z == a z ndjakého okoli
J ; bodu a spliiuji nerovnost f(z) < g(x), a jestlize funkee f m4
v bodé a limitu a funkceg je v tomto bod& spojitd, jé limf(z) <

z—>a
< g(a). JestliZe naopak funkece g m4 v bod$ a limitu a funkce
fie v ndm spopté. pak f(a) < limg(z). Ke stanoveni hm1ty

uzivame Zasto také véty 13. =
Ptiklad 23. Podle véty 13 stanovime hm—z— kterou

z—0

budeme d4l poti'ebova.t. Z obr. 37 je ]a,sné Ze
A OAB < vysel OAB << A OAC.
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Trojihelnik 0AB m4 viak stranu 04 = 1, pfisluSnou vysku
DB = sinz, kde z je délka oblouku AB. Je tedy obsah troj-
Ghelnfka OAB roven } smnz. Trojihelnik OAC je pravouhly;
jeho odvésny jsou 0OA, AC, pH

tem? OA=1, AC:DB= 0A:0D, c

DB o4 smz

obsah je tedy % . %Z— .Koneén& ob- X

sah vysele OAB je 4z, nebot oblouk sinx
AB mé délku z a polomér je 1. cosx |D
Méme tedy nerovnosti 0 1 A

Obr, 37

hO — B

Psinz<jr< §. @— (a)

2 nich pro 0 < z < §x plyne
08T < S%“ <L (b)

Podle vzorce (17) na str. 28 je cosz = 1 — 2 sin*}x. Podle
(a) je vBak sinz < z. Proto také sin}zr < }z, sin®jz < 12%,
takfe cosr = 1 — 2 sin’}z > 1 — 423 Spojime-li tento vy-
sledek s nerovnostmi (b), dostaneme pro 0 < z < 37

- <2< 1. (c)
Nerovnosti (c) viak plat{ i pro — in < z < 0, nebot
(— z)? = 22, sin(— )= — sinz (vzorec (8)), takZe _méx_z) =

= s_u;i:_ Platf-li nerovnosti (c) pro n8jaksé z, plat{ i pro —z,

a proto plat{ v celém’ intervalu (— i, %n) (ne]vyée 8 vypm-
kou bodu 0).
Protofe hm(l — 42%) = 1 a rovné% liml = 1, profo podle

z—0
véty 13 talkh
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lim 5% _ 1, (20)
z0 T
Atkoli jsme si s dikazem pohrili, nenf zcela ngorosni
Vyili jsme toti% z ndzoru a na zéklad® jakéhosi obrdzku jsme
sestavili jakési nerovnosti mezi obsahy jakychsi ploch. Dosud
viak nemdme vilbec definovino, co je to obsah plochy, a
proto zatim jeStd nemiZeme uZivat obsahu k Z4dnym dika-
zlim. Prozatim viak budeme povaZovat vzorec (20) za spriv-
ny; jeho pfesny dikaz poddme v kapitole X.

Véta 18. Funkce sinx a cosz jsou spojité v kaZdém
bods.

Dikaz. Je tfeba dokdzat, Ze lim sinx = sina &ili lim sin(a 4
h—0
+ k) =.sina pro ka%dé a. To j ]e t.otéz jako lim sin(a + &) —

k0
— sing = 0 &jli

lim[sin(a + &) — sing] = 0.

h-+0
Abychom to dok4zali, vimndme si, Ze podle vzorci (18) na

str. 29 je
sin(a@ + k) — sing = 2 cos(a + #h) sinh.

Podle (20) ]ehm——-_ 1, protol.l.msm:c ]Jm(EE )=

z—0 z

—hm—- .limz=1.0=0 a oviem také limsin}h = 0.
z+0 T 250 A0

Je tedy sin}h funkce nekone&nd mali v okolf bodu 0. Vedle
toho |cos(a + k)| < 1, takZe funkce cos(a + }h) je omezens.
Proto podle véty 7 je l.un[sm(a + k) — sina] = 0 a funkce

sinz je spojitd v ka.idém bodé a. Funkce cosz = sin(}7 + z)’
(vzorec (13)) je viak potom rovné? spojitd v kadém bods.

Zavedeme tuto definioi: _
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Funkce | je spojitd v intervalu J,, ma-li tyto vlast-
nosti:

1. v kafdém vnitfnim bod& intervalu J, je spo-
jit4,

2. pat¥i-li poddtedni bod k intervalu J,, je v ném
spojitd zprava,

3. pat#i-li koncovy bod k intervalu J,, je v ném
spojitd zleva.

Pojem funkce spojité v intervalu musime odliovat od
pojmu funkce spojité v bod&. Je-li funkce spojitd v urditém
bodé, jde tu pouze o vlastnost okoli tohoto bodu; je-li vBak
spojitd v intervalu, jde tu o vlastnost celého intervalu.

O funkcich spojitych v uzavieném intervalu plati néko-
lik dilezitych vét, které nyni vyslovime a dokdZeme.

Véta 19. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu (e, bdamaji-lihodnoty f(a)a f(b) opa¥nd znamén-
ka, existuje takovy vnitfni bod ¢ z intervalu (a, b,
%e f(c)=0.

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze tfeba f(a) >0, f(b) < 0.
Budi% {a, d) takovy interval, ¥e pro viecka z z (a, d) je
f(z) > 0. MnoZinu vsech &fsel d, kterd maji tuto vlastnost,
oznadme M.

Tato mno¥ina neni prézdnéd. Funkee f je totiZ v bod$ a
spojitd zprava, jinymi slovy hmf(.'c) = f{a) > 0. Proto podle

vity 10 existuje takové (pra.vé)
okoli J. bodu a, %e pro viecka z
z3J, hodnota. {(x) mé totéZ znamén-
ko jako f(a), t. j. je f(z) > 0. Inter-
val J, je tedy jednfm z intervalt
{a,d). Oznafme ¢ supremum mno-
Ziny M (viz str. 12). Podle toho, co
bylo prév® fefeno, je uréité ¢ >a
a oviem ¢ < b (obr. 38).
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Pro vSecka z z {a, ¢) musi byt f(z) > 0. Kdyby totiZ existo-
valo takové z, z {a, ¢), Ze f(x,) << 0, existovalo by podle vlast-
nost{ suprema aspon jedno &fslo d; > z,, které patii do M.
Pak by v intervalu {a, d,) existoval bod z,, pro né&jZ by bylo
J(z;) < 0, ale to neni mozné vzhledem k definici mnoZiny M.

Dejme tomu, Ze f(c) > 0. Pak oviem nemuZe byt ¢ = b,
nebot f(b) << 0. Musi tedy ¢ << b. AvSak f(c) = limf(2) (viz

z—c+

vétu 14), a proto podle véty 10 existuje takové (pravé) okoli
{c, d;) bodu ¢, %e pro viecka z z (¢, d,), pro néz tedy plati
¢ < z < dy, mé f(z) totéZ znaménko jako f(c), t. j. je f(z) > 0.
Avsak potom f(z) > 0 pro viecka z z {a, d,) a cnenf supre-
mem mnoZiny M. Proto nemiize byt f(c) > 0.

Musi tedy f(c) < 0, ale pro kaZdé 2 < ¢ je f(z)y > 0. Proto
podle véty 12 je limf(a:) =0, ale limf(a:) = f(c), takZe f(c) =

= 0. Obo;imu souéa.sné Ize vyhovét jen tak, Ze je f(c) = 0,
pti dem? ¢ & b. Kdyby totiZ bylo ¢ = b, bylo by f(c) << O ato
neni.

Jeli f(ag) <0, f(b) >0, vezmeme funkci g(z) = — (),
kterd m4 tu vlastnost, Ze g(a) > 0, g(b) << 0 a je spojitd v in-
tervalu {a, b). Podle privé provedeného diikazu existuje
vnitini bod ¢ intervalu (a, b) té vlastnosti, Ze g(c) = 0. Tedy
iftey=0.

Dokdzans véta se zdd podle ndzoru zcela samozfejm4.
Kazd4 spojitd funkece (t. j. funkce, jejiz graf lze narysovat
jednim tahem), kterd v bodech a, b nabyvé hodnot, jeZ maji
riznd znaménka, m4é tu vlastnost, Ze jeji graf protind osu z
aspoii v jednom bodé mezi body a, b (obr. 38). Presto viak je
tfeba vétu dokézat nezdvisle na ndzoru, abychom snad ne-
byli ndzorem svedeni ke klamnym zdvérdm. .

Véta 20. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu (a, b, je v tomto intervalu omezen4.

Dikaz. Nafe véta tvrdi, Ze existuji &sla k, b takovi, Ze
h < f(z) < k pro viecka z z (a, b). Doké,zeme piedevaim
existenci ¢fsla k.
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1. Zvolme libovolné &islo k, tak, aby &k, > f(a). Funkce { je
v bodé a spojitd zprava, t. j. limf(z) = f(a) << k,. Proto podle

z~>a+
véty 11 existuje takové (pravé) okoli J, bodu a &ili interval
{a, c), %e pro viechna r z J, je f(z) < k,. Zfejmé jea < ¢ <
< b.

" Dokézali jsme tedy, Ze existuje jakési &slo ¢ takovs, Ze
a<c<b, akndmu existuje &islo &, tak, Ze pro viecka z
z {a, ¢) je f(z) < k, (obr. 39).

2. Predpoklidejme, Ze ¢ < b
a Ze neexistuje jiZ Z4dné d > ¢
z intervalu (g, b), k ndmui by
bylo moZno nalézi takové &islo k,
aby pro viecka z z (a,d) bylo
fl@) < k.

Zvolme libovolné é&islo %, >
> f(c). Funkce f je v bodé ¢ spo-
jitd, t. j. lil_g/(z) = fle) < k,.
Proto podle véty 11 existuje takové okoli J,, bodu ¢, Ze pro
viecka z z J, je f(z) < k,. Okolf J,, je interval (¢, d), kde
¢, < ¢, d >c; proto s;ednocenim intervald (a,c) a J,
vznikne interval (a, d). Oznadime-li k, v8t3{ z obou &isel k
a k,, plati vztah f(z) < k, pro kazdé z z (a, ¢) a také pro
kazdé z z J_, tedy také pro kaidé z z (a,d).

To viak je ve sporu s pfedpokladem udinényni na potitku
bodu 2. Proto neni mo#né, aby bylo ¢ < b, a je tedy ¢ = b.
Tim jsme dokdzali, e existuje ¢islo k, tak, e pro vSecka z

z {a, b) jo f(z) < ky.

3. Zvolme libovolné &islo k; > f(b). Oznadime.li k vétsi
z obou &isel k, a k,, plati vztah f(z) < k pro ka¥dé z z (a, b)
a také pro b, tedy pro kaZdé z z (g, b). Existuje tedy takové
&islo k, %e nerovnost f(z) < k plati pro ka¥dé = z {a, b)>.

Abychom dokézali existenci &¢isla h, vezméme funkei
g(z) = — J(x), které je také spojitd v (a, b). Proto podle pra-
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vé provedeného dikazu existuje takové &islo &', Ze pro viecka
x z (a, b) plati g(x) < &'. Polozime-li h = — k’ je — flz) <
— b &l f(z) > h.

Véta plati pouze pro funkce spojité v uzavieném inter-
valu. Pro funkce spojité v otevieném intervalu nemusf platit.

1
Na pifklad funkce f(z) = = je spojitd v otevieném intervalu

(0, 00), ale neni v ném omezen4, jak plyne z ptikladu 20, kde
bylo ukézéno, Ze, at volime &fslo k jakkoli, vzdy existuje ta-

kové z z intervalu (0, c0), pro néZ je f(z) = % > k.

Véta 21. Je-lifunkce fspojitd vuzavienéminterva-
lu {a,d) a je-li M supremum a m infimurh hodnot,
jich% funkce v tomto intervalu nabyvi, pak ke kaz-
dému &islu d, které mé tu vlastnost, Zem < d< M,
existuje v intervalu (a, b) takové &islo ¢, Ze f(c) = d.

Diikaz. Nejprve dokdZeme, %e v intervalu {a, b) existuje
takové &islo ¢,, Ze f(c,) = M. Kdyby é&islo ¢; neexistovalo,
bylo by f(z) < M pro ka?dé = z {a, b). Pak M — f(z) >0

pro ka?dé z z (a,b) a tedy ta.ké lf( ] > 0. Funkce

T —Fa f @ je vBak podle véty 15 spojitd v mterva.lu (a, b;

proto podle véty 20 existuje takové &islo k > 0, ie — f @ )

< k pro ka#dé x z {a, b). Odtud plyne f(z) < M — 7. To

viak znamen4, ¥¢ M nenf supremem hodnot f(z), nebot mé-li
M byt supremem, mus{ podle vlastnosti 2 na str. 12 existovat

aspoii jedno &slo & z (a, b, pro nd% f(£) > M — —Il;, at zvo-
lime &islo k > 0 jakkoli. Neni tedy moZné, aby neexistovalo
Zédné &slo ¢, z {a, b), pro nd% f(¢,) =
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Vezmeme-li funkci g(z) = — f(z), pak z podminky m <
< f(z) plyne g(z) < — m, takie —m je supremem vSech
-hodnot g(z). Protoze g(x) je funkce spojitd v (a, b), musf
podle toho, co bylo prévé dokédzéno, existovat takové &islo c,
z (a, b), %e g(c,) = — m &ili f(c,) = m.

Je-li nyni d takové libovolné &slo, e m < d < M, pak
M—d>0 m—d<0. Funkee k(z) = f(x) — d je rovn&Z
spojitd v (a, b), pti femi h(c,) = f(c;) —d=M —d >0,
h{c,) = f(cy) ~ d = m — d < 0. Proto podle véty 19 musi
existovat takové &slo ¢, které leZ{ mezi &isly ¢, a ¢,, tedy
v intervalu {a, b), Ze k(c) = f(c) — d = 0 ¢&ili f(c) = d.

Také v8ta 21 plati pouze pro funkce spojité v uzavieném
intervalu. Na piikladu ukédZeme, e nemusi platit pro funkce
spojité v otevieném intervald.

Pi{klad 24. M8jme funkei f(z) = 2z definovanou pro
viecka z z otevieného intervalu (—1, 1). Probihd-li z viecky
hodnoty z intervalu (—1, 1), nabyvd f(z) viech hodnot z in-
tervalu (—2, 2), takie M = 2, m = — 2. Ke ka?dému d, pro
které plati — 2 << d < 2, existuje &fslo ¢ tak, Ze f(c) = d.
Toto ¢ je zfejmé dédno podminkou ¢ = }d. Neexistuje viak
'%4dné ¢,, pro néZ by bylo f(c;) = 2, nebot pro z = 1 nenf jiZ
hodnota f(z) definovina. Rovné% tak neexistuje Z4dné ¢,, pro
né% by bylo f(c,) = — 2, nebot hodnota f(z) pro z = —1
rovnéz nenf definovdna.

Véta 22. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu {a, b), pak ke kaZdému &islu ¢ > 0 existuje ta-
kové &islo 6 > 0, Ze pro kafd4d dvd &isla =), z, z (a, b),
kterd vyhovuji nerovnosti |z, — x,| < 6, je |f(z,) —
— fzg)| < &

Dikaz. Zvolme libovolné &slo & > 0.

1. Funkce f je v bodd a spojitd zprava. To znamend, Ze
"k ¥slu ¢ existuje takové (pravé) okoli J, bodu a, e pro
viecka z z J,; je |[f(z) — f(a)l < }e (obr. 40). Jsou-liz,, x, dva
body z J,, je podle (1)
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f()) — f(2))] = |[f(=r) — f(@)] — [f(me) — @] <

< @) — f@)] + |flz,) — f@)] < de + Re=.
Oznadime-li 8ffku okoli J, pismenem §,, je |z, — z,| < 6,.
Tim je véta dokdzdna pro viecka
Z,, T, z jakéhosi intervalu (a,a +
s

2. Podle bodu 1 v&ta platf pro

viecka z,,z, z jakéhosi inter-
valu {a, ¢), kde @ < ¢ < b. Pfed-
poklddejme, Ze ¢ << b a Ze pro
viecka z,,z, z {a,c), pro néZ
plati |z, — z,| < &, kde 6, >0
je vhodné &islo, je |f(2;) — f(xs)| <
< ¢, kdeZto

pro ¥4dné &islo z, > ¢ nebo z, > ¢ z (a, b)> takovi
' véta neplati. *

Funkee f je spojit v bods ¢. To znamend, Ze k &islu }¢ existu-
je takové okoli J, bodu ¢, Ze pro viecka z z J, je |f(z) —
— fe)| < %e. Jsou-li z,, z, dva libovolné body z J,, pak opét

[f(21) — H=a)| = |[fzy) — f(O)] — [Hza) — N £

< @) — o)l + |f(m) — flO)| < e+ fe=e.
Okoli J_ je interval (c,, d), kde ¢, < ¢, d > ¢. Ozna&ime-li
d — ¢, = 8,, pak pro kaZdé dva body z,, z, z J, plati
|£; — 2, < 8;. Oznatme déle 8, men3f z obou &isel 8, a &,;
pak pro ka¥dé z,, z, ze sjednoceni intervali (g, c) a J_, t. j.
z intervalu (a, d), pro néZ plati |z; — z,| < 8,, je|f(z,) —
— [(x,)] < €. To je ale ve sporu s pfedpokladem (*), podle
ndhoZ takova véta nemd platit pro z, > ¢ nebo pro z, > c.
Neni tedy moZné, aby ¢ << b, a proto musfc = b.

3. Jeitd je tfeba dokdzat, e &islo 2; nebo z, miife byt
rovno b. Funkce f je v bodd b spojitd zleva, t. j. existuje ta-
kové (levé) okoli J] bodu b, Ze pro viechna z z J7 je |f(z) —
— f(d)| < 3e. Jsou-li opét x,, x, dvd &isla z J, je .
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|f(zy) — f(ze)l = 1[H(21) — f(B)] — [flzy) — fB)]] <

< If@) — fO) + 1f(ze) — fB)] < de+ Re=e.
Ozna&ime-li §ffku okoli J7 pismenem §,, plati |z, — z,| < &,
Oznadime-li koneéné pfsmenem & mensi z obou &fsel 8, a J,,
pak pro kazdé z,, x, z celého intervalu {a, b), pro néZ platf
oy — 5| <4, jo |f(xy) — f(®:)] << & tim je vita dokédzdna.
Ani tato véta neplati pro funkce spojité v otevieném in-

bervg.lu. Vezméme tfeba funkei f(x) = % spojitou v intervalu

1
(0,0). Je-i 0 < 2y < 7, & 73— 2, < 4, je 6>Oa.x——
1

1l _m—a < 8 < —65-. Volime-li tedy libovolné &>
z, z,z, T, T,
> 0 a mé-li byt :1:- — % < &, vyhovime tomu tak, %e voli-
1 2

me% < g dili 6 < ex,2, coz md byt splnéno pro kaZdé,
(i seb:a mensf) z,. Musi tedy byt 6 = 0, ale my chceme, aby
6>0. - 7
Cuident.
21. Je funkce
fz) = 2¢ pro 0L 2L1
3—zprol<zL2
spojitd v kaZdém bodd intervalu <0, 2)?
22. DokaZte, Ze funkce
sin 1 pro z =0
f(z) = T
k pro z=0

neni spojit4 v bod3 0, at volime hodnotu ¥ jakkoli.
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23. Jak tfeba volit hodnotu %, aby funkce

: :tr:sinl 0 0
fa) = z ¥

k proz=0
byla spojité v bods 0°? !

24. Pro které 2 nenf spojité funkee a) Bi;”x , b) :(:s’«’_”’f) ?

25. V kterych intervalech je spojitd funkce a) etgz,
b) cotgz?

. 7?4 2z . at—2—2
26. Nalezné&te: a)gmm, b) l.l_{l; P
8 4qd '
o) i 3z 428+ 1

z—+1 '(:t - 1)2
sm5z, b) umtg_a:' ¢) lim 1 — sinz
z g0 T

27. Urlete a) lim .
zoin M — T

z—0

28. DokaZte, Ze a) lim (

z—1

z—>4n ]'_t'gx
1 2 3 n
0)"];1'1:(;3'%-?4";;-{‘ --+;§ =3

29. Je-li funkee f(z) spojitéd v bodsé a, je i funkce |f(z)| spo-
jitd v bodé a. DokaZte.

30. Funkce f(z) a g(x) nejsou spojité v bodd a. MiZe se
stdt, Ze funkce f(z) + g(z) je spojitd v bodé a?

IV. DERIVACE

Nejddlezit8jsf misto mezi vlemi limitami zaujim4 limita,
kterou oznafujeme nézvem derivace. Definujeme ji takto:
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