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37. Uplnou indukef dokaZte, %e
(ul.uz...u,.)'__ uy u,
Up Uy U + + AR
pokud jsou jmenovatelé rﬁzni od nuly Odvodte odtud znovu
vzorec ze cvié. 36.
sudé§,
38. Funkce f se nazyvé lichs, '
definovéna v bodd z, je definovdna také v bodé —z a

f(—2) = f(=z)- . .
Na p¥. 2" pro n sudé nebo cosz jsou funkce
f—2) = — f@). N2 PR P ]
sudé, z" pro n liché nebo sinz jsou funkce liché.)
lichd
1 h' ® funkee j jo .da funkce
39. Stanovte body, v kterych je dand funkce rostouci
nebo klesajici, a body, ve kterych nabyv4d maxima nebo mi-

nima, v pfipadech: a) 23 — z, b) (22 — 1)?, c) d)

mé-li tuto vlastnost: Je-li

Dokazte vétu: Deriva.ce

+ I
(l )2, z+1, e) |[z+ 1+ |z—1], f) 24 sinz, g)
|sinz| + |cosz|.

40. Pomoci véty o piirlistku funkce dokaZte, %e pro 0 <
< z < {7 je a) sinx < 7, b) tgz > =

V. URCITY INTEGRAL

Budi¥ dédna funkce f definoveans pro viechna z z jakéhosi
intervalu (a, b) a v tomto intervalu omezend. Zvolme libo-
volnich n— 1é&isel 2, ,, ..., 2,_;, tak, abye < 7, < 7, <
<...< Ty < b, a pro uplnost jestd doplnime oznadeni
a= a:o, b = z,. Tim jsme rozdélili interval (a, b) na n dilgich
intervald (z,, -’"1)» {Zy, @), ...y {Tp_y, T,y (0br. 50, v n8mMY je
n=17). Délky téchto intervali oznaime Az, = z, — z,,
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Az = 29 — %4, ..., A2, = T, — Z,_,. Obecnd k-ty intepval
jo (Zy—;, Zyy & jeho délka Ax, =z, — x,_;. Vidy je
Az, >0a

Az, + Az, + ...+ Az, = b —a.

MnoZinu d8licich bodt =z,, z,, #,,..., 2,_,, ¥n nazveme
rozdélentm intervalu (a, b). Abychom se mohli jasnd vyjadfo-
vat, oznadme toto rozdéleni néjakym pismenem, tieba D.

Protoze funkce f je omezend v intervalu (a, b), je omezens
i v ka¥dém dfl$im intervalu (z;_,, z,>. Proto mé v ka¥dém
dfl¥im intervalu urdité supremum a ur&ité infimum. Toto
supremum v k-tém diléim intervalu oznadme M, infimum
v témZ¥ intervalu ozname m,. Je oviem vidy M, m,.
Utvofme nyni soudty ' -

S(D)=M1-A21+M’-Azz‘+ -..+.M“.Ax,"
8(D)=my.Adz; + my, . Az, + ... + m, . Az,
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Je-li f(x) = 0 pro kaZdé z z {a, b), je geometricky vyznam
soudtii S(D) a 8(D) zndzorndn vydirkovanou plochou na
obr. 50 a 51. Jejich hodnota z4visi jednak na pribshu
funkee { v intervalu {g, b), jednak na tom, jak zvolime roz-
déleni D. Jeito M, > m,, je S(D)= s(D). Proto soudet
8(D) nazveme hornim souétem a soudet s(D) dolnim sou-
&tem pifslusnym k rozd&lenf D. '

Ponechéme nyni funkci f beze zmény a budeme zkoumat,
jak zdvisi hodnoty S(D) a s(D) na rozdgleni D.

JestliZe v urditém rozdéleni ponechdme viecky delict body
Zg, Ty, %y ..., T, beze zmény a zavedeme tam jeStd dalsi
délicf body, vznikne nové rozddleni D,, které nazveme
zjemnénim rozdéleni D, '

Pomocnd véa. Je-li D, zjemnénim fozdsleni D, pak
8(D) = 8(D,) = 8(D,) > s(D); jsou-li D a D' dvé libo-
volnidrozddleniintervalu (g, b), je vidy S(D) = s(D).

Dilkaz prvé &sti provedeme tak, Ze si budeme myslit, Ze
rozddleni D, vznikne z rozddleni D tak, Ze k d&licim bodiim
rozdéleni D ptiddvdme dalki dilici body rozdéleni D, postup-
ng jeden po druhém. V&imn&me si nejprve jen dfliho inter-
valu {xy_,, z;.), ktery do soustu S(D) ptispivd pfispévkem
M, . Az, a do soudtu s(D) piispévkem m, . Az;. Piiddme-li
sem dalsf délicf bod ¢ tak, %e x,., < £ < z;, dostaneme
z intervalu (z,_,,z,> dva intervaly (zx_,, &), (&, x)-
V intervalu (z_,, £) m4 funkce f supremum M; a infimum
m, & v intervalu (£, z,> mé supremum M} a infimum m;.
Tyto dva intervaly pfispivaji do soustu S(D,) hodnotou

ME — 2y + Mz, — 5K Myl — 235) +
+ Mk(x‘, _— £)= Mk(xk -— xk_l) = 'Mk . Azk,

nebof M je supremum v celém k-tém dilé{m intervalu, takze
M, < M,, M; < M,. Podobnd oba intervaly ptispivajf
k soudtu s(D,) hodnotou

My(€ — Tp_q) + mi(zp — ) = malE — Zpy) +
+ mk(zk - 5) = mk(x,, - 1,;_1) = Mg . Azk,
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nebof. m; je milmum v celém k-tém dfl8im intervalu, takZe
my, > my, m" > m,. Totés plati, pFiddme-li kterykoli daléf
déhci bod, t&kie 8(D,) < 8(D) a s(D,) = s(D). Jeito ddle
vidy S(Dyg) > &(D,), méme celkem S(D) = S(D,) > s(Dy) >
= 8(D).

Méme-li déle dvé libovolns rézné rozdslent D a D’ inter-
valu (@, b), existuje vidy takové rozdéleni D,, které je sou-
dasnd zjemndnim obou. Stadf totiZ zahrnout do rozd&leni D,
viecky délici body rozdéleni D i viecky délici body rozdéleni
D’ (viz obr. 52). Takto vzniklé rozdéleni D, obsahuje viecky

a 4 2 oo Xnqg b

LI 7R A Yo

i K; flf} XJ' ‘.‘2‘4 « Xng m-1b D,
Obr, 52

dglici body rozdéleni D a je tedy jeho zjemnénim. Rozdélenf
D, viak také obsahuje viecky dé&licf body rozdé&leni D’ a je
tedy talké ]eho zjemnénim. Proto podle toho, co bylo vyse
dokézdno, je S(D)=> S(D,) a zdroveil s(Dl) = 8(D) ¢&ili
8(D) > &(D’), nebot S(D,)> .s(Dl), t. j. 24dny hornf
soudet neni nikdy mensi ne% kterykoli dolni soudet.

Nejjednodussi rozdslenf D, vzniké pro n =1, t. j. pro
Ty = @, Ty = b, tedy kdyZ neché.me interval {a, b> nerozdéle
ny. Pak hornf soudet S(D,) mé pouze jediny &len M(b — a),
kde M je supremum funkce f v celém intervalu {(a, b), & také
dolni soudet 8(D,) mé pouze jediny &len m(b — a), kde m je
infimum funkce f v intervalu {(a, ). PonévadZ kaZdé rozdsé-
leni D moZno povaZovat za zjemnéni rozdéleni D, je vidy

M® — a) > S(D) = s(D) 2 m(b — a).

MnoZina viech hornfch soustli i mnofina viech dolnich
soudth jsou tedy mnoZiny omezené, které pedle vét na str. 12
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majf urdité supremum & infimum. Infimum mnoZiny hor-
nich soust oznadujeme ndzvem hornt tnlegrdl funkce f od a
do b a uZivime pro né znaku

)
f f(:c)r dx

a podobnd supremum mnoZiny dolnich sou¥th oznadujeme
nédzvem dolnt integrdl funkce f od a do b a uZivime pro né
znaku

b .
[f(=) dz.
Jestlize se ob® takto definovand &sla sobd rovnaji, uZivime
pro né spoledného nézvu integrdl funkce f od a do b (nékdy
tkdme také urdity integrdl funkce f od a do b) a zna&ime

. b
[f(z) dz.

Funkoee f se jmenuje funkce infegrovand, &slo a se jmenuje
dolnt mez, &islo b se jmenuje horni mez, pismeno z se nazyvd
tntegradni proménnd.

Pozndmka. Aby mély vyslovené definice smysl, je jasné,
%e funkce f musi byt v intervalu {a, b) omezen4; kdyby totiZ
omezend nebyla, nemély by jeji hodnoty v intervalu {a, b)
suprema nebo, infima a nemélo by smysl hovofit o hornich
nebo o dolnich soudtech (nebo o o.bojim).

Vé&a 32. Je-li funkce f omezend vintervalu {a, b), je
) b
ff@) &> [f(z) dx.
a a

Dikaz. Je-li funkce f omezend vintervalu (e, b>, pak podle
predchézejici pozndmky oba integrdly existuji. Je zfejmé, Ze
horni integrdl nemiZe byt mensi neZ dolni integrél, nebof
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b b .
kdyby bylo ff(a:) dz < [f(z) dz, znamenalo by to, %e existuje
a a ‘
éislo K, které mi tu vlastnost, Ze

Jb'f(z) dz< K < }f(x) dzx.

Cislo K je prednd v&tsf ne¥ infimum mnoZiny hornich

soudti, a proto podle véty na str. 12 existuje takové rozd&leni
D, %e S(D) < K. Cislo K je za druhé

»  men3i nef supremum mnoZiny dol-
nich soudtd, a proto podle véty na
str. 12 existuje takové rozdéleni D’,
%e 8(D') > K ¢&ili S(D) < 8(D"). To
vBak nenf moZné, nebof to odporuje
vyse dokdzané pomocné véte.

Pfiklad 35. Vypo&teme horni
R b a dolnf integrdl funkce f(z) = z od
Obr. 53 a do b, kde a < b. Tato funkce je

v intervalu <@, b) omezend, a proto

oba integrily existujf. Abychom si zjednodusili podet,
volime rozd¥leni D, tak, %o interval (a, b) rozdélime na n
stejnych dild. Dél.ku ka¥dého dilétho intervalu ozna&ime

6,=b—a

Ysla k od 1 do . Supremum funkce f v k-tém diléim in-
tervalu joe M, — @ 4 k6 e infimum v tém¥e intervalu je
my= a + (k — 1) & (obr. 53). Pak je

SD,)=(@+8)d+@+20)8+(a+38)8+...4+ (a+
+n8)d=nad+ (1+2+4+34 ...+ n)d*=nad+
+ n(n 4 1) &,

8(D)—a¢5+(a+5)6+(a+ 6)6+ t+ e+ (n—
—1)8]d=mad+ 14+ 24 . +(n—1)]0’=
= nad + 4n(n — 1) 82,

Ve

N\

; to zna8i, ¥e Az, = & pro viecka pfirozens
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nebot podle piikladu9jel + 24 34 ... + n = §n(n+ 1),
14+24 .. —|—(n—l)_4}(n—l)n Protoie nd = b — a,
proto

S(Dy) = a(b — a) + }(b — ) + §(b — @) = (b* — a?) +

+3. u,

8(D,) = a(b— a)+ 4(b — a)® — (b — a) 6 = §(b®* — a®) —
(b — a)?
—h

Pro riiznd n dostdvime riizné hodnoty S(D,) a s(D,). Ném
jde o infimum mnoZiny hornich soudtd pro viecka moZnd
rozdéleni & o supremum mnofiny dolnich soudti opét pro
viecka moiné, rozdéleni. Urditd je

f f(z) dz < limS(D,), f f(x) dz > Lims(D,),

n—->wo

nebof zvétSovinim » vybirdme z mnoZiny viech rozdéleni
urditou posloupnost. ProtoZe viak limS(D,) = lims(D,)=

n—+o -

= }(b*— a?) a doln{ integral nemiiZe byt podle véty 32 v&tai
neZ horni integrdl, mus{ se oba integrily sobd rovnat. Pak
také existuje integrdl funkce f(z) = « od a do b. Dostdvdme
tedy

0} b b :

frdr= fzdz= [zdz= }(b*— a?).

a a

V dalsi kapitole v8ak odvodime mnohem jednodus¥i methodu
pro vypodet urditych integrald.

Ptiklad 36. Funkde f budi¥ definovéna takto:

f(x) — 1, je-].i x racionﬁlni,
0, je-li z irraciondlni.
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Hleddme opét horni a doln{ integrél této funkce od a do b
(@ < b). Interval (a, b) rozdélime rozdélenim D na = dil¢ich
intervali o &ffkdch Az,, Ax,, ..., Az, pti demZ Az, + Az, +
+ ...4 4z, = b — a. V ka¥dém dfléim intervalu je M, =
= 1, m; = 0, nebot kaZdy diléi interval obsahuje jak hodno-
ty raciondlni, tak i irraciondlni. Proto
SD)y=1.4z,+ 1.4z, + ...+ 1.4z, = b —q,
8D)y=0.4z,4+0 . A4z, + ...+ 0.4z, = 0.
Pongvadz #4dny z tdchto soudti neni zdvisly na rozdéleni D,
je
0 b
f/(a:)dz: b—a, f/(:v)da:: 0.
a a

V tomto piiklad® je tedy horni integrdl rizny od dolnfho in-
tegrélu.

Véta 33. Je-li funkce f spojitd v intervalu {a, b},
b
existuje integrdl f/(a:) dz.

Dikaz. Ponévadf f je funkce spojitd v (a, b>, je podle
véty 20 v tomto intervalu omezend. Proto podle pozndmky
na str. 89 existuje horni i dolni integral od a do b. Abychom
ukdzali, e existuje integrdl, musime dokézat, e horni in-
tegril je roven dolnimu. Zvolme libovolné &slo ¥ > 0 a po-

loZme & = b_y?' Pak podle véty 22 existuje takové &slo
8 > 0, %e pro ka%d4 dvé &sla z,, z, z {a, b), kterd vyhovuji
nerovnosti |z; — z,| << 4, plati [f(z;) — f(xs)| < e. Sestrojme
nynf takové rozdéleni D intervalu {a, b), aby Az, < § pro
kaZdé k. To je zfejmé moZné, jen je tieba wvolit dlici body
rozdélenf D dosti hustd. ProtoZe

L b

SD) > [f=z) dz > [f(z) dz > a(D),
a a

92



proto
[1@) dz — [f(s) dz < S(D) — (D) =

= (M, — m,) Z“’l‘f‘ (My; — mg) Az, + ... +
+ (Mu_ mn) Axm

pki gemZ M, m; je supremum a infimum funkce f v k-tém
dil¥im intervalu (z,_,, ;). Téchto hodnot dosdhne funkce f
ve dvou bodech &.,7; tohoto intervalu. ProtoZe je ffka
k-tého dil&iho intervalu mensi ne? §, je |£, — 7| << 6. Proto
také M, —m; < e= 5 L4 2 (absolutni hodnota je zby-
tetnd, nebot vime, Ze M, => m,). Je tedy

b b
f/(z)dz— f/(:z:) dz < b%a (4z, 4 Az, + ... 4+

+ A:E,,) =79 (8')

nebot soudet Az, + Az, + ...+ Az, = b — a. Cislo y je
zcela libovolné, je omezeno pouze podminkou 3 > 0.
Z toho plyne

1) dz = [ o,

nebot kdyby byl rozdil obou integrilé roven jakémukoliv
kladnému &slu & > 0, pak by nerovnost (a) neplatila pro
¥ < k a to neni moZné.

Poznamenejme jestd, %e obricend véta neplati; integril
b
[H(z) dz miZe existovat a funkce f nemusf byt v intervalu

a
(a, b) spojitd. Omezfme se vBak vtiinou jen na vyletFovinf
integrdld spojitych funkef.
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Véta 34. Jestlie prokaidé zz intervalu (a, d) plati
b .
f(x) < g(x) a jestliZe existuji integrély ffz)dz a
a

fo(@) dz, pak [fie) dz < fo(a) da.

Dikaz. Nazveme D libovolné rozdélenf intervalu (a, b).
PonévadZ obé dané funkce maji integrdl v intervalu {a, ?
maji také hornfi integral i dolni integrdl a jsou v interva
{a, b) omezené podle pozndémky na str. 89. Oznadime-li M,
supremum hodnot f(z) v k-tém dil¢im intervalu, a M, supre-
mum hodnot ¢(z) v k-tém diléim intervalu, je M, < M,.
Kdyby totiz bylo M, > M}, existovalo by podle zé,kl&dnich
vlastnosti suprema (viz str. 12) takové z,, pro které by bylo
f(z,) > M, a oviem také M, > g(z,), takZe by bylo f(x,) >
> g(z,), & to neni moZné. Oznadime-li S(D) horni soulet
piislusny k funkeci f, S'(D) hornf soudet pi{sluiny k funkci g
(ak rozdélen.i D), je zfe]mé také S(D) < 8'(D). Ozna&ime-li

jekté I = f fix)dz, I' = f g(z) dz, je podle definice mtegrélu

< S(D) al' < 8'(D). Protoie S(D) < 8'(D), proto také
I1< 8'(D), t. j. I neni v&tsi ne 2é,dny ‘horni soudet .§'(D) a
také nenf vétﬁi ne? jejich infimum, t. j. I < I'. Kdyby toti%
bylo I > I’, pak by podle vlastnost{ infima (str. 12) existovalo
takové rozdéleni D, %e S8'(D,) < I. Vedle toho jistdé je I <
< 8(D,); bylo by tedy 8'(D,) < S(D,) a to neni moZné.

Véta 35. Je-li funkce f omezens v intervalu (a,c)
aje-lidlibovolny vnitfni bod tohoto intervalu, pak

-

@) dz = [1@) dz + ff@) d,
e € b

fla) dz= [t@)dz + [f@) dz.
b
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Diikaz. PonévadZ funkce f je omezend v intervalu (a, c¢),
je také omezend v intervalech (a, b>, <b, c). Proto také v kaZ-
dém z téchto intervalh existuje horni i dolnf integrdl. Pro
zkrédcen{ ozna¥me

[fe)dz=1, [f)de=1, [f=)de=1I,
[ [ b

[fz) & = K, f/(z) do =K, [{)ds =K,
a a b

Je-li D, libovolné rozd&leni intervalu {(a, b> a D, libovolné
rozdé&leni intervalu (b, c), pak rozdé&leni D, a D, dohromady
predstavuji jakési rozdéleni D celého intervalu {a, c), jehaZ
jednim (pevnym) délicim bodem je bod b. Podle definice
hornich a dolnich soudth je zfejmé

S8(Dy) + 8(Dy) = S(D), s(D;) + 8(Dy) = s(D).

a) ProtoZe I, je infimem hornich soudtd S(D,), proto pro
ka%dé rozdéleni D, plati I, < S8(D,). Z podobného diivodu je
I, < 8(D,) pro kaZdé rozddleni D,. Tedy také

I, + I, < 8(Dy) + 8(D,) = S(D) (b)

pro kaZdé rozdéleni D, které mé jeden d8lici bod v bods b.
Pfi tom I, + I, je infimem hornich soudtd pfisluinych ke
viem rozdélenim D. Zvolime-li totiZ libovolné &islo 6 > 0,

existuje takové rozd&leni D, intervalu (a, b, Ze 8(D;) < I+
+ 39, a takové rozd¥len{ D, intervalu (b, ¢), %o S(D,) <
< I, 4 }8. Délici body rozdéleni D, a D, dohromady tvoi
rozdéleni D, jeho# jednim d&licim bodem je bod b; p¥i tom

8(D) = 8(D,) + 8(Dy) < I + I, + 8.

Je tedy I, + I, vskutku infimem hornfch soudtd pfisluingch
ke viem rozd&lenim D, kterd maji jeden dalici bod v bodd b,
nebot spliiuje obd zdkladni vlastnosti infima (str. 12).
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ProtoZe I je infimem hornich soudtd pro viecka rozdéleni
a ne jen pro ta, kter4 maji jeden ddlici bod v bod$ b, musi
I<I+ I,
Dejme tomu, %e I < I; + I,. Podle zdkladni vlastnosti in-
fima existuje pak takové rozdéleni D’ intervalu (g, c), Ze
8(D') < I+ I (c)
Vezméme nynf nékteré rozdéleni D intervalu {a, c), které ma
v bodd b jeden délici bod, a utvofme spoletné zjemnéni D"
obou rozdéleni D a D’. Podle pomocné véty musf
8D < S(D'). @
Rozdéleni D” viak md v bodé b jeden délici bod. Proto podle
(b)

. I+ I, < 8(D). (e)
Porovnédnim vztahi (c), (d), (e) vidime, Ze I, + I, < I, + I,
coZz neni moZné. Neni tedy moino, aby I << I; + I,, nybri
musf I = I, 4 I,.

b) ProtoZe K, je supremem dolnich sou&td s(D,), proto

K, > s(D,) pro ka?dé rozdéleni D,. Z tého diivodu K,>
> 8(D,) pro kazdé rozdsleni D,. Tedy také

K, + K, > 8(D)) - s(Dy) = (D) . (b))

pro kaZdé rozdéleni D, které m4 jeden dé&licf bod v bodd b. Pri
tom K; 4 K, je supremem dolnich sou¥td piisluinych ke
viem rozdslenim D. Zvolime-li totiZ libovolné &islo § > 0,

existuje takové rozdéleni D, intervalu (a,d), %e s(D;) >
> K, — }4, a takové rozddleni D, intervalu (b,c), Ze
s(D,) > K, — }4. Délief body rozdsleni D, a D, dohro-
mady tvoif rozdéleni D, jehoZ jednim d¥licfm bodem je bod b;
Pfi tom

#(D) = s(Dy) + s(Dy) > K, + K, — 4.
Je tedy K, + K, vskutku supremem dolnich soudté pifslus-
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nych ke viem rozdslenim D, kterd maji jeden délici bod
v bodd b, nebot spliiuje obé zdkladni vlastnosti suprema
(str. 12).

Proto¥e K je supremem dolnich soudtd pro viecka roz-
déleni a ne jen pro ta, kterd majf jeden délici bod v bodé b,
musi

K> K,+ K,

Dejme tomu, Ye K > K, + K,. Podle zdkladni vlastnosti
suprema existuje pak takové rozdéleni D’ intervalu (a, c), Ze

8(D’) > K, + K. (c)

Vezm&me opét nékteré rozdéleni D intervalu {a, c), které md
v bod3 b jeden dé&lici bod, a utvoime spoleéné zjemnéni D"
obou rozdéleni D a D’. Podle pomocné véty musi

s8(D") = s(D"). (d")

Rozd&leni D" vBak m4 v bodé b jeden délici bod. Proto podle
(b’)

K, + K, 2 s(D"). (¢')

Porov;lénim vztaht (¢'), (d'), (¢') vychdzi, ¥e K, + K, >
> K, + K,, coZ neni mo¥né. Neni tedy moZno, aby K >
> K, + K,, nybrf musi K = K, + K,.

Z vty 35 odvod.ime dva dileZité disledky:
Dusledek I. Je-li a < b<c a existuji- 11 integrdly
f/(:c) dz, f/(a:)d:c existuje také integrél ff(a:)da: pii

6emi

[4 b e

[f(z) dz = J{(@) dz + [f(z) d. (30)

a a

b
Protoze existuje integrdl [f(z) dz, je funkce f v intervalu

{a, b) omezend. Z podobnéﬁo dtivodu je funkce f omezend
také v intervalu (b, ¢). Je tedy omezend v celém intervalu
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{a, ¢) a md v ném horni integrél I i dolni integrdl K. Proto
podle véty 35

I—nmu—ﬂmw+hmu—nmu+nMM
K=ywh=yMM+ﬁmu=ﬁMM+ﬂw@

[
takZe I = K, ¥imJ je prokdzdna existence integrdlu [f(z) d=
a sprédvnost rovnice (30).

Diisledek 2. Je-lia < ¢ < d << b aexistuje-liintegrél
b ¢ d
fi(z) dz, existuji také integrély [f(z)dz, [f(z)dz,
b
J1(z) dz.
¢ b
Protoze existuje integrdl [f(z) dz, je funkce f v intervalu
{a, b) omezend. Proto je ;mezené. i v intervalech (a, c),
{c, d), {4, b a existuje v nich horni i dolnf int.egré,l Pak je
Mnu hmu nmu+ﬂma hmu+
+MwM+Hmm
b b e
ymu=ﬁmu=ﬂmu+ymu=ﬂmu+
LA . , L3
+ Jf@) dz + [f@) da.
Odeétenim obou rovnic vychdz{
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(4

c d d
[[f(z) dz — [H(x) dx] + [[f(z) dz — f f(z) dz] +

a

b b
+ @) dz — [f(z) da] = 0.
Méme zde t¥i 8leny; v 24dném z nich neni z4porné &slo, nebof
podle véty 32 nemiie byt horni integrdl mensi neZ dolni

integrél. Soudet tdchto tii &lent je roven nule, musi tedy
kazdy z nich byt roven nule; proto

¢ ] a d
,.f f(z) dz =.,f f(z) dz, f Hz dz) = j f(z) d=,

N b
[f@)dz = [{(z) da,
d K1

co? zaruduje existenci integrdli, o nichZ véta mluvi.

Dosud jsme definovali integrél funkce f od @ do b jen pro
piipad a < b. Toto omezeni je nepohodlné, a proto poloZime

[f(x) dz = 0, kdykoli je hodnota f(a) definovéna, (31)
a

b a
[Hz)dz = — bf {(z) dz, kdy% a > b. (32)
a
Je-li M supremum a m infimum hodnot funkce f v interva-
lu {a, b) a m4-li tato funkee integrél od a do b, plyne z nerov-
nost{ na str. 88 '
b
M — a) > [f(z)dz > m(b — a),
a

pokud a < b. To lze pfepsat ve tvaru
b
1
Mgm .ff(a:)dzgm.
a

’
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Posledni nerovnost véak je sprivna i pro a > b, nebot
b a !
1 f (@) dz = 1 da:.
b —a . (I T = m‘ . f’(z) .
a b

. b ¢
Vé&a 36. Existuji-li integrdly [f(z)dz, [flz)dz,
a - b
e
existuje také integrdl [f(z) dz, pfi Sem¥ je vidy
]

¢ b e
.,f f(z) dz = af Hz) dz + l;f/(a:) dz.

Dikaz. Je-li @ = b, je véta sprdvn4, nebot prvni &len na
pravé strang je roven nule a druhy é&len je roven levé strané.
Je-li b = ¢, je druhy &len na pravé strané roven nule a prvy
&len je roven levé strang. Je-li @ = ¢, pak naSe véta zni

b a
0=!/(I)dx+{f(x)dz

a to je také spravné.

Jsou-li a, b, ¢ t¥i libovolné &isla navzdjem riiznd, je moZno
Sest riznych potadi podle velikosti:

I. Pro piipad a < b < ¢ je vta totoZnd s disledkem 1
véty 35. Pi tom z existence kterychkoli dvou integréléi plyne
existence tfetiho.

b
II. Je-li a< ¢ <b, pak podle I. plati [f(z)dz=
e b e b ¢ b
={f(z)dx+cf/(x)dx.takzeaf/(z)dz=!t(z)dx—cff(x)dz=

b e
= ,f f(x) dz + ,,f f(z) de.
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IIIL. Pro b<a<c je bf f(z) dz =bfa f(z) dz + ,;[ f(z) dz,

tak¥e ff(x) dr=— ,,f f(z) dz + ,,f f(@) dz =afb f(@)dz +
+ .—f f(z) dz.

IV.Prob < ¢ < aje b}/(z) dz = bf f(x) dz + f f(z) dz, tak-

ieafc/(z) dz = — ff(z) dz = —bfaf(x) dz—{—b}f(x) dz =
= } f(z) dz + ,,f f(z) dz.

V.Proc<a< bjejf(a:) dz =cfaf(x) dz+jf(x) dz, takZe
ﬁmu=—ﬁmu=ﬁMM—ﬁMM=ﬁmu+
+ bf f(=z) da.

VI.Proc< b< ajejf(a:)dz: ff(z)dx+ fj(z)dx,tak-

Ze j/(z) der = — j/(z) de = — -ff(x) dx —cfb/(a:).dx =

) ¢
= ..f f(z) dz + { (z) da.

M4-li funkee f integrdl v néjakém uzavieném intervalu J,
m4 podle disledku 2 véty 35 také integrél v kaZdém inter-
valu, ktery je ¢isti intervalu J. Tu miZeme horni mez pova-
Zovat za proménnou a hodnota integrdlu se potom jevi jako
funkce této prom&nné hornf meze. Zavedeme si oznadeni
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F(z) f f@t) de.

Integra¥ni proménnou jsme oznafili ¢, abychom ji nepletli
s proménnou horni mezi z.

Véta 37. Je-li a < b a mé-li funkce f integrdl od a
z

do b, je funkce F(z) = [f(t)dt spojité v intervalu
a

{a, b).

Dikaz. Ponsvad? funkce f mé integril od a do b, je v in-
tervalu {a, b) omezend, t. j. pro viechna = z {(a, b) plati
[f(z)] < &, kde k > 0 je vhodné é&slo.

Je-li pfednd ¢ vnitfnim bodem intervalu (a, b), musime
dokdzat, Ze funkce F je spojitd v bodé ¢, t. j. Ze plati im F(z)=

Zz—C
= F(c) (str. 50) &ili Ze funkce F(z) — F(c) je v okoli bodu ¢
nekoneéné malé (v8ta 5). Zvolime-li libovolné &islo £ > 0, je
tfeba ukdzat, Ze existuje takové okoli J, bodu ¢, Ze pro vie-
chna z = ¢z J; je |F(x) — F(c)| < e. Spoltéme tedy vyraz
F(z) — F(c). Plati

Fl@) — Fle) = Jftydt — Jfueyde= Jfo) di + [0 do —
- f fyde= f fie) dt.
Necht M znadf supremum a m infimum hodnot f(x) v inter-

valu (g, b).
Ponévadi M < k, m > — k, je podle poznémky na str. 99

2
k< z_l_c f f(t)dt < & a odtud plyne

|F(@) — (o) = |[f(t) dt] < klz — cl.
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Zvolime-li tedy libovolné ¢ > 0, pak pro viecka z, pro néi
plati [z — ¢| < %, je splndna nerovnost [F(z) — F(c)] < e.

Nerovnost |z — ¢| < -% uréuje viak podle (3) na str. 16 inter-

val ¢ — % <z<c+4 Ti-, jenZ je okolim bodu .

Za, druhé je tfeba dokézat, Ze funkee F je v bod8 a spojitd
zprava, t. j. Ze imF(z) = F(a). Tu plati

z—a+
|F(z) — F@)| = [y &t — [fo) atl = [y ae| <
< k(x — a).
Tento vyraz je menSf neZ ¢ pro kaZdé z, které vyhovuje ne-

rovnosti 0 <z — a<%6ﬂia< xr < a—{—%, coZ je pravé

okoli bodu a (s vyjimkou tohoto bodu). Je tedy F(z) funkce
nekonednd mal4 zprava v okoli bodu a.

Za tfet{ je tieba dokdzat, e funkce F je v bod8 b spojité
zleva, t. j. ¥o imF(z) = F(b). Tu je

=, b z
IF@) — F@) = I[f0) dt — [fo) del = |[f0) dt] <
< k(b — z).

Tento vyraz je mensf ne¥ £ pro kazdé z, které vyhovuje ne-
rovnostem 0 << b — z<%,t.j.b——’%
levé okolf bodu b (s vyjimkou toho bodu).

Véta 38. Budi% ¢ vnit¥ni bod intervalu {a, b). Exis-
tuje.liintegril F(c) = f/(t) dtaje-li funkce f spojitd
v bodd ¢, pak F'(c) = f(c).

< z < b; to je vBak
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Dikaz. Je-li funkce f spojitd v bodé ¢, znamend to godle
definice na str. 51, Ze ke kaZdému okoli J,, bodu f(c) existuje
takové okoli J, bodu ¢, Ze pro vSecka ¢ z J,; padne hodnota
f(t)do J ,.*) Zvolme libovolné &islo ¢ > 0 a za okoli J, volme
interval (f(c) — ¢, f(c) + €). Toznamend: Ke kaZdému &slu
e > 0 existuje takové okolf J, bodu ¢, Ze pro viecka ¢ z J,
Plati f(c) — e < f(2) < /(c) + e. Utvoime nyni vyraz

Flo+ h,z Fe)_ [ f f(t) dt — f 0] dt] - f f() de.

Padne-li ¢ 4- & do Jy, coZ nastane, je-li ¢islo [h| dostatednd
malé, je podle pozndmky na str. 99

.

“e+h
o —e<g [loa<note

il
‘F(c + h})} F(o) _ o <
To znamend, %e funkce w — [(c) proménné h

je nekone&né mald v okoli bodu 0, takZe

m F(c+ k) — F(c) — (o).
h—0 h

Limita na levé stran® neni vSak nic jiného ne% derivace
F'(c). Tim je v8ta dokédzéna.

Je-li funkce f spojitd v intervalu (e, b), pak podle véty 33
a podle diisledku 2 véty 35 existuje pro kazdé z z {a, b) in-
z

tegrdl F(z) = [f(t) d¢. Tento integrél je funke{ proménné z
a

*) Proménnou znadime nyni ¢.
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a tato funkce je podle véty 37 v intervalu (a, b) spejitd.
Podle vty 38 derivace F'(x) = f(x) pro ka%dy vnitini bod
intervalu (a, b). Tohoto vysledku budeme v dalsich kapito-
lich vydatné pouZfvat.

Cvilent.

4l. a) DokaZte vétu: Je-li funkce f omezend v mterva.lu
{(a, b), pak

fkf(a:) de = kf/ (z) dz, fkf(x) dz = Icf]‘(x) dx

pro ka.idé k>0a

b b b D
[k f(z) dz = k[f(z) dz, [k f(z) dz = k[}(z) d=

pro k < 0. b) Odtud plyne: Mé-li funkece f(x) integral od a do
b, m4 také funkece k f(z) integrdl od a do b, pfi dem? je
b b
[k f(z) dz = k[ f(z) da.
a a
42. a) Jsou-li funkce f a g omezené v intervalu (a, b>, pak
b ) D
J1H2) + 9@)] dz < [f(w) dz + [g(z) da,
a a a

b b b
JU@) + 9@ v 2 [ @) &z + [g(z) do.
Dokazte. _b) Odtud plyne: Ma]? li funkce /(_a:) a g(z) mtegré.ly

od a do b, m4 také funkece f(x) + g(z) integrdl od a do b, pFi
dem%

i) + gte)) dz = ,,f f(z) dz +af 9(z) dz.
43. Maji-li funkce f(z) a g(x) integrily od 2 do b, m4 také
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funkece k f(z) + & g(z), kde k a % jsou dend &isla, integral od -a
do b, pfi demZ

b . b b
! [k f(z) + h g(=)] dz = kaf f) dz + iif 9(2) dz.

44, M4-li funkce f(z) integrdl od @ do b (a < b) a je-li
£ > 0 libovolné &fslo, existuje takové rozdéleni D intervalu
{a, b, %e S(D) — s(D) < &. DokaZte.

45. M4-li funkece f integrdl od a do b (@ << b) a je-lif(z) = 0

b

pro véecka z z (g, b), pak f f(z) dz > 0. DokaZte.

46. Je-li @ > b a existuji-li integrily f/ z) dz, fg(a:) dz,
ph éemi pro ka%dé z z intervalu (b, a) je f(:c) < g(x), potom

f f(z) dz > f g(z) dz. DokaZte.

47. Je-li funkce { spojitd v intervalu (a, b), existuje vniti-
b
nf bod ¢ tohoto intervalu tak, %o [f(z)dz = (b — a) . f(c).
Dokate. ‘

48. Je-li a < b, oznafme znakem J interval {a, b); je-li
a > b, oznadme znakem J interval (b, a). Plati véta: Existu-
b

je-li integral [f(t) d¢ a je-li ¢ libovolny bod z J, potom
a

z
a) funkce F(z) = [f(t) d¢ prom&nné z je spojité v inter-
valu J; :

b) je-li funkece f spojitd ve vnitinim bodé z z J, je F'(z) =
= f(z). DokaZte.

49. Pismeno J znamené toté jako v pfedchézejicim cvi-
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b
Seni. Plati véta: Existuje-li integrél [/(t) dt a je-li ¢ libovolny
bod z J, potom

a) funkce F(z) = f f(t) d¢t proménné z je spojitd v inter-
valu J;

b) je-li funkee f spojitd ve vnitinim bods z z J, je F'(z) =
= — f(z). Dokazte.

50. Pismeno J znamend, tot.éi jako ve cvi¥. 48. Existuje-li
integral f f(t) dt aje-li F(z) = f f(2) d¢, kde ¢ a z jsou libovolné

body z J, plati f f(t) dt = F(b) — F(a). Dokate.
a

VI. NEURCITY INTEGRAL

Necht je déna funkce f definovand v jakémsi otevieném
intervalu J _; hleddme funkei F, kterd m4d tu vlastnost, Ze pro

viecka z z J_ je
F'(z) = f(). (a)

Funkce F se jmenuje primitivnd funkce k funkei f v intervalu
J .. Casto ji Hkdme také neurdityj integrdl funkee f v intervalu
J Pro primitivni funkci budeme u#fvat oznadeni
= [f(z) dz, (b)

pii demZ rovnost (b) znadi pfesnd totéZ jako rovmost (a).
Symbol [f(z) dz &teme zpravidla slovy ,,integrél f(x)dz".
Funkee f se nazyvé funkce tniegrovand a promé&nné z se jme-
nuje integraéni proménnd. Nevadi, Ze volime tytéZ ndzvy jako
u uréitého integrilu, nebot mezi obSma integrély je, jak ihned
uvidime, izk4 souvislost.

Uloha nalézt primitivni funkei F k dané funkei f je tedy
obricend uloha k tloze nalézt derivaci f dané funkce F.
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