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VII. FUNKCE SLOZENE

Méjme dv& funkee f a g. Kazdému z = jlsteho oboru necht
odpovidé hodnota ¢ = g(z). Tomuto &islu pfifadime hodnotu

= f(t), pokud ov3em je f(¢) pro toto ¢t definovdno. Tim je ke
kaidému x piifazena urditd hodnota y, takZe y je funkef pro-
ménné z. PiSeme to obydejnd rovnici

y = flg=)].

Funkce tohoto tvaru nazyvame funkce slofené. Funkci f jme-
nujeme nékdy vnéjidf a funkei g vnit¥ni funkei sloZené
funkee f[g(z)]-

Je-li na pifklad vnéjsi funkce ¥ — sinf a vnitini funkce
t = z? 4 1, pak sloZend funkce je y = sin(z? 4 1) pro ka%dé
z. Je-li-vBak vné&jsi funkce y = #2 4 1 a vnitinf funkece ¢ =
= sinz, je sloZend funkce y = sin*x 4- 1 opét pro kaZdé .

Je vidét, Ze se ndzev sloZend funkce t¥kéd pouze formy, jiZ
je funkce vyjddfena, a nikoli jeji podstaty; zavidime jej
pouze proto, Ze vyjédfeni pomoci sloZené funkce je Jasto
dosti pohodlné. Na sloZenou funkei ¥y = flg(z)] miZeme na-
hlf%et také tak, jako bychom do funkee y = f(t) proménné ¢
zavedli za ¢ novou proménnou z rovnicf ¢ = g(z).

Véta 41. Je-li funkce f spojitd v bodd b a funkce g
spojitd v bodd a, pfi ¢emZ g(a) = b, je funkce flg(z)]
spojitd v bodd a.

Diikaz. PonévadZ funkece f je spojitd v bodé b, miZeme
zvolit libovolné okoli J, bodu f(b) & k nému dovedeme nalézt
takové okoli J, bodu b, Ze pro viechna ¢ z J, hodnota f(t)
padne do J, (viz definici spojitosti na str. 51). Pongvad¥ je
funkee g spojitd v bodé a, dovedeme nalézt k privé naleze-
nému okoli J; bodu b = g(a) takové okoli J_ bodu a, Ze pro
viechna 2 z J, hodnota g(x) padne do J,. Tim jsme viak
k libovolnd zvolenému okoli J, bodu f(b) = f[g(a)] sestrojili
takové okoli J, bodu a, e pro viecka z z J . hodnota t = g(z)
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padne do J,, a tedy hodnota f(¢) = flg(z)] padne do J,. To
viak znati, e funkee f{g(x)] je spojitd v bod$ a, a to jame méli
dokédzat.

Tato véta ndm umoZni rozhodnout o mnohych funkeich,
Ze jsou spojité. Na pifklad funkce sin(az 4 b) je spojitd
v kazdém bod&, nebot funkce t = azx + b je spojitd pro kazdé
z a funkece sint je spojitd pro kaZdé 2.

Vétu 41 mifeme vzhledem k definici spojitosti vyslovit
takto:

Je-li hmg(:v:) = g(a) a hmf(t) = f(b), p¥i 8emZ b = g(a),
jelimflg(z)] = fly(@)].

ZT—>a

Nyni si véimneme derivace sloZenych funkei. Nejprve
odvodime dilefitou vétu, které budeme &asto pouZivat.

Véta 42. M4-li funkce g derivaci v bodd z a funkce f
derivaci v bodé& ¢t = g(x), mé funkce flg(z)] v bodd =
derivaci f'(t) . g'(x).

Dikaz. Predpokldddme, Ze existuji (vlastnf) limity
i IEE R — 0@ _ o SR 1) _
B0 h E~0 k
a méme dok4izat, Ze
/[ﬂ(-’r + h)] flg(=)]

h->0
Pii demi ¢ = g(x).
Nejprve utvofime funkeci

1t + k) — (@)
k

=1 .9,

p(k) = — 1t

proménné k. Pro k = O neni (k) definovéno; poloZzme tedy
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PondvadZ HmW: f'(t), je funkce @(k) podle
k-0 .
véty 5 nekoneénd mald v okolf bodu 0, t. j. limqa(k) = 0. Je

tedy funkeo g(k) spojité v bod& 0. Pro k 40 je I “+M -
= f'(t) + (k) &ili
. fE+ k) — 1) = [ ) + p(B)] - k. (a)
Rovnice (a) je viak sprdvné i pro k = 0, jak se snadno pfe-
svédéime.

PoloZme nyni t = g(z), t + k = g(z + k), takZe

k= gz + k) — g(z). ' (b)

Prirtstek % je tedy jakousi funkef piiriistku A. Funkee g je
spojitd v bod& z, nebotf m4 v tomto bodé derivaci (véta 23); je
tedy také funkce g(x + &) spojitd pro A = 0 a k je pak spo-
jitd funkce piirtistku & v bodé & = 0. Pfi tom limk = 0. Pak

h—0
podle vty 41 je také p(k) spojitd funkce ptiristku A v bodé
h = 0, pfi demZ limp(k) = 0.
h—0

Dosadime-li podle (b) do (a), dostaneme ‘
fE+ &) — f&) = [f() + p(B)]lg(x + B) — g(=)]
8 odtud

flglz + )] — flg(x)]
h

, g(z 4+ k) — g()
= [f'(t) + @(k)] - —

takde
i [0 + B — flg@)] _

h—0 k

— Hm ) + ()] limIE TR I _ iy gia),
A0 A—0 h
a to jsme méli dokdzat.
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Dokézanéd véta pravi toto: Mdme-li stanovit derivaci slo-
Zené funkce y = f[g(x)] v bodé z, degivujeme nejprve vnéjsi
funkeci f podle prom&nné ¢ = g(z) a tuto derivaci ndsobime
derivac{ vnitin{ funkce g podle proménné z.

K snaziimu pochopeni daldiho vykladu zavedeme si nyni
pojem diferencidlu.

BudiZ déna funkce f, kterd m4 v bodd z derivaci. Tato
funkce je zndzorndna jakousi kfivkou; derivace funkce f
v bod$ z vyjadiuje smérnici tedny
v bodd M (obr. 55). Zv&tsi-li se
soufadnice z bodu M o A, od-
povida piiristku » na tefné pfi-
ristek NP druhé soufadnice.
Tento piiristek, ktery je oviem
funkef piristku %, oznaujeme
znakem dy nebo df(z) a nazy-
vime jej diferencidlem funkece
y = f(z) v bodé z. Néco jiného
je piiriistek funkce, ktery je na
obr. 55 zndzorndn isefkou NQ a pro ndj% uiivime znaku
4y nebo Af(z).

Vzhledem k definici smérnice tedny (str. 66) moZno po-

loit %‘1{ = g'. Odtud dostdvdme dy = ' . h &ili

df(z) = f'(z) . h. (c)
Je-li ve zvlsstnim pHpads f(z) = z, oznadime oviem df(z) =
= dz. ProtoZe viak f(z) = 1, vychézi ze vzorce (¢) dz =
‘= 1.h = h. PHristek » prom¥nné nazyvdme proto zpravidla
diferencidlem proménné a oznadujeme jej dz. Pak rovnice (c)
nabyvé tvaru

df(z) = f'(z) - d=. (41)
Odtud pak vyplyvé
d
=12
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Derivaci f'(x) funkce f v bodé x miZeme tedy povaiova.t za
podil dvou diferenciéli. Proto misto f'(x) nebo y' piSeme

dasto d(flf:) nebo dy . Vyhoda tohoto oznadeni tkvi v tom, Ze

je z n8ho jasnd v1dét, kterého pismene se derivovdni tykd.
Pomocf diferencidlii miiZeme vétu 42 zapsat jednoduchym
vzorcem, ktery se snadno pamatuje:
dy dy d¢
de ~ dt "dz’

Uvedeme si pFiklady, jak se tohoto vzorce pouZiva.

Ptiklad 44. Hleddme derivaci funkce y = sin(ax 4- b).
Polo#ime ax 4 b =¢; pak je y = sint, gd% = cost, %- =
= a, takle podle vzorce (42) méme [sin(az + b))’ =
= g cos(az + b) pro kaZdé z.

Piiklad 45. (sinfz)’ == 5 sin‘z cosz pro kazdé z. Tu bylo
poloZeno ¢ = sinzx, y = 5.

1 ! 2 sin2z

Piiklad 46. o2z T 1 = {conZz 1)2,pokud cos2z -+
+ 10, t. j. pokud = & §(2k + 1) =, kde & je celé &islo.
Danou funkei povafujeme za funkeci dvojnisobnd sloZenou
& poloZime y = ¢-1, ¢ = ocosu -+ 1, u = 2z. Pak podle dva-
krét pouZitého vzorce (42) je

dy dy dt dy dt du
de ~ @ ‘dz  dt "du "dz’

(42)

t.j.
1 ’ ,
(cosT—{—l) [(cos2z + 1)-1]" =
— s 2 sin2
(cos2z 4-1) ~2 ( sm2x),2_(ﬁ.
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Z pravidla pro derivovéni sloZené funkce odvodime diile-
Zitou methodu pro vypodet nékterych integrald.

Necht k funkei f(t) existuje v intervalu (a, b) primitivni
funkce F(t)= [f(t) d¢, takie
F'(t) = f(t) pro kaZdé ¢ z (a, b).
Vezmeme funkei ¢ = g(z), kterd
m4 derivaci pro ka%dé = z ja-
kéhosi intervalu (x, §) a jejiz
hodnota g(z) pro ka%?dé =z
z («, ) padne do (a, b) (obr.
56). Dosadime-li do funkce F(t)
za ¢ hodnotu g(z), dostaneme
sloZzenou funkei F[g(x)]. Pak Obr. 56
podle vzorce (42) je

dFlg(z)] _ dF() dg(z) _

de ~— dt ' dzr
proka#dé 2 z (x, B). To vSak znamend, Ze F[g(z)] je primitivni
funkee k funkei f[g(z)] . g’(z), t. j.

Jg(@)] . g'(x) dz = Flg(z)]

v intervalu (e, B). Av3ak na pravé strand nenf nic jiného neZ
funkece F(¢) = [f(t) d¢, do niZ je dosazeno ¢ = g(z). Nalezenou
rovnost piSeme zpravidla ve tvaru

Jflg@)] . g'(z) dz = ff(¢) d¢, (43)

Pii demZ rovnosti jest rozuméti tak, Ze dostaneme touZ
funkei, kdyZ do primitivni funkece na pravé strané dosadime
t = g(x) (nejvyse aZ na integraéni konstantu).

Rovnice (43) uZivime k vypodtu primitivnich funkef, po-
dafi-li se ndm funkei, kterou mdme integrovat, rozloZit ve
dva ginitele, z nich? jeden obsahuje proménnou z jako ja-
kousi funkei jiné funkce g(z) a druhy je derivaci funkce g.
Pak dosadime novou proménnou g(z) = t. Z této rovmice
podle (41) plyne g'(z) dz = dt, tak’e také za diferencidl

QQ.R-;..?'-ua'
- ;!_,ll
|

1) . ¢'(@) = flg()] . ¢'(2)
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funkce g, t. j. za vyraz g'(z) dz, mifeme formdlnd dosadit
diferenciél d¢ nové proménné . Postup prdvé popsany a vy-
jadfeny rovnici (43) se nazyvd substituén! methoda pro vy-
podet integrili.

Ptiklad 47. Mdme stanovit integrdl fsin’r cosz dxr, ktery
je definovén v intervalu (— oo, @), nebot sinz i cosz jsou spo-
jité pro ka%dé z. Ilined vidime, Ze (sinz)’ = cosz; proto dosa-
dime sinz = ¢, pfi Sem%Z hodnota ¢ nile?{ do intervalu
{—1, 1). Pak je cosz dz = di, tak¥e mdme [sin®*z cosz dz =
= [*dt = 3 = } sin®z + ¢, kde ¢ je integralni konstanta.
Integrdl [t?dt je definovén v intervalu (—oo0, 00), mizeme
jej tedy utvofit pro kterékoliv ¢, jeZ je vnitfnim bodem inter-
valu (—1, 1>.

Ptiklad 48. Chceme uréit integrdl

ztdz

@+ 1)

definovany v intervalech (—oo0, —1), (—1, ). Je (2®+
+ 1)’ = 32%; je tedy d&itatel (a2 na faktor 3) derivaci vyrazu
73 4 1, jehoZ druhd mocnina je ve jmenovateli. Proto dosa-
dime 23 4 1 = ¢, 322 dz = d¢, takZe

#dz (Rt g a1
' =1
T3P+ 1) '
Je-li # v intervalu (—o0, —1), je ¢ v intervalu (—oa0, 0);
je-li z v intervalu (—1, 00), je ¢ v intervalu (0, a0). Pro viecka
tato ¢ je integrdl ft—% df definovén.

Nékdy je moZné dosdéhnout toho, Ze rovnice £ = g(x), kterd
kaZ?dému z pfifazuje jediné ¢, pfitazuje také naopak kaZdému
t jediné z, t. j. &islo z miZeme vyjadfit jako funkeci proménné
t a psat z = h(t). Pak miZeme rovnici, (43) &ist i v opadném

+ ¢
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sméru, t. j. integrdl [f(¢) df mifeme vyjddfit integrilem
[flg(x)] . g'(x) dz, do néhoZ je vBak tieba dosadit z = A(t).
Jednozna&ného vyjéddieni dosdhneme &asto tim, Ze z pivod-
ntho intervalu (a, b), v ndm¥ byla definovdna funkee f(t),
ponechime jen &ist (ay, b,) a také z intervalu («, 8), v ndmz
byla definovdna funkce g(x), ponechdme &ist («,, ;) odpovi-
dajief intervalu (a,, b,) (viz obr. 56). Pak oviem primitivn{
funkee [f(¢) dx, kterou takto dostaneme, je stanovena pouze
v intervalu (a,, b,).

Piiklad 49. Médme integrovat [sin(at + b) d¢, kde a <= 0.
Tento integrdl je definovdn v intervalu (—o0, o0), nebot
sin(at 4 b) je spojitd funkce v intervalu (— o0, c0). Volime

—b
substituci at + b = =, z niZ plyne jednoznaéné ¢ = d

pro ka%dé z. Pak dft = %, tak¥e

. . dz 1 . 1 _
[sin(at 4 b) dt = fsmz; _-E-fslp:cdz_—;cosz—

= — % cos(at -+ b) 4+ ¢ v intervalu (—o0, o).

Pt{klad 50. Abychom stanovili integrdl [sin]/t dt,*)
ktery je definovén v intervalu (0, c0), dosadime ¢ = 2. Z této

rovnice plyne bud zr= Vt nebo z = — Vt z obou téchto

hodnot zvolime t¥eba hodnotu z = |/t, tak¥e  je v intervalu
(0, 00).- Déle z rovnice ¢ = z? plyne d¢ = 2z dz. Dostdvadme
tedy integral

[sin)/t dt = 2z sinz dz,

ktery jo definovén v intervalu (0, c0). Vznikly integrl jsme
jiZ vypogetli v prklads 41, tak¥e je celkem

—

*) Znak |/¢ zna8i nezéporné &fslo.
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Jsin)/t dt = 2fz sinz dx = 2(— x cosz -+ sinz) =
= 2(sin]/t-— V?cosl/t_) +e¢

v intervalu (0, o).

Kdybychom byli volili z= — Vi-, byli bychom dostali
fsin]/t_dt = 2fx sin(— z) de = — 2 [z sinz dz = 2(x cosx —
— sinz) = 2[— |/£ cos(— |/2) — sin(— }/#)] = 2(sin]/t —

- Vt coth) + ¢ jako diive.

Jestd se zminime o tom, jak se poditaji urdité integrily
substituéni methodou. Tu je moZny dvoji zplisob vypodtu.
Jedna cesta spodivd v tom, ¥e uréime piisluSnou primitivni
funkeci tak, jak to bylo privé popsino, a potom pouZijeme
vzorce (33). Druhd cesta, kterd byvd zpravidla podetnd
jednodussi, je ta, Ze poitdme urdity integrdl pfimo. Mame-li
poditat integril

ad
I= '[ flg(@)] . ¢'(z) dz = Flg(d)] — Flg(c)],

kdec, d jsoudv® &fslaz intervalu(a, b), zavedeme substituci

g(z) =1¢, g'(z) dz = dt. Je-li g(¢) = », g(d) = 8, kde y, 4 jsou

dsla z intervalu («, 8, je jasné, Ze I = F(3) — F(y), ale F
]

je primitivni funkee k funkci f, proto I = [f(t) dt. Je tedy
rd

celkem
d ) )
cf flg(@)] . g'(z) dz = yff(t) de.

Této rovnice moZno oviem pouZivat v obou smérech.

1
zdz

Pi{klad 51. Jde-li o integral @L
0

ktery existuje,

nebot funkoe integrovand je spojitd pro kaZdé z, poloZime
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224+ 1=t 2rde=dt. Ponévadz 02+ 1=1, 124+ 1=2,
méme
2

1
zdz 1 it__l_lz_l 1+1_1
@+ 12 2 J & 2 t], 2 2 T4
0 1 .
P#{klad 52. Méme vypodisti [ |/ T — 2 dt,*) ktery m4 smysl,
0
nebot funkce integrovand je spojitd v intervalu {(—1, 1).
Polozime t = cosz, dt = — sinz dz, pfi demZ je tfeba omezit
proménnou z na takovy interval, aby bylo moZno z rovnice

t = cosz urdit &islo x jednoznaéné. Ponévad? cosjz = 0,
cos0 = 1, vezmeme z tieba z intervalu (0, }x>. V tomto

intervalu je sinz > 0, }/1 — cosi = sinz, takJe
1 0 i
[JT—=#dt= — [sinrdz = [sin’zdx =
o in 0
= [§(z — sinz cosz)]}’ = }a.
K vypodtu poslednfho integrdlu jsme ufili vysledku p¥i-
kladu 42.

Mohli jsme oviem vzit proménnou z i z jiného intervalu,
tteba z intervalu (— 4, 0>, nebot cos(— }s) = 0, cos0 = 1.
V tomto intervalu je viak sinz <0, takie |1 — &=
= J/T —"cos’z = — sinz. Pak

1 0 -
”/1 — #dt= [sin’z dz = [}(z — sinz cosz)]?, =
(1] —in
=0—(—in)={n
Cridend.

61. Stanovtederivace funkef: a) (z2— 1)5, b) 1

' z—z — 2
©) cos3z, d) cos’z, e) cosz?,**) f) sin(a — z) sinz, g) tgir, h) tg2z.

*) J/1—¢? a rovné% tak i J1—cos’s zna&f opst nezéporné dislo.
**) cos®z znadi (cosr)?, cosz® znadi cos(z?).
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62. Stanovte derivace funkef (m,n celd &isla, a & 0):

m\3
o) @@z + b, blen(l— 2, o) T 2L ) sine(az + b)
63. Podle pravidla o derivovani funkce sloZené odvodte
znovu vysledek cvid. 36.

64. Dréha kmitavého pohybu je déna vzorcem s=
= a sin(wt + k), kde @ >0, w >0, k jsou konstanty.
a) Stanovte okamfZitou rychlost pohybu v okam#iku ¢.
b) Kterou polohu mé kmitajicf t8leso v téch okamzicich,
v nichZ je okamZitd rychlost rovna nule?

65. Lze dokdzat, Ze plati .
sin}nrsin}(n 4 1) z,

sinz + sin2z 4 sin3z + ... + sinnz = s}z
sin}nz cos}(n+ 1) z
cosz - cos2x + cosdz + ...+ cosnr = sin}e

Derivovanim z toho odvodte
sinz -+ 2 sin2x 4 3 sindz + ... 4+ n sinne =
__(n+1)sinnz — nsin(n4- 1) z

2(1 — cosx)

cosz + 2 cos2z + 3 cos3z 4 ... 4 n cosnx =
(n+ 1) cosnz — n cos(n + 1) z — 1
2(1 — cosz)

66. Vypottéteintegrily: a) f (3— 22%)422dz, b) f @ 1),,
c) f sin?z cosa:dz d) f sinz cos®z dz, e) f smzadz’
cos’z

3
f) f sin’z dz, g) f sm’z cosbz dz, h) f cfl;:z.
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67. Vypottéte integrily: a) f (ax+ b* dz, a = 0,

b) f E‘iz_z)T 0) f sin2z dz, d) f cos(3z — 5) d,
®) fcos’3a: )fsm’(‘lz—l- 1y 8) fl + cosz

$8. Vypottite integraly: a) f (8 —=1)zdz, b) f R

sinz dz
)f(cos:c+ Y d)fsm.‘.’.:cda:, e)f l—cos49:'

69. Vysledek cvié. 58 dokaZfte piimo methodou substi-
tudni.

70. Na zdklad$ toho, %e tgtz = tg"—2z

—— 1), do-
cos?r

ka¥te, Ze v intervalech (1(2k — 1)z, 1(2k + 1) =) (k celé)
plati pro n &= — 1

ftg":vda:: ﬁtg"—lz— ftg"-“::dz.

VIII. FUNKCE INVERSNI

JiZ na str. 74 jsme zavedli pojem funkce rostouci a klesa-
jici v intervalu. Tyto funkce nazyvédme spolednym jménem
funkce monotonni. Maji n&které jednaduché vlastnosti
& proto se jimi nyni budeme zabyvat soustavnéji, adkoli jsme
se 8 nimi jiZ diive n&kolikrit pfi riznych prileZitostech
setkali.

Vime na pHklad, %e pro n celé kladné z nerovnosti 0 <
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